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   9 صــ:التھیئة
أوجد المسافة بین كل زوج من النقاط الآتیة ، ثم أوجد إحداثي نقطة منتصف القطعة

   .المستقیمة الواصلة بینھما
1 , 4 ([                              )   1 , 4 (,)  ــ2 , 4) (1

2
−(،3 [                     

1 ([                             ) ــ5 , 3 (,)  ــ5 , 8) (2 1
2

                     ] 5،) ــ5,

1 , ــ8 ([             )              2 , ــ9 (,)  ــ3 , ــ7) (3
2

−(،29[                    

9 ([                        ) ــ4 , ــ1 (,)  ــ6 , ــ8) (4
2

                     ]53،) ــ5,−
،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،  

   . في كل مما یأتي مقربا الناتج إلي أقرب عشرxأوجد قیمة
  
  
  
  
  
  
  
  

                                                                      )4 •5، 1 •11، 4، 1 • 36(   
،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،  

إذا كان البالون مربوطا.أطلق بالون یحتوي علي ھواء ساخن في الفضاء: بالون) 9
  ft35بحبلین یمسك بكل منھما شخص یقف علي سطح الأرض ، والمسافة بین الشخصین

بلین ، فأوجد طول كل من الح40بحیث كان قیاس الزاویة بین كل من الحبلین والأرض ْ
   )ft8 • 22(                .إلي أقرب جزء من عشرة

،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،  
أوجد جمیع الحلول الممكنة لكل مثلث مما یأتي إن أمكن ، وإذا لم یوجد حل فاكتب لایوجد

  . عدد صحیح ، وقیاس الزوایا إلي أقرب درجةحل مقربا أطوال الأضلاع إلي أقرب
10(ْ 128 = A, 7= b, 10 = ɑ                          )4 ≈c ,ْ 19= C,ْ 33 = B(   
11(ْ 127 = A  , 16= b, 15 = ɑ                                             )یوجد حل لا(
12(ْ 91= A, 10= b, 30 = ɑ                      )23≈c ,ْ 50= C,ْ 39= B( 

،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،  

المتجھات          الخامسالفصل
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ھو كمیة لھا طول واتجاه ، فمثلا السرعة المتجھة للكرة تصف كلا من مقدار :المتجھ
  .سرعة الكرة ، واتجاه حركتھا

  لمتجھ ھندسیا بقطعة مستقیمة متجھة ، أو سھمیمكن تمثیل ا
   ویمثل الشكل المجاور القطعة.یظھر كل من القیمة والإتجاة

   .B ، ونقطة النھایةAالمستقیمة المتجھة التي لھا نقطة البدایة
ABویرمز لھذا المتجھ بالرمز

uuuv
  ɑأو
  لأصل ، فإن المتجھ یكونإذا كانت نقطة بدایة المتجھ ھي نقطة ا

  في الوضع القیاسي ، ویعبر عن اتجاه المتجھ بالزاویة التي
  : فمثلا. )xالاتجاه الموجب للمحور( یصنعھا مع الأفقي

   .35 ھو ɑْاتجاه المتجھ
   إذا كان مقیاس.أما طول المتجھ فیمثلھ طول القطعة المستقیمة

   ، ویرمز لھɑھ ، فإن طول المتجs /ft5= cm1الرسم ھو
   .s /ft13  أو2 • 6 ×5،یساوي|ɑ |بالرمز

  ویمكن التعبیر عن اتجاه المتجھ أیضا باستعمال زاویة الاتجاه
  90 ْ, 0 ، وتقرأ فاي ، وھي قیاس اتجاھي بین φْألربعي

   فمثلا.) خط شمال ــ جنوب( شرق أو غرب الخط الرأسي
  35 الشكل المجاور ھي ْ فيvزاویة اتجاه ألربعي للمتجھ
   كما یمكن استعمال زاویة.Eْ 35Sشرق الجنوب ، وتكتب

  الاتجاه الحقیقي ، حیث تقاس الزاویة مع عقارب الساعة
   ویقاس الاتجاه الحقیقي بثلاثة أرقام ،.بدءا من الشمال

   من25فمثلا یكتب الاتجاه الذي یحدد زاویة قیاسھا ْ
   .025باستعمال الاتجاه الحقیقي علي الصورة ْالشمال مع عقارب الساعة

،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،  
  :تحقق من فھمك

استعمل مسطرة ومنقلة ، لرسم متجھ لكل من الكمیات الآتیة ، واكتب مقیاس الرسم في
  :كل حالة

A2 (s /ft20= tْ 065 ، باتجاه.  
B2 (h/ mi15= uباتجاه ، Eْ 25S.  
C2 (N60 = mْ مع الأفقي80 ، بزاویة قیاسھا .  

  :الحل
  
  

5 ــ1         مقدمة في المتجھات

نقطة النھایة

نقطة البدایة

a

A

B  
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،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،  
   :أنواع المتجھات

  اه نفسھ، أو لھا الاتجالمتجھات المتوازیة●
   اتجاھان متعاكسان ، ولیس بالضرورة أن یكون

   فمثلا في الشكل المجاور.لھا الطول نفسھ
f ║e ║c ║b║a .   
   لھا الاتجاه نفسھ ،المتجھات المتكافئة●

   ،c= a كما في الشكل المجاور ،.والطول نفسھ
  لان لھما الطول والاتجاه نفسیھما ، لاحظ أن

b≠a لأنd≠a , | b| ≠| a |لان لھما ،   
   .اتجاھین مختلفین

   . لھما الطول نفسھ ، لكن اتجاھیھما متعاكسانالمتجھان المتعاكسان●
   . e=  ــa ففي الشكل المجاور, ــa علي الصورةaللمتجھالمعاكسیكتب المتجھ

،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،  
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ویكون . عند جمع متجھین أو أكثر یكون الناتج متجھا ، یسمي المحصلة:المحصلة
 .لمتجھ المحصلة التأثیر نفسھ الناتج عن تأثیر المتجھین الأصلیین واحدا تلو الآخر

   .زي الأضلاعویمكن إیجاد المحصلة ھندسیا باستعمال قاعدة المثلث ، أو قاعدة متوا
  

   مفھوم أساسي                                إیجاد المحصلة
  قاعدة المثلث
  لإیجاد محصلة المتجھین

b, aنتبع الخطوتین   
  :الآتیتین
  : 1الخطوة

  bأجر انسحابا للمتجھ
  بحیث تلتقي نقطة بدایتھ
aمع نقطھ نھایة المتجھ

   :2الخطوة
  b, aمحصلة المتجھین

  نقطة المتجھ المرسوم منھو
  .b إلي نقطة نھایةaبدایة

  قاعدة متوازي الأضلاع
  لإیجاد محصلة المتجھین

b, aات نتبع الخطو  
  :الآتیة
   :1الخطوة

  bأجر انسحابا للمتجھ
  بحیث تلتقي نقطة بدایتھ
aمع نقطھ بدایة المتجھ

   :2الخطوة
  أكمل رسم متوازي

  الأضلاع الذي ضلعاه
b, a  

   :3الخطوة
  b, aمحصلة المتجھین

  ذي یمثل ھو المتجھ ال
.قطر متوازي الأضلاع

،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،  
   :المتجھ الصفري

عند جمع متجھین متعاكسین لھما الطول نفسھ ، فإن المحصلة ھي المتجھ الصفري ،
   . ، وطولھ صفر ولیس لھ اتجاه0ویرمز بالرمز

،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،  
   :ضرب المتجھ في عدد حقیقي

  

  مفھوم أساسي                        ضرب المتجھ في عدد حقیقي             
 ،ویتحدد إتجاھھ|v | | k| ھوkv فإن طول المتجھkحقیقي في عددvإذا ضرب المتجھ

   .kبإشارة
  . نفسھv ھو اتجاهkv فإن اتجاه.k< 0 إذا كانت●
  . v ھو عكس اتجاهkv فإن اتجاه.k> 0 إذا كانت●

،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،  
  :حقق من فھمكت

  :ارسم المتجھ الذي یمثل كلا مما یأتي
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  : الحل
  
  
  
  
  
  
  
  
  

،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،  
  :تدرب وحل المسائل

  :حدد الكمیات المتجھة والكمیات القیاسیة في كل مما یأتي
  )كمیة قیاسیة(                                         .N125دفع صندوق بقوة مقدارھا) 1
    )كمیة قیاسیة(                                                 . عقدة20تھب الریاح بسرعة) 2
   )متجھھ كمیة(                             . باتجاه الغربs /m15یركض غزال بسرعة) 3
  )كمیة قیاسیة(                                        .h/ km85ضربت كرة قدم بسرعة) 4
     )متجھھكمیة(                                          . معلق بحبلkg7إطار سیارة وزنھ) 5
      )متجھھكمیة(                             .s /ft50رمي حجر راسیا إلي أعلي بسرعة) 6

،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،  
 واكتب مقیاس الرسم في.استعمل المسطرة والمنقلة ، لرسم متجھ لكل من الكمیات الآتیة

   .كل حالة
7 (s/ in13 = hْ 205 باتجاه.   
8( h/ km6= gباتجاه Wْ 70N.  
9( s /ft5 = Jْ مع الأفقي300 وبزاویة قیاسھا .  

10 (km28= dْ مع الأفقي35 وبزاویة قیاسھا .   
11 (m40 = Rْ مع الأفقي35 وبزاویة قیاسھا .
12 (s/ m32= nْ 030 باتجاه.   
  :الحل
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7(  
  
  
  
  
  
  

  

8(  

9(    
  

10(  
  
  
  
  
  
  

  

11(  
  

12(  
  
  
  
  
  
  

  

،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،  
عدة متوازياأوجد محصلة كل زوج من المتجھات الآتیة باستعمال قاعدة المثلث أو ق

الأضلاع ، قرب المحصلة إلي أقرب جزء من عشرة من السنتمتر ، ثم حدد اتجاھھا
.مسطرة والمنقلةبالنسبة للأفقي مستعملا ال
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  cm4 • 1 ,45نستخدم قاعدة متوازي الأضلاع ، ْ) 13
  cm1, 58نستخدم قاعدة متوازي الأضلاع ، ْ) 14
  cm1 • 1 ,308نستخدم قاعدة المثلث ، ْ) 15
  cm3 • 2 ,188نستخدم قاعدة المثلث ، ْ) 16

،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،  
  :حدد مقدار المحصلة الناتجة من جمع المتجھین واتجاھھا في كل مما یأتي

18(N 18للأمام ، ثم N20للخلف .                                          )N2للخلف (  
19 (m100للشمال ، ثم m350للجنوب .                             )m250للجنوب (   
21( ² s/ m15ْ ² مع الأفقي ،60 باتجاه زاویة قیاسھا s/ m8•9للأسفل .   

                                                                   )² s/ m15• 8 ,ْ 23مع الأفقي (  
،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،  

  
  

  

   :الصورة الإحداثیة لمتجھ
  الصورة الإحداثیة لمتجھ          مفھوم أساسي                 

Aالصورة الإحداثیة لــ B
uuuv

1الذي نقطة بدایتھ 1( , )A x y  
2، ونقطة نھایتھ 2( , )B x yھي :  

                2 1 2 1( , )x x y y− −  
  
  

  

،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،  
  :تحقق من فھمك
A الإحداثیة لـةأوجد الصور Bمما یأتي المعطاة نقطتا بدایتھ ونھایتھ في كل :  

A1) (1 , 6( B,) 7ــ2 , ــ (A  
B1 ( )3ــ9 , ــ  (B,) 8 , 0( A  

A1( ) 8 , 8) = ( 7+ 1 , 2+ 6= ( 2 :الحل 1 2 1( , )x x y y− − =A B  
B1 () 112) =  ــ9 ــ0 , ــ3 ــ8) = ( ــ9 , ــ 1 2 1( , )x x y y− − =A B  

،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،  
  
  
  

5 ـــ2       المتجھات في المستوي الإحداثي
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   :طول المتجھ في المستوي ألإحداثي
  

                   طول المتجھ في المستوي ألإحداثيمفھوم أساسي
1ة بدایتھ متجھا ، وكانت نقطVإذا كان 1( , )x yونقطة ،  
2نھایتھ 2( , )x yفإن طول ،Vیعطي بالصیغة :  

        
2 2

2 1 2 1( ) ( )x x y y− + − =| V|  
  : فإنVھي الصورة الإحداثیة للمتجھ )b, α( وإذا كانت

                   2 2a b+ =| V|  
،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،  

  :تحقق من فھمك
Aأوجد طول Bالمعطاة نقطتا بدایتھ ونھایتھ في كل مما یأتي:  

A2) (1 , 6( B,) 7ــ2 , ــ (A  
B2) (3ــ9 , ــ  (B,) 8 , 0( A  

  :الحل
A2 (2 2 2 2

2 1 2 1( ) ( ) ( 6 2 ) (1 7 )A B x x y y= − + − = + + +  

  

                64 64 128 11 3= + = ≈ •  
  

B2(2 2 2 2
2 1 2 1( ) ( ) ( 9 0) ( 3 8)A B x x y y= − + − = − − + − −  

  

          81 121 202 14 2= + = ≈ •  
،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،  

   :یات علي المتجھاتالعمل
  

   العملیات علي المتجھات      مفھوم أساسي                 
1إذا كان 2 1 2( , ), ( , )a a a b b b=   : عددا حقیقیا ، فإنk متجھین ، و=

1                  :جمع متجھین 1 2 2( , )a b a b a b+ = + +  
1                  :طرح متجھین 1 2 2( , )a b a b a b− = − −  

1 :ضرب متجھ في عدد حقیقي 1 2( , )k a k a k a=  
،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،  
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  :تحقق من فھمك
كلا مما یأتي للمتجھات
أوجد

   5 , 2= ( y(  , z) = ــ0 , 3(  ,w) = ــ4 , 1( 
A3 (z+ w4                B3 (w3                   ــ C3 (zــ y4+ w2  

  : الحل
A3) (4 , 19ــ3 , 0( ) =  ــ ) + (ــ16 , 4 ) = (ــ3 , 0 ) + (4)  ــ4 , 1  =z+ w4               
B3) (312 , ــ) = (ــ3)  ــ4 , 1  =w3  ــ   
C3) (0 , 32)  ــ4 , 1 +(4 )2 , 5( ــ)  ــ= zــ y4+ w2   

  ) =              ــ8 , 2 ) + (8 ,20 ) + (3 , 0 ) = (3 ,22           (
،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،  

   :متجھات الوحدة
 عليvیمكن التعبیر عن المتجھ غیر الصفري متجھ الوحدة و1یسمي المتجھ الذي طولھ

 اقسم المتجھu ، ولإیجادv في عدد حقیقي بنفس إتجاةuأنھ حاصل ضرب متجھ وحدة
vعلي طولھ | v |  

                    
1v v

v v
= =u  

،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،  
  :تحقق من فھمك

  :أوجد متجھ الوحدة الذي لھ نفس اتجاه المتجھ المعطي في كل مما یأتي
A4) (26 , ــ= ( w                    B4) (8ــ4 , ــ = (x   

  : الحل

A4(
1 1 1 1(6, 2) (6, 2) (6, 2)

(6, 2) 36 4 40
u w

w
= = − = − = −

− +  

  

1 6 2 3 1 0 1 0( 6 , 2 ) , ,
1 0 1 02 1 0 2 1 0 2 1 0

− −
= − = =  

  

 B4(
1 1 1 1( 4, 8) ( 4, 8) ( 4, 8)

( 4, 8) 16 64 80
u x

x
= = − − = − − = − −

− − +  

  

1 4 8 5 2 5( 4 , 8 ) , ,
5 54 5 4 5 4 5

− − − −
= − − = =

  

،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،  
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   الموجب بالرمزینy الموجب ، والمحورx یرمز لمتجھي الوحدة باتجاه المحور:ملاحظة
)1 , 0= ( j ,) 0 , 1 = ( iجھان ، كما یسمي المتj , iمتجھي الوحدة القیاسیین .   
  

  
   علي الصورةb, α= ( v( ویمكن استعمال ھذین المتجھین للتعبیر عن أي متجھ

bj+ i α= vیسمي ناتج الجمع ، bj + i αتوافقا خطیا للمتجھین j , iویقصد بھ ، 
   . j , iكتابة ناتج الجمع بدلالة متجھي الوحدة

،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،  
  :تحقق من فھمك
 في كل مماj , iالمعطي نقطتا بدایتھ ونھایتھ بدلالة متجھي الوحدةDEاكتب المتجھ

   :یأتي
A5) (5 , 2( E,) 0 , 6ــ (D  
B5) (1 , 7( E,) 8ــ3 ,ـ ـ (D  

  :الحل
A5( 2 1 2 1( , ) ( 2 6, 5 0 ) (8, 5) 8 5D E x x y y i j= − − = + − = = +  

  

B5( 2 1 2 1( , ) (7 3,1 8) (10, 9) 10 9DE x x y y i j= − − = + + = = +  
،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،  

  : ملاحظة
   باستعمال زاویةb, α= ( v( یمكن تحدید اتجاه المتجھ

   vكتابة الموجب ، ویمكنx مع المحورvالاتجاه التي یصنعھا
  : كما یأتيj , i ، أو بدلالة متجھي الوحدةالإحداثیةعلي الصورة

        )θ sin| v | , θcos| v |( ) =b, α= ( v  
      j θsin| v |+ i θcos| v |=    

،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،  
  :تحقق من فھمك

 المعطي طولھ وزاویة اتجاھھ مع الأفقي في كل مماvأوجد الصورة الإحداثیة للمتجھ
  :یأتي

A6(ْ 45, 8  = |v |                    B6(ْ 210, 24 = |v |                     
  :الحل
A6)  (ْ 45sin8 ,ْ 45cos8(  = )θ sin| v | , θcos| v | = ( v  
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                            ) 24 , 24( =
2 28( ),8( )

2 2=  

B6) (ْ 210sin24,ْ 210cos24 =  ( )θsin| v | , θ cos| v |= ( v  

                        )  12, 312=  ( 
3 124( ), 24( )

2 2=   

،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،  
  : ملاحظة

 الموجب بحل المعادلةx مع المحورb, α= ( v( یمكن إیجاد زاویة اتجاه المتجھ

:     نحصل عليالمثلثیة
s i n

t a n , t a n
c o s

vb
a v

θ
θ θ

θ
= =  

،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،  
:تحقق من فھمك

xالموجب :  
A6 (j 2+ i 6                      ــ B6(  )8ــ3 , ــ                    (  

  :الحل

A6(12 1t a n t a n ( ) 1 6 1 6
6 3

b
a

θ θ −= = → = = •
− −  

  

B6(
18 8t a n t a n ( ) 2 4 9 4

3 3
b
a

θ θ −− −= = → = = •
− −  

،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،  
  :تدرب وحل المسائل

A الإحداثیة وطولةأوجد الصور Bالمعطاة نقطتا بدایتھ ونھایتھ في كل مما یأتي   
1) (5 , 4( B,) 1 , 3ــ (A  

2 ) =6 + 3 , 5 ــ1 ) = (7 , 4 ( :الحل 1 2 1( , )x x y y− − =A B  

   
2 2

2 1 2 1( ) ( ) 49 16 65 8 1AB x x y y= − + − = + = ≈ •  
،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،  

  A )2 , ــ7 (,B)  ــ6 , 9) (2
2) = ــ6 ــ2 , 9 +7) = ( ــ8 ,16 ( :الحل 1 2 1( , )x x y y− − =A B  

  2 2
2 1 2 1( ) ( ) 6 4 2 5 6 3 2 0 1 7 9A B x x y y= − + − = + = ≈ •  

،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،  
  A )10 , ــ2 (,B )3 , ــ5) (3
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2 ) = 3 ــ10 , ــ5 +2) = ( ــ7 , ــ3 ( :الحل 1 2 1( , )x x y y− − =A B  

   
2 2

2 1 2 1( ) ( ) 49 9 58 7 6A B x x y y= − + − = + = ≈ •  
،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،  

4) (10, 1( B,) 6 , 2ــ ( A  
2 ) =1 +2 ,10 ــ6 ) = (3 , 4 ( :الحل 1 2 1( , )x x y y− − =A B  

    2 2
2 1 2 1( ) ( ) 9 1 6 25 5A B x x y y= − + − = + = =  

،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،  
  A )2 • 5 , ــ3 (,B ) ــ4 , 1 • 5) (5

2) =  ــ4 ــ2 • 5 ,  1 • 5 +3(  :الحل 1 2 1( , )x x y y− − =A B  
  ) = ــ6 • 5 ,  4 • 5(                       

2 2
2 1 2 1( ) ( ) 42 25 20 25 62 5 7 9AB x x y y= − + − = • + • = • ≈ •

،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،  
6) (5

2, 6( B,) 91 , ــ
2( A    

23( :الحل
2, 

11
2( =  )9 +5

2, 1
2 ) = 6ــ2 1 2 1( , )x x y y− − =A B  

2 2
2 1 2 1

121 529 325( ) ( ) 12 7
4 4 2

A B x x y y= − + − = + = ≈ •
uuuv

            

،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،  
  : ، فأوجد كلا مما یأتي0 , 8= ( f (, g) =  ــ3 , ــ5 (,h) = ــ6 , 2(إذا كان

7 (gــ h4   
  h4 ــg = 4) ــ6 , 2(ــ)  ــ3 , ــ5                (:الحل

  ) = ــ24 , 8 ) + (3 , 5) = ( ــ21 ,13      (
،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،  

8 (h2+ f   
  h2+ f ) = 8 , 0 + (2) ــ6 , 2 ) = (8 , 0) + ( ــ12 , 4= ()  ــ4 , 4 ( :الحل

،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،  
9 (h3ــ g+ f2   

  g+ f2 ــh3 =2 )8 , 0) + ( ــ3 , ــ5(  ــ3) ــ6 , 2                    (   :الحل
   ) =16 , 0) + ( ــ3 , ــ5 ) + (18 , ــ6 ) = (31 , ــ11         (

،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،  
10 (h2ــ g2ــ f   
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  f ــg2 ــh2 ) =8 , 0(  ــ2)  ــ3 , ــ5(  ــ2) ــ6 , 2   (          :الحل
   ) =8 , 0 ) + (6 ,10 ) + (12 , ــ4(  ) =26 , 6         (

،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،  
11 (g5+ f4ــ h  
  h ــg5 + f4) = ــ6 , 2 ( ــ4 )8 , 0 + (5)  ــ3 , ــ5(                        :لحلا

  ) = ــ6 , 2) + ( ــ32 , 0) + ( ــ15 , ــ25) = ( ــ53 , ــ23       (
،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،  

12 (h + f3ــ g4   
  g4 ــh+ f3 = 4)  ــ3 , ــ5(  ــ3 )8 , 0) + ( ــ6 , 2                       (:الحل

) =  ــ12 , ــ20) + ( ــ24 , 0) + ( ــ6 , 2) = ( ــ42 , ــ18       (
،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،  

  :یأتي نفسھ في كل مماvأوجد متجھ وحدة لھ اتجاه المتجھ
   v) = ــ2 , 7) (14

 :الحل
1 1 1 1( 2, 7 ) ( 2, 7 ) ( 2, 7 )

( 2 , 7 ) 4 49 53
u v

v
= = − = − = −

− +  

  

                         
2 7 2 5 3 7 5 3, ,

5 3 5 35 3 5 3
− −

= =    

،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،  
   v ) =9 , ــ3) (15

 :الحل
1 1 1 1(9, 3) (9, 3) (9, 3)

(9, 3) 81 9 90
u v

v
= = − = − = −

− +  

  

      
1 9 3 3 1 0 1 0( 9 , 3 ) , ,

1 0 1 03 1 0 3 1 0 3 1 0
− −

= − = =  

،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،  
   v) = ــ8 , ــ5) (16

 :الحل
1 1 1 1( 8, 5) ( 8, 5) ( 8, 5)

( 8, 5) 64 25 89
u v

v
= = − − = − − = − −

− − +  

  

                    
8 5 8 8 9 5 89, ,

89 8 98 9 89
− − − −

= =  

،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،  
17) (3 , 6= ( v   
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  :الحل
1 1 1 1(6, 3) (6, 3) (6, 3)

(6, 3) 36 9 45
u v

v
= = = =

+  

  

        
1 6 3 2 5 5(6, 3) , ,

5 53 5 3 5 3 5
= = =  

،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،  
   v) =  ــ1 , ــ  5) (18

 :الحل
1 1 1 1( 1, 5) ( 1, 5) ( 1, 5)

( 1, 5) 1 25 26
u v

v
= = − − = − − = − −

− − +  

  

                      
1 5 26 5 2 6, ,

2 6 262 6 2 6
− − − −

= =  

،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،  
19) (7 , 1= ( v   

 :الحل
1 1 1 1(1, 7 ) (1, 7 ) (1, 7 )

(1, 7 ) 1 4 9 5 0
u v

v
= = = =

+  

  

        
1 1 7 2 7 2(1, 7 ) , ,

1 0 1 05 2 5 2 5 2
= = =  

،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،  
DEاكتب

uuuv
   :j , Iكل مما یأتي بدلالة متجھي الوحدةالمعطي نقطتا بدایتھ ونھایتھ في

  D )4 , ــ1 (,E )5 , ــ7) (20
   :الحل

j 6ــ i ) =62 ) =5 ــ4 , ــ7 + 1) = (1 , ــ 1 2 1( , )D E x x y y= − −  
،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،  

  D )9 , ــ6 (,E)  ــ7 , 2) (21
  :الحل

j 8+ i 162) = ــ7 ــ9 , 2 + 6) = (1 , ــ6= ( ــ 1 2 1( , )DE x x y y= − −  
،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،  

  11, 3( D (,E)  ــ2 , ــ8) (22
  :الحل
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j19ــ i 52) = ــ2 ــ3 , ــ8 ــ11) = ( ــ5 , ــ19 = ( ــ 1 2 1( , )DE x x y y= − −  
،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،  

  1 , 5 • 9( D (,E )0 , ــ7 • 3) (23
2 ) =0  ــ9 • 5 ,  ــ7 • 3 ــ1       (:الحل 1 2 1( , )D E x x y y= − −  

                j 3 • 8ــ  i 5 • 9ــ9 • 5 , ــ8 • 3= ( ــ = (  
،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،  

24) (5 , 9( E,) 6ــ4 , ــ (D  
   :الحل

j 11+i 13) =11, 13) = (6+ 5 , 4 +9= ( 2 1 2 1( , )D E x x y y= − −  
،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،  

25) (2
7

3 , 1 (,E)  ــ4 ,
8( D  

  :الحل

j 19
 iــ7

33
8) =19

 ,ــ7
33
2ــ 3) = (8

7
, 1

8+4= ( 2 1 2 1( , )D E x x y y= − −  
،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،  

 المعطي طولھ وزاویة اتجاھھ مع الأفقي في كل مماvأوجد الصورة الإحداثیة للمتجھ
  :یأتي
27(ْ 60, 12 = |v |     
  60sin12,ْ 60cos12 =  ( )θsin| v | , θcos| v |= ( v ْ (:الحل

)                           36 , 6 =  (
1 31 2 ( ) , 1 2 ( )
2 2=   

،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،                 
28(ْ 330, 16= |v |    
  330sin16,ْ 330cos16=  ( )θ sin| v | , θcos| v |= ( v ْ (:الحل

 )  =38 , ــ8         (                
3 116( ),16( )

2 2
−

=   

،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،               
29(ْ 135, 4 = |v |    

  135sin4 ,ْ 135cos4 =  ( )θsin| v | , θcos| v |= ( v ْ (:الحل

 )  = ــ22 , 22                           (
2 24( ), 4 ( )

2 2
−

=   

،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،               
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30(ْ 125, 15= |v |                     
  125sin15,ْ 125cos15=  ( )θ sin| v | , θcos| v |= ( v ْ (:الحل

   )  =  ــ8 • 6 ,12 •29                           (
،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،  

  : الموجبxأوجد زاویة اتجاه كل من المتجھات الآتیة مع المحور
31 (j 6+ i 3     

 :الحل
16t a n t a n ( 2 ) 6 3 4

3
b
a

θ θ −= = → = = •              . 
                   ،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،

32 (j 5+ i 2 ــ  

  :الحل
15 5ta n ta n ( ) 1 1 1 8

2 2
b
a

θ θ −= = → = = •
− −            . 

                      ،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،
33 (j 3ــ i 4ــ   

 :الحل
13 3ta n ta n ( ) 2 1 6 9

4 4
b
a

θ θ −− −
= = → = = •

− −      . 
،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،  

  )                        ــ5 , 9) (34

 :الحل
19 9ta n ta n ( ) 1 1 9 1

5 5
b
a

θ θ −= = → = = •
− −      . 

،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،  
A,بین إذا كان B CD

uuuv uuuv
المعطاة نقطتا البدایة والنھایة لكل منھما فیما یأتي متكافئین أولا

ABوإذا كانا متكافئین ، فاثبت أن CD=فاذكر السببك ، وإذا كانا غیر ذل ، :
  9 , 6( B,) 5 , 3( A(  ،C) ــ4 , ــ4 (,D)  ــ2 , 0) (37
2 ) =6 ــ3 , 9 ــ5 ) = (3 , 4     (:الحل 1 2 1( , )A B x x y y= − −  

2) = ــ2 +4 , 0 + 4 ) = (2 , 4             ( 1 2 1( , )C D x x y y= − −  
                  المتجھان مختلفان في المقدار والاتجاه لذا فھما غیر متكافئان

،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،  
38) (1 , 10( D,) 8 , 11( C،  )100 , ــ( B,) 31 , ــ( A  
2 ) =0 ــ1 , ــ10 +3) = ( ــ1 , ــ7(  :الحل 1 2 1( , )A B x x y y= − −  

2 ) =10ــ11 , 1ــ 8 ) = ( ــ1 , ــ7(           1 2 1( , )C D x x y y= − −  
   المقدار والاتجاه لذا فھما متكافئانلھما نفس                المتجھان

،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،  
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   :ألإحداثيالضرب الداخلي لمتجھین في المستوي
  

  ي لمتجھین في المستوي الإحداثي                    الضرب الداخلمفھوم أساسي
1 للمتجھینیعرف الضرب الداخلي 2 1 2( , ), ( , )a a a b b b=   : كالآتي=

                              1 1 2 2a b a b+ = b• α  
،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،  

   :ھان المتعامدانالمتج
  

                          المتجھان المتعامدانمفھوم أساسي
  b• α = 0 متعامدین إذا وفقط إذا كانb, αالمتجھانیكون

،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،  
لداخلي للمتجھ الصفري في أي متجھ آخرعلي الرغم من أن حاصل الضرب ا: ملاحظة

1 = 0یساوي الصفر أي أن 2 1 2(0, 0) ( , ) 0 0a a a a• = ، إلا أن المتجھ الصفري+
.لا یعامد أي متجھ آخر، لأن لیس لھ طول أو اتجاه

،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،  
   :تحقق من فھمك

   . ثم تحقق مما إذا كانا متعامدین،v , uأوجد الضرب الداخلي للمتجھین
A1) (1 , 5ــ  (v ,) 23 , ــ( u  
B1) (69 , ــ( v ,) 3ــ2 , ــ (u  

1=  ــ15 ــ2=  ــ  17لیسا متعامدین ،) A1 :الحل 1 2 2a b a b+= v • u  
        B1 (1=  ــ18 + 18 =0دین ،متعام 1 2 2a b a b+ = v • u

،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،  
   :خصائص الضرب الداخلي

  

  :یحقق الضرب الداخلي الخصائص الآتیة
  اخلي                        خصائص الضرب الدمفھوم أساسي

  : عدد حقیقي ، فإن الخصائص الآتیة صحیحةk وكانw, v , uإذا كانت
  u                 • v= v • u                   :الخاصیة الإبدالیة
  w                 • u+v • u) =w+ v  (• u       :              خاصیة التوزیع

kv• u = v • ku) = v • u( k                 :خاصیة الضرب في عدد حقیقي
  u• 0 =0   :خاصیة الضرب الداخلي في المتجھ الصفري
  u|= u• u | ²     :العلاقة بین الضرب الداخلي وطول المتجھ

5 ــ3               الضرب الداخلي  

http://www.pdffactory.com
http://www.pdffactory.com
http://www.iceni.com/unlock-pro.htm
http://www.iceni.com/unlock-pro.htm


  
19

،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،  
   :تحقق من فھمك

  :استعمل الضرب الداخلي ، لإیجاد طول كل من المتجھات الآتیة
A2) (16, 12( b  
B2) (7ــ1 , ــ  (c  

  :فإن |b• b = ² | bبما أن) A2 :الحل
    (12,16) (12,16) 144 256 400 20b b• = • = + = = =| b|   

      B2( بما أنc • c = ² | c | فإن:  
    ( 1, 7) ( 1, 7) 1 49 50 5 2c c• = − − • − − = + = = =| c |       

،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،  
  :ملاحظة

   ھي الزاویة بین ھذینb, αالزاویة بین أي متجھین غیر صفریین
  المتجھین عندما یكونان في وضع قیاسي ، وتقاس ھذه الزاویة دائما

   الضرب الداخلي، ویمكن استعمال θ ≤0≥180أو ْ θ ≤0≥ ببحیث
   .لإیجاد قیاس الزاویة بین متجھین غیر صفریین

،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،  
   :الزاویة بین متجھین

  

  الزاویة بین متجھین                        مفھوم أساسي

:  فإنb,α ھي الزاویة بین متجھین غیر صفریینθإذ كانت
a b
a b

•
 =θ cos

،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،  
  :تحقق من فھمك

  : في كل مما یأتيv , uأوجد قیاس الزاویة بین المتجھین
A3) (4 , 4( v ,) 2ــ5 , ــ (u  
B3) (7 , 6ــ  (v ,) 5 , 9( u  

 :الحل

A3(
( 5, 2) (4, 4) 20 8 28 7cos
( 5, 2) (4, 4) 25 4 16 16 4 58 58

u v
u v

θ
• − − • − − − −

= = = = =
− − + +  

  

    1 7c o s 1 5 7
5 8

θ − −
= ≈  

B3 (
(9,5) ( 6,7) 54 35 19cos
(9,5) ( 6,7) 81 25 36 49 106 85

u v
u v

θ
• • − − + −

= = = =
− + +  
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1 1 9c o s 1 0 2

1 0 6 8 5
θ − −

= ≈  

،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،  
   :مسقط المتجھ

  

v عليu                        مسقطمفھوم أساسي
1 متجھین غیر صفریین وكانv , uإذا كان 2,w wمركبتي u  
  u یسمي مسقط المتجھ1w ، فإنv مواز للمتجھ1wبحیث

  : ویكونvعلي المتجھ

                                  1 2( )u vw v
v
•

=  

،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،  
  :تحقق من فھمك

 علي صورة ناتج جمعu ، ثم أكتبv) = 8 , 5(  عليu) = 1 , 2(أوجد مسقط) 4
   v عليuمتجھین متعامدین أحدھما مسقط

1 :الحل 2 2
(1, 2 ) (8 , 5 ) 8 1 0( ) (8 , 5 ) (8 , 5 )

6 4 2 5(8 , 5 )
u vw v

v
• • +

= = =
+  

                                       
18 144 90(8,5) ,
89 89 89

= =
  

  

    1 2 2 1
144 90 55 88(1,2) , ,
89 89 89 89

u w w w u w= + → = − = − = −
  

  

                                        1 2
144 90 55 88, ,
89 89 89 89

u w w= + = + −  

،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،  
  : ملاحظة

 فإنھ لیس من الضروري أن یكون لھذاv ھو متجھ یوازيv عليuبالرغم من أن مسقط
   . نفسھvالمتجھ اتجاه

،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،  
  :تحقق من فھمك

 علي صورة ناتج جمعu ، ثم أكتبv ) = 6 , 1(  عليu) = ــ3 , 4(أوجد مسقط) 5
   v عليuمتجھین متعامدین أحدھما مسقط
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1 :الحل 2 2
( 3, 4 ) (6,1) 18 4( ) (6,1) (6,1)

36 1(6,1)
u vw v

v
• − • − +

= = =
+  

  

                           
14 84 14(6,1) ,

37 37 37
−

= = − −
  

  

  1 2 2 1
84 14 27 162( 3,4) , ,
37 37 37 37

u w w w u w= + → = − = − − − − = −
  

  

               1 2
84 14 27 162, ,
37 37 37 37

u w w= + = − − + −  

،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،  
  : ملاحظة

 فمثلا إذ كنتvر ھذه القوة باتجاه یمثل تأثیv عليu قوة فإن مسقطuإذا مثل المتجھ
 یمثل القوةv عليu فإن مسقطu بقوة مقدارھاvتدفع صندوقا علي أرض مائلة باتجاه

   . vالتي تدفع الصندوق باتجاه
،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،  

  :تدرب وحل المسائل
  : ، ثم تحقق مما إذا كانا متعامدین أو لاv , uأوجد حاصل الضرب الداخلي للمتجھین

1(  )2 , 6( v ,) 53 , ــ( u  
1 =18ــ10  =8  لیسا متعامدین ،:الحل 1 2 2a b a b+= v • u                       

،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،  
2(  )3 , 1( v ,) 39 , ــ( u  

1 =9 ــ9  =0  متعامدین ،:الحل 1 2 2a b a b+= v • u                                
،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،  

3(  )5 , 7( v ,) 44 , ــ( u  
1 =28 ــ20  =8 لیسا متعامدین ،:الحل 1 2 2a b a b+= v • u                       

،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،  
4 (j11 + i7ــ  =v , j7+ i11= u  
1= ــ77+77  =0متعامدین ،   :لحلا 1 2 2a b a b+= v • u                              

،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،  
  u) ــ6 , 4 (, v)  ــ5 , ــ2(  )5

1 =20 ــ12  =8 لیسا متعامدین ،:الحل 1 2 2a b a b+= v • u                         
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،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،  
 أعداد عبوتین مختلفتین من زیتu ) =406 ,297(  یمثل المتجھ:زیت الزیتون) 6

 سعر العبوة من كل من النوعینv ) =27 • 5 ,15( ، ویمثل المتجھفي متجرالزیتون
  :علي الترتیب

a (أوجدv •u  
b (فسر النتیجة التي حصلت علیھا في الفرعaفي سیاق المسألة .   

a (16520= 4455+ 11165= 1 :الحل 1 2 2a b a b+= v •u                        
        b (16520ثمن العبوات جمیعھا ھو        

،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،  
   :المتجھ المعطياستعمل الضرب الداخلي ، لإیجاد طول

  m) = ــ3 ,11) (7
  :فإن |m• m = ² | mبما أن :الحل

        ( 3,11) ( 3,11) 9 121 130m m m= • = − • − = + =  
،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،  

r=)  ــ9 , ــ4) (8
  :فإن | r • r = ² | r بما أن:الحل

       ( 9 , 4 ) ( 9 , 4 ) 81 1 6 97r r r= • = − − • − − = + =  
،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،  

  v ) =1 , ــ18) (9
  :فإن | v • v = ² | v بما أن:الحل

    (1, 18) (1, 18) 1 324 325 5 13v v v= • = − • − = + = =  
،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،  

  t= )23 , ــ16) (10
  :فإن | t • t = ² | t بما أن:الحل

       (23, 16) (23, 16) 529 256 785t t t= • = − • − = + =  
،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،  

 في كل مما یأتي ، وقرب الناتج إلي أقرب جزءv , uأوجد قیاس الزاویة بین المتجھین
  :من عشرة

  u )0 , ــ5 (, v )1 , ــ4) (11

 :الحل
(0, 5) (1, 4) 0 20 20 4cos
(0, 5) (1, 4) 0 25 1 16 5 17 17

u v
u v

θ
• − • − +

= = = = =
− − + +  
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1 4c o s 1 4

1 7
θ −= ≈  

،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،  
  10, 7( u (, v )4 , ــ  4) (12

:الحل
(7,10) (4, 4) 28 40 12 3cos
(7,10) (4, 4) 49 100 16 16 4 298 298

u v
u v

θ
• • − − − −

= = = = =
− + +  

  

        
1 3c o s 1 0 0

2 9 8
θ − −

= ≈  

،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،  
  u) ــ4  , 2 (, v) 2 , ــ10) (13

 :الحل
( 2,4) (2, 10) 4 40 44 11cos
( 2,4) (2, 10) 4 16 4 100 4 130 130

u v
u v

θ
• − • − − − − −

= = = = =
− − + +  

  

        
1 1 1c os 1 6 4 7

1 3 0
θ − −

= ≈ •  

،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،  
14 (j2ــ i4ــ  =v , j3+ i2ــ  =u  

:الحل
( 2,3) ( 4, 2) 8 6 2 1cos
( 2,3) ( 4, 2) 4 9 16 4 2 65 65

u v
u v

θ
• − • − − −

= = = = =
− − − + +  

  

        
1 1c o s 8 2 9

6 5
θ −= ≈ •  

،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،  
   غادر یوسف ویحي مخیمھما الكشفي للبحث عن حطب إذا كان المتجھ:مخیم كشفي) 15
 یمثل الطریق الذيv)  ــ7 , 6( یمثل الطریق الذي سلكھ یوسف ، والمتجھu )3 , ــ5( 

   .سلكھ یحي ، فأوجد قیاس الزاویة بین المتجھین

 :الحل
(3, 5) ( 7,6) 21 30 51 3cos
(3, 5) ( 7,6) 9 25 49 36 17 10 10

u v
u v

θ
• − • − − − − −

= = = = =
− − + +  

  

        
1 3c o s 1 6 1 6

1 0
θ − −

= ≈ •  

،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،  
 علي صورة مجموع متجھین متعامدین أحدھما مسقطu ، ثم أكتبv عليuأوجد مسقط

uعلي v  
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16 (j2 + i5ــ  =v , j6+ i3 = u  

1 :الحل 2 2
(3, 6) ( 5, 2 ) 15 12( ) ( 5, 2 ) ( 5, 2 )

25 4( 5, 2 )
u vw v

v
• • − − +

= = − = −
+−  

  

                                    
3 1 5 6( 5, 2 ) ,

2 9 2 9 2 9
−

= − = −  

  

       1 2 2 1
15 6 72 180(3,6) , ,
29 29 29 29

u w w w u w= + → = − = − − =
  

  

          1 2
1 5 6 7 2 1 8 0, ,
2 9 2 9 2 9 2 9

u w w= + = − +    

،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،  
  7 , 5( u (, v)  ــ4 ,  4) (17

1 :حلال 2 2
(5, 7 ) ( 4 , 4 ) 2 0 8( ) ( 4 , 4 ) ( 4 , 4 )

1 6 1 6( 4 , 4 )
u vw v

v
• • − − +

= = − = −
+−  

  

                                                
1 ( 4, 4 ) ( 1,1)
4

= − = −  

  

    1 2 2 1 (5, 7) ( 1,1) (6, 6)u w w w u w= + → = − = − − =    

       1 2 ( 1,1) ( 6 , 6 )u w w= + = − +  
،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،  

18 (j9 + i3ــ  =v , j+ i6= u  

1 :الحل 2 2
( 6 ,1) ( 3, 9 ) 1 8 9( ) ( 3, 9 ) ( 3, 9 )

9 8 1( 3, 9 )
u vw v

v
• • − − +

= = − = −
+−  

  

                     
9 1 3 9( 3, 9) ( 3, 9) ,

90 10 10 10
− − −

= − = − =  

  

        1 2 2 1
3 9 57 1 9(6,1) , ,

1 0 1 0 1 0 1 0
u w w w u w −

= + → = − = − =  

  

           1 2
3 9 57 19, ,

10 10 10 10
u w w −

= + = +  

،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،  

http://www.pdffactory.com
http://www.pdffactory.com
http://www.iceni.com/unlock-pro.htm
http://www.iceni.com/unlock-pro.htm


  
25

  4 , 2( u (, v)  ــ3 ,  8) (19

1 :الحل 2 2
(2, 4) ( 3,8) 6 32( ) ( 3,8) ( 3,8)

9 64( 3,8)
u vw v

v
• • − − +

= = − = −
+−  

  

                                  
26 7 8 20 8( 3, 8 ) ,
73 7 3 7 3

−
= − =

  

  

       1 2 2 1
78 208 224 84(2,4) , ,

73 73 73 73
u w w w u w −

= + → = − = − =
  

  

           1 2
78 2 08 2 24 84, ,

73 73 73 73
u w w −

= + = +  

،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،  
  :أوجد متجھا یعامد المتجھ المعطي في كل مما یأتي

  ) ــ2 , ــ8(  )22
    لإیجاد متجھ یعامد المتجھ المعطي نبدل الإحداثیات مع تغییر إشارة أحدھما:الحل

   )8 , ــ2 : (        إجابة ممكنة
،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،  

23(  )5  , 3(   
 .                                 )                               5 , ــ3: (  إجابة ممكنة:الحل

،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،  
   )7 , ــ4(  )24
  .                                                                   )4 , 7: (  إجابة ممكنة:الحل

،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،  
   ) ــ1 ,  6(  )25
  .                                                                     )6 , 1: (  إجابة ممكنة:الحل

،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،  
  :ما یأتي في كل مu فأوجدv • u, vإذا علمت كلا من

27 (33= v • u,) 63 , ــ = ( v  
  b, α = ( v • u (• )3 , ــ6  (ن  وبما أu ) =b, α(  نفرض أن:الحل

          b6ــ α3 = 331  نفرض أن= bــ6 ، بالتعویض α3= 33  ←α3= 39  
   تكون إجابة ممكنةu ) =13 , 1(  وبالتاليα = 13         إذن

،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،  
28 (38= v • u,) 6 , 4= (v  
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  b, α= ( v • u (• )4 , 6  (ن  وبما أu ) =b, α(  نفرض أن: :الحل
          b6 +α4= 381  نفرض أن= b6 ، بالتعویض +α4= 38  ←α4= 32  

   تكون إجابة ممكنةu ) =8 , 1(  وبالتاليα = 8         إذن
،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،  
اختبر كل زوج من المتجھات في كل مما یأتي من حیث كونھا متعامدة أو متوازیة أو لیس

  :كلیھما

30(  )8  , 9( v ,) 
2 3,

3 4
−

( u  

 (• )9 ,  8= ( ــ  6 +6 =0  متعامدان ،:الحل
2 3,

3 4
−

= ( v • u                       
،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،  

31(  )6 , 3( v ,) 4ــ1 ,ـ ـ (u  
                     v • u) = ــ1 , ــ4 (• )3 , 6= ( ــ  3 ــ24 = ــ27 ،غیر ذلك :الحل

،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،  
ي أقرب جزء منأوجد قیاس الزاویة بین كل متجھین في كل مما یأتي ، قرب الناتج إل

  :عشر
32 (j6 + i2ــ  =v , j5+ i= u  

 :الحل
(1,5) ( 2,6) 2 30 28 7cos
(1,5) ( 2,6) 1 25 4 36 4 65 65

u v
u v

θ
• • − − +

= = = = =
− + +  

  

                                
1 7cos 29 7

65
θ −= ≈ •  

،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،  
33 (j2ــ i5ــ =v , j3 +i4= u  

:الحل
(4, 3) ( 5, 2 ) 20 6 26cos
(4, 3) ( 5, 2 ) 16 9 25 4 5 29

u v
u v

θ
• • − − − − −

= = = =
− − + +  

  

          
1 2 6c o s 1 6 4 9

5 2 9
θ − −

= ≈ •  

،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،  
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   :الإحداثیات في الفضاء الثلاثي الأبعاد
 x الأبعاد من خطي إعداد متعامدین ھما المحور الثنائيیتكون المستوي ألإحداثي

 اللذان یتقاطعان في نقطة تسمي نقطة الأصل ، ویسمح لك ھذا النظام بتحدیدyوالمحور
وتعیین نقاط المستوي ، وبینما تحتاج إلي نظام إحداثي مكون من ثلاثة إبعاد ، لتعیین

 ةیمر بنقط zمي المحور ثم نضیف محورا ثالثا یسxyنقطة في الفضاء فنبدأ بالمستوي
 مناطق8 ویقسم المحور الإضافي الفضاء إليx , yیعامد كلا من المحورینالأصل و

 ویمثل الجداران المسویینxyیسمي كل منھا الثمن حیث یمثل سطح الأرض المستوي
xz, yz  

  
  

تعیین مثل، ول )z , y , x( تمثل النقطة في الفضاء بثلاثیات مرتبة من الأعداد الحقیقیة
 ، ثم تتحرك للأعلى أو الأسفلxyفي المستوي )y , x( ھذه النقطة ،عین أولا النقطة

  z حسب المسافة المتجھة التي یمثلھاzموازیا للمحور
،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،  

  :تحقق من فھمك
  : من النقاط الآتیة في نظام الإحداثیات الثلاثي الأبعادعین كلا

A1) (2 , 4ــ3 , ــ    (B1) (33 , 2 , ــ         (C1) (15 , ــ4 , ــ(   
  :الحل

  

  
  
  
  
  
  
  
  

  

    

،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،  

5 ــ4المتجھات في الفضاء الثلاثي الابعاد       
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   :مسافة ونقطة المنتصف في الفضاءقانونا ال
  

  مفھوم أساسي                    قانونا المسافة ونقطة المنتصف في الفضاء
1تعطي المسافة بین النقطتین 1 1 2 2 2( , , ), ( , , )A x y z B x y z  

  :بالقانون
2 2 2

2 1 2 1 2 1( ) ( ) ( )AB x x y y z z= − + − + −    

  :لقانون باAB لــMوتعطي نقطة المنتصف

    
1 2 1 2 1 2( , , )

2 2 2
x x y y z zM + + +

  
،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،  

  :تحقق من فھمك
 فيmi5 • 0لا تقل المسافة بین الطائرات عن أأنظمة السلامة تفرض:طائرات) 2

ن طائرتین تطیران فوق احدي المناطق ، وفي لحظة معینةأثناء طیرانھا ، إذا علمت أ
 )300 ,150 ,30000 (, )450 , ــ250 ,28000( كانت إحداثیات موقعي الطائرتین

  :، مع العلم أن الإحداثیات معطاة بالأقدام ، فأجب
A (ھل تخالف الطائرتان أنظمة السلامة ؟  
B (تصف المسافة بین الطائرتین ، فم إحداثیاتإذا أطلقت ألعاب ناریة ، وانفجرت في من

  .نقطة الانفجار

)  A  :الحل
2 2 2

2 1 2 1 2 1( ) ( ) ( )A B x x y y z z= − + − + −  

  

  
2 2 2(300 450) (150 250) (30000 28000)= − + + + −  

  

  22500 160000 4000000 4182500 2045= + + = ≈  
  

 قدم وھذه المسافة أقل من المسافة المسموح2045نعم لان البعد بین الطائرتین حوالي
.بھا وھي نصف میل

B            (                      
1 2 1 2 1 2( , , )

2 2 2
x x y y z zM + + +

  

  

300 450 150 250 30000 28000 750 100 58000( , , ) ( , , )
2 2 2 2 2 2
+ − +

= = −
  

  

   ) =   375 , ــ50 ,2900                                                                           (
،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،  
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   : في الفضاءتالمتجھا
   متجھا في الفضاء في وضع قیاسي ، وكانتvإذا كان

1 2 3( , , )υ υ υنقطة نھایتھ ، فإننا نعبر عنھ بالثلاثي  
1المرتب 2 3( , , )υ υ υكما یعبر عن المتجھ الصفري ،  
   ، وعن متجھات الوحدة0 = )0 , 0 , 0( بالثلاثي

   0 , 1 , 0= ( j (,k ) =0 , 0 , 1( القیاسیة بالثلاثیات
, )0 , 0 , 1 = ( iویمكن التعبیر عن الصورة الإحداثیة ،   

 بالصورةi , j , k بدلالة متجھات الوحدةvللمتجھ
1 2 3 1 2 3( , , ) i j kυ υ υ υ υ υ= + +  
،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،  

  :تحقق من فھمك
  :عین موقع كل من المتجھین الآتیین في الفضاء ومثلھما بیانیا

A3) (3ــ4 , 2 , ــ = (u           B3 (k4 +j 3ــ iــ  =w       
  :الحل

  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  

،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،  
  :ملاحظة

  كما في المتجھات ذات البعدین نجد الصورة الإحداثیة
  لقطعة مستقیمة متجھة من

1 1 1( , , )A x y z2إلي 2 2( , , )B x y zوذلك ،  
  .ھایةإحداثیات نقطة البدایة من إحداثیات نقطة النبطرح

  2 1 2 1 2 1( , , )A B x x y y z z= − − −  

  

2 2 2
2 1 2 1 2 1( ) ( ) ( )AB x x y y z z= − + − + −  
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1وھذا یعني انھ إذا كان 2 3( , , )A B a a a=2 : ، فإن 2 2
1 2 3A B a a a= + +  

  

A باتجاهuویكون متجھ الوحدة Bھو
ABu
AB

=  

،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،  
  :تحقق من فھمك

Aأوجد الصورة الإحداثیة وطول Bالمعطاة نقطتا بدایتھ ونھایتھ ، ثم اوجد متجھ الوحدة 
Aباتجاه Bفي كل مما یأتي :  

A4 ( )2ــ1 , 4 , ــ (B,) 5ــ2 , ــ5 , ــ (A      
B4) (8 , 3 , 3( B,) 6 , 4 , 1ــ (A    

A4( 2 :الحل 1 2 1 2 1( , , ) (1, 9 , 3)A B x x y y z z= − − − =  

  

2 2 2
2 1 2 1 2 1( ) ( ) ( ) 1 81 9 91AB x x y y z z= − + − + − = + + =  

  

    
1 9 3 9 1 9 9 1 3 9 1, , , ,

9 1 9 1 9 19 1 9 1 9 1
A Bu
A B

= = =  

B4 (  2 1 2 1 2 1( , , ) (4 , 1, 2 )A B x x y y z z= − − − = −  

  
2 2 2

2 1 2 1 2 1( ) ( ) ( ) 16 1 4 21AB x x y y z z= − + − + − = + + =  

      
4 1 2 4 2 1 2 1 2 2 1, , , ,

2 1 2 1 2 12 1 2 1 2 1
A Bu
A B

− −
= = =  

،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،  
   :العملیات علي المتجھات في الفضاء

  

  مفھوم أساسي                  العملیات علي المتجھات في الفضاء      
1إذا كان 2 3 1 2 3( , , ). ( , , )b b b b a a a a=   : عددا حقیقیا فإنk متجھین في الفضاء ، وكان=

1                      جمع متجھین 1 2 2 3 3( , , )a b a b a b a b+ = + + +  

  

1                    طرح متجھین 1 2 2 3 3( , , )a b a b a b a b− = − − −  

  

1    ضرب متجھ في عدد حقیقي 2 3( , , )ka ka ka ka=  
،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،  
  :تحقق من فھمك

كلا مما یأتي للمتجھات
أوجد

   y )3 , ــ2 , 6(  ,w) ــ1 , 4 , ــ4 (, z) ــ2 , 0 , 5( 
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A5 (z8ــ w4                    B5 (w6ــ z3+ y3       
    w4 ــz8 = 4) ــ1 , 4 , ــ4(  ــ8) ــA5)                         (5 , 0 , 2 :الحل

  ) = ــ4 ,16 , ــ16 ) + (16 , 0 , ــ40 )= (12 ,16 , ــ56        (
B5) (43 )3 , ــ6 , 2 + (3) ــ2 , 0 , 5(  ــ6) ــ1 , 4 , ــ = w6ــ z3+ y3    
                        = )9 , ــ18 , 6+ ( ) ــ6 , 0 ,15 (+ )6 , ــ24 ,24 = ( )9 ,ــ42 ,45(    

،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،  
  :تدرب وحل المسائل

  :ثي الأبعاد في نظام الإحداثیات الثلاكل نقطة مما یأتيعین
  ) ــ5 , ــ4 , ــ2(  )3 )                  3 , 2 , 1(  )2                )1 , ــ2 , ــ4(  )1

  :الحل
  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

    

،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،  
  )  ــ16 ,12 , ــ13(  )6 )              2 , ــ2 , 3(  )5            ) ــ2 , ــ5 , 3(  )4

  :الحل
  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

    

،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،  
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نتصفھا مإحداثیاتأوجد طول القطعة المستقیمة المعطاة نقطتا نھایتھا وبدایتھا ، ثم أوجد
  :في كل مما یأتي

  ) ــ4 ,10 , 4 (, )1 , 0 , 9(  )7

 :الحل
2 2 2

2 1 2 1 2 1( ) ( ) ( )A B x x y y z z= − + − + −  

  

2 2 2(1 4) (0 10) (9 4) 25 100 25 150 5 6= + + − + − = + + = =  

  

                                    1 2 1 2 1 2( , , )
2 2 2

x x y y z zM + + +
  

  

                            
4 1 0 1 0 9 4 3 1 3( , , ) ( , 5 , )
2 2 2 2 2

− + + +
= = −  

،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،  
  ) ــ6 , 6 , 3 (,) ــ9 , ــ2 , ــ2(  )8

2 :الحل 2 2
2 1 2 1 2 1( ) ( ) ( )A B x x y y z z= − + − + −  

  

2 2 2( 9 6) ( 2 6) ( 2 3) 9 64 25 98 7 2= − + + − − + − − = + + = =  

  

                                       
1 2 1 2 1 2( , , )

2 2 2
x x y y z zM + + +

  

  

                        
6 9 2 6 2 3 1 5 1( , , ) ( , 2 , )

2 2 2 2 2
− − − + − += = −  

،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،  
   )8 , 3 , 4 (,) ــ4 , ــ7 , 5(  )9

2 :الحل 2 2
2 1 2 1 2 1( ) ( ) ( )A B x x y y z z= − + − + −  

  

2 2 2( 4 8) ( 7 3) (5 4) 144 100 1 245 7 5= − − + − − + − = + + = =  

  

                                  1 2 1 2 1 2( , , )
2 2 2

x x y y z zM + + +
  

  

                          
4 8 7 3 5 4 9( , , ) ( 2 , 2 , )

2 2 2 2
− + − + +

= = −  
،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،  
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  ) ــ7 , 2 , ــ5 (,) ــ2 , ــ5 , ــ8(  )10

2  :الحل 2 2
2 1 2 1 2 1( ) ( ) ( )A B x x y y z z= − + − + −  

  

2 2 2( 2 7) ( 5 2) ( 8 5) 25 49 9 83= − + + − − + − + = + + =  

  

                1 2 1 2 1 2( , , )
2 2 2

x x y y z zM + + +
  

  

                
2 7 5 2 8 5 9 3 1 3( , , ) ( , , )

2 2 2 2 2 2
− − − + − −= = − − −  

،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،  
  :جھات الآتیة في الفضاء ، ثم مثلھ بیانیاعین موقع كل من المت

              b) = ــ3 , ــ3 , ــa                             13(  )2 ) =0 , ــ4 , 4(  )12
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  

  

،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،  
d ) =4 , ــ2 , ــc                        15(  )3) =  ــ1 , 3 , ــ4(  )14
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  

  

،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،  
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16( k2ــ j 8 +i 6 = v                      17( k5 +i 10ــ =w            
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  

،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،  
18( k6 +j 6ــ i 7 = m                      19( k8ــ j 4ــ i= n       
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  

،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،  
Aأوجد الصورة الإحداثیة وطول B

uuuv
 المعطاة نقطتا بدایتھ ونھایتھ في كل مما یأتي ، ثم

Aاوجد متجھ الوحدة باتجاه B
uuuv

:  
  A) ــ5 , ــ5 , ــ9 (,B )11 , ــ3 , ــ1) (20

2 :الحل 1 2 1 2 1( , , ) (16, 2, 8)A B x x y y z z= − − − =  

  

  
2 2 2

2 1 2 1 2 1( ) ( ) ( ) 256 4 64 324 18AB x x y y z z= − + − + − = + + = =  

  

            
1 6 2 8 8 1 4, , , ,
1 8 1 8 1 8 9 9 9

A Bu
A B

= = =  

،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،    
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    A) ــ4 , 0 , ــ3 (,B ) ــ4 , ــ8 , 9) (21
2  :الحل 1 2 1 2 1( , , ) (0, 8,12 )A B x x y y z z= − − − = −  

  

  
2 2 2

2 1 2 1 2 1( ) ( ) ( ) 0 64 144 208 4 13AB x x y y z z= − + − + − = + + = =  

  

                
0 8 12 2 13 3 13, , 0, ,

13 134 13 4 13 4 13
A Bu
A B

= = =  

،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،    
    1 , 5 , 3( A (,B )0 , 0 , ــ9) (22

2 :الحل 1 2 1 2 1( , , ) ( 3, 5, 10)AB x x y y z z= − − − = − − −  

  

2 2 2
2 1 2 1 2 1( ) ( ) ( ) 9 25 100 134AB x x y y z z= − + − + − = + + =  

  

  
3 5 10 3 134 5 134 5 134, , , ,

134 134 67134 134 134
ABu
AB

− − −
= = = − − −  

،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،    
    A) ــ3 , ــ7 , ــ12 (,B) ــ7 , 1 , 8) (23

2  :الحل 1 2 1 2 1( , , ) ( 4, 8, 20)A B x x y y z z= − − − = −  

  
2 2 2

2 1 2 1 2 1( ) ( ) ( ) 16 64 400 480 4 30AB x x y y z z= − + − + − = + + = =  

  

            
4 8 20 30 30 30, , , ,

30 15 64 30 4 30 4 30
ABu
AB

−
= = = −  

،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،    
    A )2 , ــ4 , 5 (,B )1 , 3 , ـــ6) (24

2 :الحل 1 2 1 2 1( , , ) ( 1, 8, 10)A B x x y y z z= − − − = − −  

  

  
2 2 2

2 1 2 1 2 1( ) ( ) ( ) 1 64 100 165AB x x y y z z= − + − + − = + + =
  

  

      
1 8 10 165 8 165 2 165, , , ,

165 165 33165 165 165
ABu
AB

− −= = = − −     
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،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،    
    7 , 12, 8( A (,B )2 , ــ3 ,11) (25
2 :الحل 1 2 1 2 1( , , ) ( 6 , 1 5 , 4 )A B x x y y z z= − − − = − −  

  

2 2 2
2 1 2 1 2 1( ) ( ) ( ) 36 225 16 277AB x x y y z z= − + − + − = + + =  

  

6 15 4 6 277 15 277 4 277, , , ,
277 277 277277 277 277

ABu
AB

− −
= = = − −

  

،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،
    

    A )3 ,14 , ــ5 (,B )7 , ــ1 , 0) (26

2 :الحل 1 2 1 2 1( , , ) ( 4 , 15, 5)A B x x y y z z= − − − = −  

  

  
2 2 2

2 1 2 1 2 1( ) ( ) ( ) 16 225 25 266AB x x y y z z= − + − + − = + + =  

  

       
4 15 5 2 266 15 266 5 266, , , ,

133 266 266266 266 266
ABu
AB

−
= = = −     

،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،    
27) (29, 14, 21( B,) 131 , ــ18 , ــ(A      
2 :الحل 1 2 1 2 1( , , ) ( 2 0 , 3 2 , 4 2 )A B x x y y z z= − − − =  

2 2 2
2 1 2 1 2 1( ) ( ) ( ) 400 1024 1764 3188 2 797AB x x y y z z= − + − + − = + + = =

  

20 32 42 10 797 16 797 21 797, , , ,
797 797 7972 797 2 797 2 797

ABu
AB

= = = −  

،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،  
  : أوجد كلا مما یأتي للمتجھات

      a) =  ــ5 , ــ3 , 4 (,  b) = 6 , ــ2 , ــ7 (, c) = ــ2 , 2 , 4( 
28( c8+ b7ــ a6  
  a6 ــc8+ b7 =6)  ــ5 , ــ4 , 3(  ــ7)6 , ــ2 , ــ7 + (8)  ــ2 , 2 , 4 (:الحل

  ) =   ــ30 , ــ24 ,18) + ( ــ42 ,14 ,49) + ( ــ16 ,16 ,32        (
  ) = ــ88 , 6 ,99                                                                          (

،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،  
29( b5ــ a7  
  a7 ــb5 =7)  ــ5 , ــ4 , 3(  ــ5)6 , ــ2 , ــ7                                 (:الحل
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37

  ) = ــ 35 , ــ 28 , 21) + (  ــ 30 , 10 , 35) = (  ــ 65 , ــ 18 , 5 6  ( 
،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،  

30( c9 ــ b5 + a2  
  b5 + a2 ــ c9 = 2)  ــ 5 , ــ 4 , 3 + ( 5)6 , ــ 2 , ــ 7(  ــ 9)  ــ 2 , 2 , 4  ( :الحل 

  ) =   ــ 10 , ــ 8 , 6) + ( 30 , ــ 10 , ــ 35( +  ) 18 ,  ــ18 ,  ــ36(  
   ) =  38 , ــ 36 , ــ 65                   (                                          

،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،  
31( a4 ــ c4 + b6   

  c4 + b6 ــ a4=  6)6 , ــ 2 , ــ 7 + ( 4)  ــ 2 , 2 , 4(  ــ 4)  ــ 5 , ــ 4 , 3(  :الحل 
  ) =  36 , ــ 12 , ــ 42) + (  ــ 8 , 8 , 16 ) + ( 20 , 16 , ــ 12     ( 

  ) =    48 , 12 , ــ 38                                                               ( 
،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،  

32( c ــ b5 ــ a8  
  a8 ــ b5 ــ c=  8)  ــ 5 , ــ 4 , 3(  ــ 5)6 , ــ 2 , ــ 7( ــ )  ــ 2 , 2 , 4  ( :الحل 
  ) = ــ 40 ,ــ 32 , 24) + (  ــ30 , 10 , 35) + ( 2 , ــ 2 , ــ 4    ( 

  ) = ــ 68 ,ــ 24 , 55                                                          ( 
،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،  

33( c7 + b + a6ــ   
   ــc7 +b +a6=  ــ 6)  ــ 5 , ــ 4 , 3) + ( 6 , ــ 2 , ــ 7 + ( 7)  ــ 2 , 2 , 4 ( :الحل 

) =                                       30 , 24 , ــ 18) + ( 6 , ــ 2 , ــ 7) + (  ــ 14 , 14 , 28 ) = ( 22 , 36 , 3  ( 
،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،  

  :أوجد كلا مما یأتي للمتجھات 
 k 4 + j 2 + i 2  ــ =z , k 7 ــ j 2 ــ i 6 = y ,  k 3 + j 4 + i 9 ــ  =x                      

34( y6 + x7   
  y6 + x7 = 7) ــ i 6( 6) + k 3 + j 4 + i 9 ــ j 2 ــ k 7(    :الحل 
)      k 42 ــ j 12 ــi 36) + ( k 21+ j 28 + i 63 ــ = (  

  ) =ــ j 16 + i 27 ــ k 21) = ( ــ 27 , 16 , ــ 21         ( 
،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،  

35 (z3 + y5 ــ x3   
   :الحل 

)k 4 + j 2 +i 2(3) ــ + k 7 ــ j 2 ــ i 6(5 ــ )k 3+ j 4 +i 9 3) ــ =z3+y5 ــ x3  
)k 12 + j 6 + i 6ــ ) + (k 35 +j 10 + i 30ــ ) + (k 9 + j 12 +i 27 ــ = (  

  ) = ــ k 56 + j 28 + i 63) = ( ــ 63 , 28 , 56( 
،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،  

36 (z2 + y3 + x4   
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     :الحل 
)k 4 + j 2 +i 2(2) ــ + k 7 ــ j 2 ــ i 6(3) + k 3+ j 4 +i 94) ــ = z2+y3 +x4  
)k 8 + j 4  +i 4ــ ) + (k 21 ــ j 6 ــ i 18) + (k 12+ j 16 +i 36ــ = (  

  ) = ــ j 14 + i 22 ــ  k) = ( ــ 22 , 14 ,  ــ1( 
،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،  

37 (z5 + y2 ــ x8 ــ   
   :الحل 

)k 4 + j 2 +i 2(5) ــ+ k 7 ــj 2 ــi 6(2 ــ )k 3+ j 4 +i 9ــ 8)ــ  =z5+y2 ــx8ــ    
)k 20 + j 10 +i 10ــ ) + (k 14 +j 4 + i 12 ــ  ( +)k 24 ــ j 32 ــ i 72= (  

   ) =i 50 ــ k 10 + j 18 ) = (50 ,  ــ18 , 10( 
،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،  

38 (z9 ــ y6ــ   
   ــy6 ــ z9  =  ــi 6(6ــ j 2ــ k 7(ـ  ـ9) ــk 4 + j 2 +i 2( :الحل 

)k 36 ــ j 18ــ  i 18 (+) k 42+  j 12+ i 36 ــ = (  
  ) = ــ i 18 ــ k 6 + j 6) = ( ــ 18 ,  ــ6 , 6( 

،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،  
39 (z ــ y4 ــ x ــ   

    :الحل 
    )k 4 + j 2 +i 2(ــ )  ــk 7 ــj 2 ــi 6(4 ــ )k 3+ j 4 +i 9ــ ) ــ =z ــ y4 ــ xــ   

 ) k 4 ــ j 2ــ  i 2  (+) k 28+ j 8+  i 24ــ (+ ) k 3 ــ j 4 ــ i 9 = (  
    =  ــ k 21 + j 2 + i 13) =  ــ 13 , 2 , 21                                ( 

،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،  
  : في كل مما یأتي Pفأوجد النقطة ، / MP منتصف Nإذا كانت 

40 ) (2 , 1 , 7
2 (N , ) 5 , 4 , 3 ( M   

1 :الحل  2 1 2 1 2( , , )
2 2 2 2

M P x x y y z zN N+ + + +
= → =

  

  

                                    1 1 17 3 4 5( ,1, 2 ) ( , , )
2 2 2 2

x y z+ + +
=

  

  

                              
1

1 1
3 7 3 7 4

2 2
x x x+

= → + = → =
  

  

                             1
1 1

4 1 4 2 2
2

y y y+
= → + = → = −   
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1

1 1
5 2 5 4 1

2
z z z+

= → + = → = −  

  إ P ) 4, ــ 2 , ــ 1                                                     ( 
،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،  

  M)  ــ 1 , ــ 4 , ــ 9 ( , N)  ــ 2, 1 , ــ 5) ( 41

1 :الحل  2 1 2 1 2( , , )
2 2 2 2

M P x x y y z zN N+ + + +
= → =  

           1 1 11 4 9( 2 , 1 , 5 ) ( , , )
2 2 2

x y z− − −− − =  

             1
1 1

1 2 1 4 3
2

x x x−
= − → − = − → = −   

             1
1 1

4 1 4 2 6
2

y y y−
= → − = → =  

             1
1 1

9 5 9 1 0 1
2

z z z−
= − → − = − → = −  

         إ P)  ــ 3, 6 , ــ 1                                                         ( 
،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،      

42 ) (6 , 
1
   5 , 1 , 7 (M ( , N ) 5 , ــ 2

1  :الحل  2 1 2 1 2( , , )
2 2 2 2

M P x x y y z zN N+ + + +
= → =

  

  

              1 1 11 7 1 5( 5 , , 6 ) ( , , )
2 2 2 2

x y z+ + +
− =  

  

             1
1 1

7 5 7 1 0 3
2

x x x+
= → + = → =

  

  

             1
1 1

1 1 1 1 2
2 2

y y y+
= − → + = − → = −

  

  

            
1

1 1
5 6 5 1 2 7

2
z z z+

= → + = → =   
،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،  
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   :الضرب الداخلي في الفضاء
  

  مفھوم أساسي                            الضرب الداخلي والمتجھات المتعامدة  في الفضاء
1ین یعرف الضرب الداخلي للمتجھ 2 3 1 2 3( , , ), ( , , )a a a a b b b b=   : في الفضاء كالآتي =

1 1 2 2 3 3a b a b a b a b• = • + • +  متعامدین إذا وفقط إذا كانا b , a ، ویكون المتجھان •
0 = b • α   

،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،  
  41 صــ :تحقق من فھمك 

 في كل مما یأتي ، ثم حدد ما إذا كانا v , uاصل الضرب الداخلي للمتجھین أوجد ح
  :متعامدین أم لا 

A1 )  (5 , 7 , 5 = ( v , ) 4 , 5 3 , ــ = ( u               
B1 ) (2 1 , 3 , ــ = ( v , ) 3 4 , ــ 2 , ــ = (u    

A1   (1 :الحل  1 2 2 3 3u v a b a b a b• = • + • + •  

  

   v • u = 15 ــ 35 + 20 = 0 →لمتجھین متعامدان                   ا
  

B        1(   1 1 2 2 3 3u v a b a b a b• = • + • + •  

  

  v • u = 4 ــ 6 + 6 = 4 →               المتجھین غیر متعامدان   
،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،  

  41 صــ  :تحقق من فھمك
 ، إلي u=  ــ v ,  k + j 2 + i 4=  ــ k 3 + i 4أوجد قیاس الزاویة بین المتجھین ) 2

   .أقرب منزلة عشریة 

 :الحل 
( 4, 2,1) (4, 0, , 3) 16 0 3 13cos
( 4, 2,1) (4, 0, , 3) 16 4 1 16 9 5 21

u v
u v

θ
• − • − + + −

= = = =
− + + +   

  

                                              1 1 3c o s ( ) 1 2 4 6
5 2 1

θ − −
= ≈ •  

،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،  
   :الضرب الإتجاھي

  ھو نوع آخر من الضرب بین المتجھات في الفضاء ، وبخلاف 
   ھو b , αالضرب الداخلي ، فإن الضرب الإتجاھي لمتجھین 

   b cross α ویقرأ b × αمتجھ ولیس عددا ، ویرمز لھ بالرمز 
  دیا علي المستوي الذي یحوي  عموb × αویكون المتجھ 

  b , αالمتجھین 

 5 ــ 5  الضرب الداخلي والضرب الإتجاھي للمتجھات في الفضاء
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،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،  
  : الضرب الإتجاھي للمتجھات في الفضاء

  

  الضرب الإتجاھي للمتجھات في الفضاء مفھوم أساسي                        
1إذا كان  2 3 1 2 3,a a i a j a k b b i b j b k= + + = +  ، فإن الضرب الإتجاھي +

    :ھو المتجھ  b , αللمتجھین 
               2 3 3 2 1 3 3 1 1 2 2 1( ) ( ) ( )a b a b i a b a b j a b a b k− − − + − =b × α    

،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،  
  42 صــ :تحقق من فھمك 

 یعامد كلا من v× u في كل مما یأتي ، ثم بین أن v , uھین أوجد الضرب الإتجاھي للمتج
v , u :   
A3 )  (4 , 1 , 5 = ( v , ) 1 4 , 2 , ــ = (u               
B3 ) (4 , 1 , 5 = ( v , ) 3 ــ 2 , ــ 1 , ــ  = (u    

 )A3 :الحل 
2 1 4 1 4 2

4 2 1
1 4 5 4 5 1

5 1 4

i j k
u v i j k

 
− −      × = − = − +              

  

  ) = 1 + 8 (iــ ) 5+ 16( j  ) + 4 ــ 10( i 9  =k ــ j21  ــ k 6 ) = 9 , ــ 21 , ــ 6( 
   ) v× u (• u ) = 9 , ــ 21 , ــ 6( •) 4 , 2 , ــ 1 = ( 36 ــ 42 + 6 = 0                  

   )v× u (• v=  ) 9 , ــ 21 , ــ 6 ( • ) 5 , 1 , 4 = ( 45 ــ 21 ــ 24 = 0                 
    v , u یعامد كلا من v× uلتین یساوي صفر فإن بما أن حاصل الضرب الداخلي في الحا

B3( 
1 3 2 3 2 1

2 1 3
1 4 5 4 5 1

5 1 4

i j k
u v i j k

 
− − − − − −      × = − − − = − +              

  

  ) =  ــ3 +4 (iــ )  ــ15 + 8(j ) +  ــ5+ 2( k = ــ i ــ k 3  + j7 ) =  ــ1 ,ــ  7 , 3( 
    )v× u (• u= )  ــ 1 , ــ 7 , 3 ( • )  ــ 2 , ــ 1 , ــ 3(  = 2 + 7  ــ9 = 0               

   )v× u (• v= )  ــ 1 , ــ 7 , 3(  • ) 5 , 1 , 4 = (  ــ5 ــ 7 + 12 = 0                   
    v , u یعامد كلا من v× uبما أن حاصل الضرب الداخلي في الحالتین یساوي صفر فإن 

،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،  
  : ملاحظة 

 عن مساحة سطح v×u للضرب الإتجاھي تطبیقات ھندسیة عدیدة ، فمثلا یعبر المقدار 
   . ضلعان متجاوران v , uمتوازي الأضلاع الذي فیھ 

،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،  
  43 صــ :تحقق من فھمك 

  :حة سطح متوازي الأضلاع الذي فیھ  أوجد مسا)4
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k+   j3+  i 4 = v ,  k3 + j 2 ــ i 6 ــ  =u ضلعان متجاوران   

 :الحل 
2 3 6 3 6 2

6 2 3
3 1 4 1 4 3

4 3 1

i j k
u v i j k

 
− − − −      × = − − = − +              

  

k         10 ــ  j18 + i 11 ــ =k ) 8  +18ــ   + ( j)12 ــ6 ــ   ( ــi) 9 ــ2 ــ  = (  
  ) = ــ 11 , 18 , ــ 10        (                                           

       1 2 1 3 2 4 1 0 0 5 4 5 2 3 3 5u v× = + + = ≈ •  
   وحدة مربعة تقریبا23 • 35=   أي أن مساحة سطح متوازي الأضلاع 

،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،  
  ویات مختلفة إذا التقت ثلاثة متجھات في مست: ملاحظة 

  في نقطة البدایة ، فإنھا تكون أحرفا متجاورة لمتوازي
   سطوح ، وھو عبارة عن مجسم متعدد الأوجھ ، كل وجھ 

  منھا علي شكل متوازي أضلاع وأن القیمة المطلقة 
   یمثل حجم المتجھات ثیات لھذهللضرب القیاسي للثلا

   .متوازي السطوح 
،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،  

   :الضرب القیاسي للثلاثیات
  

   الضرب القیاسي للثلاثیات     فھوم أساسي                  م

1إذا كان  2 3 1 2 3 1 2 3, ,t t i t j t k u u i u j u k v v i v j v k= + + = + + = + +  

: فإن الضرب القیاسي للثلاثیات یعرف كالآتي 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

( )
t t t

t u v u u u
v v v

 
 • × =  
  

  

،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،  
  43 صــ :تحقق من فھمك 

 u=  ــ i 6 ــ k  + j3 + i 4 = v ,  k3 + j 2 الذي فیھأوجد حجم متوازي السطوح ) 5
 ،k5 ــ j2 = t   

 :الحل 
0 2 5

2 3 6 3 6 2
( ) 6 2 3 0 2 5

3 1 4 1 4 3
4 3 1

t u v
− 

− − − −      • × = − − = − −              
  

   0)  ــ 2 ــ 9(  ــ 2)  ــ 6ــ 12( ــ 5)  ــ 18 + 8 (  =36 +50 = 86         
   وحدة مكعبة 86=        أي أن حجم متوازي السطوح 

،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،  

 

PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com

http://www.pdffactory.com
http://www.pdffactory.com


 2ث ــ ف3 الروقي ــ    يبندر ترك: جمال السید سلیمان ــ ثانویة ساجر ــ المشرف التربوي 
  

43

  39 صـــ :تدرب وحل المسائل 
 في كل مما یأتي ، ثم حدد ما إذا كانا v , uأوجد حاصل الضرب الداخلي للمتجھین 

  :متعامدین أم لا 
   u ) = 3 , ــ 6 , 9 ( , v) =  ــ8 , 2 , 7)  ( 1

1 :الحل  1 2 2 3 3u v a b a b a b• = • + • + •  

  

   v • u=  ــ 24 ــ 18 + 42 = 0 →                المتجھین متعامدان   

،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،            
    u) = 5 , 0 , ــ 4 ( , v ) = 6 , ــ 1 , 4) ( 2

1 :الحل  1 2 2 3 3u v a b a b a b• = • + • + •  

  

   v • u = 30 + 0 ــ 16 = 14 →                المتجھین غیر متعامدان   

،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،            ،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،
   u) =  ــ 7 , ــ 1 , 3 ( , v) =  ــ 4 , 5 , ــ 13)  ( 3

1 :الحل  1 2 2 3 3u v a b a b a b• = • + • + •  

  

   v • u = 28 ــ 15 ــ 13 = 0 →                المتجھین متعامدان   

،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،            ،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،
    u) = 11 ,  4 , ــ 2 ( , v) =  ــ 1 , 3 , 8) ( 4

1 :الحل  1 2 2 3 3u v a b a b a b• = • + • + •  

  

   v • u=  ــ 11 + 12 ــ 16=  ــ 15 →                المتجھین غیر متعامدان   

،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،            ،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،
5 (k  6 +  j2 ــ i 3 = v ,   k5 ــ j 2 ــ i 6 = u  

1 :الحل  1 2 2 3 3u v a b a b a b• = • + • + •  

  

   v • u = 18 + 4 ــ 30=  ــ 8 →                المتجھین غیر متعامدان   

،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،            ،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،
6 (k  3  ــ  j4 + i 6 = v ,  k6 + j 9 ــ i 9 = u  

1 :الحل  1 2 2 3 3u v a b a b a b• = • + • + •  

  

   v • u = 54 ــ 36 ــ 18 = 0 →                المتجھین متعامدان   

،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،            ،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،
وقرب الناتج إلي أقرب جزء ،  في كل مما یأتي v ,  uأوجد قیاس الزاویة بین المتجھین 

  .من عشرة  
   u ) = 6 , ــ 1 , 5 ( , v) =  ــ8 , ــ 9 , 5)  ( 8

  :الحل 
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(6, 5,1) ( 8, 9,5) 48 45 5 2cos
(6, 5,1) ( 8, 9,5) 36 25 1 64 81 25 12 85

u v
u v

θ
• − • − − − + +

= = = =
− − − + + + +    

  

                
1 1c o s ( ) 8 8 9 6

6 8 5
θ −= ≈ •  

            ،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،
   u) =  ــ 12 , 1 , 8 ( , v) =  ــ 6 , 4 , 2)  ( 9

 :الحل 
( 8,1,12) ( 6,4,2) 48 4 24 76cos
( 8,1,12) ( 6,4,2) 64 1 144 36 16 4 11704

u v
u v

θ
• − • − + +

= = = =
− − + + + +  

  

                            
1 7 6c o s ( ) 4 5 4

1 1 7 0 4
θ −= ≈ •  

            ،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،
   u) = 10 , 0 , ــ 8 ( , v ) = 3 , ــ 1 , ــ 12)  ( 10

   :الحل 
(10,0, 8) (3, 1, 12) 30 96 126cos
(10,0, 8) (3, 1, 12) 100 64 9 1 144 25256

u v
u v

θ
• − • − − +

= = = =
− − − + + +

  
  

                        
1 1 2 6c o s ( ) 3 7 5

2 5 2 5 6
θ −= ≈ •  

            ،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،
11(  k  10  ــ  j3 + i 4 = v ,  k9+ j 2 + i 3ــ  = u  

 :الحل 
( 3,2,9) (4,3, 10) 12 6 90 96cos
( 3,2,9) (4,3, 10) 9 4 81 16 9 100 5 470

u v
u v

θ
• − • − − + − −

= = = =
− − + + + +  

  

                        
1 9 6c o s ( ) 1 5 2 3

5 4 7 0
θ − −

= ≈ •  

،،،،،،،،،،،            ،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،
 یعامد كلا من v× u في كل مما یأتي ، ثم بین أن v , uأوجد الضرب الإتجاھي للمتجھین 

v , u :   
   u) =  ــ 5 , 3 , 1 ( , v ) = 2 , ــ 6 , ــ 3) ( 12

 :الحل 
3 5 1 5 1 3

1 3 5
6 3 2 3 2 6

2 6 3

i j k
u v i j k

 
− −      × = − = − +       − − − −     − −  
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 )0 , 7 , 21 = (  j7 + i 21 = k )6 6  ــ  + ( j)10 3 ــ ( ــi) 30 +9ــ = (  
   ) v× u (• u ) = 21 , 7 , 0 ( •)  ــ 1 , 3 , 5(  =  ــ21 + 21 + 0 = 0               

   )v× u (• v ) = 21 ,7 , 0 ( • ) 2 , ــ 6 , ــ 3(  = 42 ــ 42 + 0 = 0                 
    v , u یعامد كلا من v× uما أن حاصل الضرب الداخلي في الحالتین یساوي صفر فإن ب

            ،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،
     u ) = 4 , 7 , ــ  2 ( , v) =  ــ 5 , 9 , 1(  )13

 :الحل 
7 2 4 2 4 7

4 7 2
9 1 5 1 5 9

5 9 1

i j k
u v i j k

 
− −      × = − = − +       − −     −  

  

) 71 , 6 , 25 = (k 71  +j6 + i 25 = k )35 + 36 + ( j)10 4 ــ ( ــi) 18 +7 = (  
   ) v× u (• u)= 25 , 6 , 71 (• ) 4 , 7 , ــ  2 = ( 100 + 42 ــ 142 = 0             
   )v× u (• v)= 25 , 6 , 71 (•)  ــ 5 , 9 , 1= (  ــ 125 + 54 + 71 = 0             

    v , u یعامد كلا من v× uن حاصل الضرب الداخلي في الحالتین یساوي صفر فإن بما أ
            ،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،

   u ) = 3 , ــ 2 , 6 (, v ) = 1 , 5 , ــ 8) ( 14

 :الحل 
6 2 3 2 3 6

3 6 2
5 8 1 8 1 5

1 5 8

i j k
u v i j k

 
− −      × = − = − +       − −     −  

  

)21 , 26 , 38= (k 21 +j6 + i 38= k )6 + 15 + ( j)2 ــ24 ــ  ( ــi) 10 48ــ = (  
   ) v× u (• u= ) 38 , 26 , 21( • ) 3 , ــ 6 , 2( = 114 ــ 156 + 42 = 0           
   )v× u (• v= ) 38 , 26 , 21( • ) 1 , 5 , ــ 8(  = 38+ 130 ــ 168 = 0           

    v , u یعامد كلا من v× uب الداخلي في الحالتین یساوي صفر فإن بما أن حاصل الضر
            ،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،

15 (k  6  ــ  j +i 7 = v ,  k5+  j 2 ــ i 2 ــ  =u  

 :الحل 
2 5 2 5 2 2

2 2 5
1 6 7 6 7 1

7 1 6

i j k
u v i j k

 
− − − −      × = − − = − +       − −     −  

  

)12 , 23 , 7= (k 12 + j23 + i 7= k )14 + 2ــ  + ( j)35 12 ــ ( ــi) 512  ــ = (  
   ) v× u (• u=  )7 , 23 , 12( • )  ــ2 ,  ــ2 ,  5 = (  ــ14 ــ 46 + 60 = 0            

   )v× u (• v=  )7 , 23 , 12( • ) 7 , 1 ,  ــ6 = ( 49 + 23 ــ 72 = 0                  
    v , u یعامد كلا من v× uالضرب الداخلي في الحالتین یساوي صفر فإن بما أن حاصل 

            ،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،
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  : ضلعان متجاوران في كل مما یأتي v , uأوجد مساحة سطح متوازي الأضلاع الذي فیھ 
   u) =  ــ 2  , 1 , 9 ( , v ) = 6 ,ـ  ـ5 , 3) ( 16

 :الحل  
1 2 9 2 9 1

9 1 2
5 3 6 3 6 5

6 5 3

i j k
u v i j k

 
− −      × = − = − +       − −     −  

  

)39 , 39 , 13(=k 39 + j39 + i 13= k )6 45 ــ( + j)12 ــ27 ــ( ــ i) 10+ 3 = (  
    1 6 9 1 5 2 1 1 5 2 1 3 2 1 1 1 3 1 9 5 6 7u v× = + + = = ≈ •     

   وحدة مربعة تقریبا56 • 7=   أي أن مساحة سطح متوازي الأضلاع 
،،،،،،،،،،             ،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،

     u ) = 4 , 3 , ــ  1 ( , v ) = 7 , 2 , ــ 2) ( 17

 :الحل 
3 1 4 1 4 3

4 3 1
2 2 7 2 7 2

7 2 2

i j k
u v i j k

 
− −      × = − = − +       − −     −  

  

  ) = ـ ـ2 + 6 (iــ )  ــ7 + 8(j + )8 ــ 21( k = ــj + i 4 ــ k 13) = ــ4 , 1 , ــ13(
                          1 6 1 1 6 9 1 8 6 1 3 6u v× = + + = ≈ •  

   وحدة مربعة تقریبا13 • 6=      أي أن مساحة سطح متوازي الأضلاع 
            ،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،

18 (k  8  ــ  j4 ــ i 5 = v ,  k5+  j 2 ــ i 6 = u  

 :الحل 
2 5 6 5 6 2

6 2 5
4 8 5 8 5 4

5 4 8

i j k
u v i j k

 
− −      × = − = − +       − − − −     − −  

  

k         14ــ   j73 +  i 36= k )10 + 24ــ  + ( j)25 ــ 48 ــ  ( ــi) 20 + 16 = (  
  ) =36 , 73 ,ــ 14                                    (

                     1296 5329 196 6821 82 6u v× = + + = ≈ •  
   وحدة مربعة تقریبا82 • 6= توازي الأضلاع أي أن مساحة سطح م

            ،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،
19( k 7  ــ  j3 +i 2 ــ  =v ,  k8ــ   j 4 + i = u  

 :الحل 
4 8 1 8 1 4

1 4 8
3 7 2 7 2 3

2 3 7

i j k
u v i j k

 
− −      × = − = − +       − − − −     − −  

  

  ) =  ــ24+28(iــ )  ــ7 ــ 8+ 3( + )16( k= ــ i 4ــ  k11+j23) =  ــ4 , ــ 23 , 11(
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        16 529 121 666 3 74 25 8u v× = + + = = ≈ •     
   وحدة مربعة تقریبا25 • 8= أي أن مساحة سطح متوازي الأضلاع 

            ،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،
  : أحرف متجاورة في كل مما یأتي v ,  u ، t  الذي فیھجم متوازي السطوح أوجد ح

  t) =  ــ 1 , ــ 2 , 9 (,  u) = 4 ,  ــ7 , ــ 5 ( , v ) = 3 , ــ 2 , 6) ( 20

 :الحل 

1 9 2
7 5 4 5 4 7

( ) 4 7 5 1 9 2
2 6 3 6 3 2

3 2 6
t u v

− − 
− − − −      • × = − − = − + +       − −     −  

  

  =  ــ1)  ــ 42 ــ 10 ( + 9 ) 24  +15(+  2)  ــ 8 + 21 = ( 52 +351 + 26 = 429
   وحدة مكعبة 429=        أي أن حجم متوازي السطوح 

            ،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،
  t ) = 2 , ــ 3 , ــ 1 (,  u) = 4 ,  ــ3 , 6 ( , v ) =  ــ9 , 5 ,  ــ4) ( 21

 :الحل 

2 3 1
6 3 4 3 4 6

( ) 4 6 3 2 3 1
5 4 9 4 9 5

9 5 4
t u v

− − 
− −      • × = − = + −       − − − −     − −  

  

   =2 ) 24 ــ 15 + ( 3)  ــ 16 + 27( ــ 1 ) 20 ــ 54 = ( 18 + 33 + 34 = 85  
   وحدة مكعبة 85=        أي أن حجم متوازي السطوح 

            ،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،
22( k 8 +  j6 ــ i 2 = v ,  k7+   j 2 + i 3 ــ  =u ,  k4ــ   j +  i = t  

 :الحل 

1 1 4
2 7 3 7 3 2

( ) 3 2 7 1 1 4
6 8 2 8 2 6

2 6 8
t u v

− 
− −      • × = − = − −       − −     −  

  

   =1 ) 16 + 42(  ــ 1)  ــ 24ــ 14( ــ 4 ) 18 ــ 4 = (58 + 38 ــ 56 = 40  
   وحدة مكعبة 40=        أي أن حجم متوازي السطوح 

،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،            ،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،
23( k 4  +  j  ــi 8 = v ,  k7 + j 5 ــ i 3 =u ,  k6 + j 2 ــ i5 = t  

 :الحل 

5 2 6
5 7 3 7 3 5

( ) 3 5 7 5 2 6
1 4 8 4 8 1

8 1 4
t u v

− 
− −      • × = − = + +       − −     −  

  

  = 5 )  ــ20 + 7 + ( 2 ) 12 ــ 56  (+ 6)  ــ3 + 40 = (  ــ65 ــ 88 + 222 = 69  
   وحدة مكعبة69= ح م متوازي السطو       أي أن حج

            ،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،
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  :أوجد متجھا یعامد المتجھ المعطي في كل مما یأتي 
   )3 , ــ 8 , 4) ( 24

1المتجھان متعامدان فإن  :الحل  1 2 2 3 3 0u v a b a b a b• = • + • + • =  
1b ، 3 = 2b → 1 = 4ع          بوض 2 33 8 4 0b b b− + =  

           3 = 3b → 12 = 3b4  → 0 = 3b4 + 24 12  ــ   
   )4 , 3 , 3( و           إذن المتجھ العمودي ھ

،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،  
  )ــ 1 , ــ 2 , 5) ( 25

1المتجھان متعامدان فإن  :الحل  1 2 2 3 3 0u v a b a b a b• = • + • + • =  
1b  ، 5 = 2b → 1 = 5         بوضع  2 32 5 0b b b− − + =  

           3 = 3b → 15 = 3b5  → 0 = 3b5 + 10 ــ5  ــ   
   )5 , 5 , 3(           إذن المتجھ العمودي ھو 

،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،  
  : في كل مما یأتي u فأوجد v • uإذا علم كل من 

 v ) = 2 , ــ 4 , ــ 6 ( , v=  ــ 22) 28
1 :الحل  1 2 2 3 3 1 2 322 2 4 6u v a b a b a b b b b• = • + • + • → − = − −  

 3 = 3b → 13 = 3b6  →3b6 1 = 2 بوضع → ــ 22=  4  ــ 8 ــb،  2  =2b  
 u) = 2 , 2 , 3 ( :           إذن المتجھ 

،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،  
30 (35 = v , ) 5 ــ2 ,ـ  ـ6 , ــ  = ( v 

1 :الحل  1 2 2 3 3 1 2 335 2 6 5u v a b a b a b b b b• = • + • + • → = − − −  
  1b ، 1 = 2b = 2 بوضع → 35=   ــ4  ــ 6 ــ 3b5  →3b5= ــ 3b → 45= ــ 9

 u) = 2 , 1 , ــ 9 ( :إذن المتجھ            
،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،  

  :حدد ماإذا كان كل متجھین مما یأتي متوازیین أولا 
   m ) = 2 , ــ 6  , 10 ( , n ) = 3 , ــ 15 , 9) ( 33

  طتوافر الشرلابد من  لكي یكون المتجھین متوازیین :الحل 
1 2 3

1 2 3

a a a
b b b

= =  

  
1 2 3

1 2 3

2 1 0 2 6 2, ,
3 1 5 3 9 3

a a a
b b b

−
= = = = = −

−  

                  المتجھین متوازیین
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،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،  
   a ) = 6 , 3 , ــ  7 ( , b) =  ــ 4 , ــ 2 , 3) ( 34

  طلكي یكون المتجھین متوازیین لابد من توافر الشر :حل ال
1 2 3

1 2 3

a a a
b b b

= =  

 
1 2 3

1 2 3

6 3 3 3 7 7, ,
4 2 2 2 3 3

a a a
b b b

−
= = − = = − = = −

− −  

              المتجھین غیر متوازیین
،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،  

   :دلیل الدراسة والمراجعة
                        

  : مقدمة في المتجھات                           
  

  :حدد الكمیات المتجھة ، والكمیات القیاسیة في كل مما یأتي 
   . باتجاه الشرق h / mi50تسیر سیارة بسرعة ) 10
   . ft20شجرة طولھا ) 11

،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،  
أوجد محصلة كل زوج من المتجھات الآتیة باستعمال قاعدة المثلث ، أو قاعدة متوازي 

الأضلاع ، قرب المحصلة لأقرب جزء من عشرة من السنتیمتر ، ثم حدد اتجاھھا بالنسبة 
 .للأفقي مستعملا المسطرة والمنقلة 
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  :صلة لناتج جمع المتجھین  واتجاھھا في كل مما یأتي أوجد طول المح
16 (m70 باتجاه الغرب ، ثم m150 باتجاه الشرق .   
17 (N8 ، للخلف ن N12للخلف   

،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،  
   :وي ألإحداثيالمتجھات في المست                          

  
A الإحداثیة وطول ةأوجد الصور B

uuuv
   المعطاة نقطتا بدایتھ ونھایتھ في كل مما یأتي

18 ) (4 , 5 ( B , ) 3 , 1 ــ (A  
  A)7 , ــ 2 (, B)  ــ 9 , 6) ( 19
20 ) (1 , 6 ( B , ) 4 ــ 8 , ــ (A  
  A )2 , ــ 10 ( , B ) 3 , ــ 5) ( 21

،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،  
  : ، فأوجد كلا مما یأتي 0 , 4( p ( , q)ــ  2 , ــ 3 ( , t)  ــ 4 , 2( إذا كان 

22 (p ــ q2           23 (t2 + p             24 (q + p3 ــ t       25 (q3 ــ t + p2        
،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،  

  : في كل مما یأتي v باتجاه uأوجد متجھ وحدة 
     v ) = 3 , ــ v                                   27(  )3) =  ــ 7 , 2(  )26
  v                                 26(  )3 , 9 = ( v) =  ــ 5 , ــ 8(  )26

،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،  
   :الضرب الداخلي                           

  
 في كل مما یأتي ، ثم تحقق مما یأتي إذا كانا v , uأوجد الضرب الداخلي للمتجھین 

  :متعامدین أو لا 
30 ) (1 , 2 = ( v , ) 5 , 3 ــ  = (u  
31) (7 , 5 = ( v ,) 4 , 4= (u   
32 ) (2 , 8 = ( v , ) 4 , 1 ــ (  =u  
33 ) (3 , 1  = ( v , ) 3 , 2 ــ (  =u  

،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،  
   في كل مما یأتيv , u  بین المتجھینθأوجد قیاس الزاویة 

  u ) = 5 , ــ 1 ( , v) =  ــ 2 , 3) ( 30
31) (2 , 4 = ( v ,) 8 , 1 ــ = (u   

،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،  
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   :المتجھات في الفضاء الثلاثي الأبعاد                           
  
  :ن كل نقطة من النقاط الآتیة في الفضاء الثلاثي الأبعاد عی
   )1 , 2 , ــ  4) ( 36
37 ) (3  , 5 , 3(   
   )5 ,  ــ3 , ــ  2) ( 38
   ) ــ2 ,  ــ3 , ــ  2) ( 39

،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،  
ستقیمة المعطاة نقطتا طرفیھا في كل مما یأتي ، ثم أوجد إحداثیات أوجد طول القطعة الم

  :نقطة منتصفھا 
  )  ــ 4 , 10 ,  4 ( , ) 2 , 0 , 8) ( 40
  ) ــ 5 , 6 ,  4 ( ,)  ــ 9 , ــ 2 , ــ 2) ( 41
   )3 , 2 ,  0 ( ,)  ــ 9 , ــ 10 , 4) ( 42
   )8 , 3 ,  2 ( ,)  ــ 4 , ــ 6 , 6) ( 43

،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،  
  :مثل بیانیا كلا من المتجھات الآتیة في الفضاء 

  b=  ــ a                               45( k2 + j 3 + i3) =0 ,  ــ3 , 4) ( 44
46( k5 + j 3 ــ i2 ــ  =c                           47 ) (3  ــ  4 , ــ  5 , ــ  = (d 

،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،  
   :الضرب الداخلي والضرب الإتجاھي للمتجھات في الفضاء                       

  
حدد ما إذا كانا  في كل مما یأتي ، ثم v , uأوجد حاصل الضرب الداخلي للمتجھین 

  :متعامدین أم لا 
   2 , 5 , 2 = ( u ( , v ) = 8 , 2 , ــ 13)  ( 48
   u ) = 5 , 0 , ــ 6 ( , v) =  ــ6 , 1 , 3)  ( 49

،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،  
 یعامد كلا من v× uكل مما یأتي ، ثم بین أن  في v , uأوجد الضرب الإتجاھي للمتجھین 

v , u :   
   u) = 1 , ــ 3 , ــ 2 ( , v ) = 2 , 4 , ــ 3) ( 50
   u ) = 4 , 1 , ــ 2 ( , v ) = 5 , ــ 4 , ــ 1) ( 51

،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،  
  

 5 ـــ 4

 5 ـــ 5

PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com

http://www.pdffactory.com
http://www.pdffactory.com

