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 :  ةالنهاي مفهوم  

 aمن   xكلما اقتربت   Lتقترب من    f ( x ) إذا كانت aمن  xعندما تقترب   f  لدالةنهاية ل  Lحقيقيال عددالنقول ان   

42مثلاً                           وتكتب ax ;جهتين اليسرى واليمنى  من ال   x        لماذا يا هذا ؟ 

  أن الدالة غير معرفة عند تلك النقطةمن رغم بالعند نقطة  نهاية الدالة موجودةقد تكون  . 

 الترميزax  للإشارة إلى أنx  تقترب منa  حيث من جهة اليسار ( ax  ) 

 الترميزوax  للإشارة إلى أنx  تقترب منa حيث  مينمن جهة الي ( ax  ) 

)(نسمي xf
 ax

limنهاية يسرى للدالة  f   و)( xf
ax

limى للدالةمني نهاية  f  ) وكلاهما نهايات أحادية الطرف ( 

          f ( x ) = L نر أوتذك  
ax

lim f ( x) =
ax

lim  f ( x ) = L    
ax

lim


    

                        إذا كانتf ( x )   
ax

lim f ( x)  ≠
ax

lim  فإن     f ( x ) 
ax

lim


  غير موجودة 

xxfإذا كانت               5)( قد رالنهايةf ( x ) lim
x 2

  ً  بيانياً ثم عزز إجابتك عدديا

 جدول القيم   خدامنرسم بيان الدالة باست           
 

)(يبُين التمثيل البياني لمنحنى الدالة               xf 
)(فإن قيم  (من الجهتين) 2من العدد  x ت باقتركلما                xf  3تقترب من العدد  
35وبالتالي يمكننا تقدير                )( x 

)(جدول لقيم  نكون التعزيز عددياً :       xf لـ قيم باختيار وذلكx   من كلا الجهتين 2العدد من جداً قريبة 
 x يبين الجدول أنه كلما اقتربت       

 من اليمين أو اليسار 2من العدد      

)(فإن قيم      xf 3تقترب من العدد 

إذا كانت             
2

42






x

x
xf f ( x ) limقد رالنهاية)(

x 2
  ً  بيانياً ثم عزز إجابتك عدديا

 نرسم بيان الدالة باستخدام جدول القيم          

)(يبُين التمثيل البياني لمنحنى الدالة            xf 
)(يم فإن ق (من الجهتين) 2من العدد  x ت باقتركلما             xf  3تقترب من العدد  
)(4وبالتالي يمكننا تقدير            xflim

x 2
2) لاحظ أن    xxf  لماذا يا ...( 2xمعوجود فجوة عند  )(

)(نكون جدول لقيم  التعزيز عددياً :      xf لـ قيم باختيار وذلكx   من كلا الجهتين 2من العدد جداً قريبة 
 x يبين الجدول أنه كلما اقتربت       

 من اليمين أو اليسار 2من العدد      

)(فإن قيم      xf 4تقترب من العدد 
      

5 2 0 x 
0 3 5 f ( x ) 

 

L)x(f lim
ax

lim
x 2

 1  مثال

2.1 2.01 2.001 2 1.999 1.99 1.9 x 

2.9 2.99 2.999  3.001 3.01 3.1 f ( x ) 

 

 x اليمين من 2من  تقترب                   x اليسار من 2من  تقترب 

 

3 2 0 x 
5 4 2 f ( x ) 

 

2.1 2.01 2.001 2 1.999 1.99 1.9 x 

4.1 4.01 4.001  3.999 3.99 3.9 f ( x ) 

 

 x اليمين من 2من  تقترب                   x اليسار من 2من  تقترب 

 

 2  مثال

a x

ax

lim
x 2
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   : إيجـــاد نهاية دالة بيانيــاً  
  : قدّر النهاية إن وُجـــدت ، في كل دالة مما يلي            

 


 
f
 
(1 ) = . . . . . . . . . . . . . . . .  .           

 
f
 
(4 ) = . . . . . . . . . . . . . . ..   

  lim
x 0

 f
 
( x ) =. . . . . .. . . . . . . . .  .              lim

x 3
 f

 
( x ) =. . . . . . . . . . . . . . . .   

 lim
x


1

 f
 
( x ) =. . . . . . . . . . . . . . . . . .  lim

x


1
 f

 
( x ) = . . . . . . . . . . . .  . . . . 

 lim
x 1

 f
 
( x ) = . . . . . . . . . . . . . . . .       lim

x 3
 f

 
( x ) . . . . . . . . . . . . . . . . .   

 

                                                                           إذا كانت f
 
( x ) lim

cx
  . . . . . . . . . . . . هي c  قيم فإن غير موجودة

 

 
  
f
 
(-1 ) = . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. .     

 
f
 
( 2 ) = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ..  . .    

 
lim
x 2 f

 
(x ) = . . . . . .. . . . . . . . . . . . .      lim

x 0
  f

 
( x ) =. . . . . . . . . . . . . . . .                                                                                                       

 lim
x


 1

 f
 
( x ) =. . . . . . . . . . . . .  . . . . 

 lim
x


 1

 f
 
( x ) = . . . . . . . . . . . .  . . . . 

 lim
x 1

 f
 
( x ) = . . . . . . . . . . . . . . . .     lim

x 2
 f

 
( x ) = . . . . . . . . . . . . . . . . . 

                                                                مجموعة قيمc التي عندها f
 
( x ) =3 3



)x(flim
cx

  . . . . . . . . . . . . . . . هي

 

         


  
f
 
(-2 )   = . . . . . . . . . . . . . . . . .     

  
f
 
( 1 ) = . . . . . . . . . . . . . . . . .                                                                                                                           

   lim
x 2

  f
 
( x ) =. . . . . . . . . . . . . . . .   lim

x 2
 f

 
( x ) =. . . . . . . . . . . . . . . . 

 lim
x 1

 f
 
( x ) = . . . . . . . . . . . .  . .        lim

x 0
 f

 
( x ) = . . . . . . . . . . . . . . . 

  lim
x 1

 
)x(f

x1
 = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 

  

 lim
x 2

( f
 
( x ) - x ) = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  . 

 

 

)( xf

Q 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

A -2 4 -1 3 -2 1 م غ  2 1 

 

Q 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

A 2 3 1 3 4 2 م غ  0  -1  

 

)( xf

Q 1 2 3 4 5 6 7 8 

A 4 2 4 0 م غ  0 2 6  

 

 

)( xf

mailto:Amz.math@hotmail.com
mailto:Amz.math@hotmail.com


 
 

 
 

Amz.math@hotmail.com                                                                       86 

 
1 

 حساب النهايات عند نقطة

  لأي ثابتc  وأي عـدد حقيقيa  يكون:   c   c = lim
ax

lim = 5   5         مثال :،           
x 3

    

  لأي عـدد حقيقيa يكون :  a   x = lim
ax

x = -1 lim          مثال :                          ،   
x 1

        

 : اياتـــخواص النه  
kc إذا كانت   xflim)(  ، ح موجبيعـدد صح nأعـداد حقيقية و  ,

cx
 ,)(xglim

cx
   : نن فإاموجودت 

    lim
cx
 ( f   

( x )    g  
( x ) ) = lim

cx
 f ( x )   lim

cx
 g ( x )  

   lim
cx
 k × f ( x )  =  k × lim

cx
 f ( x )                 

   lim
cx
 ( f   

( x )  ×  g  
( x ) ) = lim

cx
 f ( x )  × lim

cx
 g ( x )  

   lim
cx
 

)(

)(

xg

xf
 =

)x(glim

)x(flim

cx

cx




        ;   ) lim

cx
 g ( x ) ≠ 0  ) 

   lim
cx
 

n)]x(f[  =  [ lim
cx
 

n)]x(f    ,                         lim
cx

nn cx      

      lim
cx
 )x(fn

 =  
n

lim
cx
 )x(f                   ( lim

cx
 0)x(f زوجي      مادـنع نلكو )  ,   

     لأي كثيرة حدود)x(p  وأي عـدد حقيقيc يكون   : )c(p)x(p lim
cx

 

   : ملحوظة 

 بصورة عامة يتم إيجاد النهاية باستخدام الخواص السابقة والتعويض المباشر أما في حالة الكسر    

 cبـ    x( وأخيراً نعوض عن  3(  نختصر             2          ( نحلل 1نتبع ما يلي :         ناتجالإذا كان    

  x( وأخيراً نعوض عن  3(  نختصر        2  ( نضرب البسط والمقام بمرافق الجذر  1وإذا احتوت على جذر تربيعي     

 

اية لكلٍ مما يلي :ــالنه قيمة دــأوج                

  a) lim
x 3

 )52( 2  xx  105)3(2)3( 2                                   ( تعويض مباشر )      

  b)   2x
lim

  
3

74





x

x  
3

5
15

32

7)2(4





        ( تعويض مباشر )  5 ≠ 0لاحظ المقام يساوي       

   c)  lim
x 4

 x5
  lim

x 4
)x( 5 3  

 

n

0
0
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اية لكلٍ مما يلي :ــالنه قيمة دــأوج                  

  a)  3x
lim  )

6
(

1

x
x

x
  

   ………………………………………………………….…………….……………………………………………. 

  b)   3x
lim  

3

32





x

xx
   

   

   ………………………………………………………….…………….……………………………………………. 

  c)  1x
lim

x5  

   ………………………………………………………….…………….……………………………………………. 

        

)(1  إذا كانت                xg
3x

lim,      2)( xf
3x

lim  أوجـد كلاً مما يلي :     

    3x
lim ( 3)(6 xf ) = 93)2(6   

   3x
lim ( )()( xgxf  )   3)1()2(   

   3x
lim ( x

xg

xf
2

)(

)(
 ) 462)3(2

1
2 


 . 

)(1 إذا كانت                 xg
3x

lim   ,   2)( xf
3x

lim      : أوجـد كلاً مما يلي  

  3x
lim ( 23)(  xxf )   ..........................................................................................................................  

  3x
lim ( )()(2 xgxf  )   .................................................................................................................... ...... 

   
3x

lim ( x
xg

x
5

)(3
4

 ).............................................................................................................................  

 ايةــالنه قيمة دــأوج              

    2x
lim

 
105

62





x

xx
                                                        (نجد الناتج           مباشرالتعويض بال )       

                                         =  2x
lim

 
)2(5

)3()2(





x

xx
                      (...   نحلل ثم نختصر )                

                      =                  1
5

)32(



 x                              (  2بـ         وأخيراً نعوض عن )        

                                                        

0
0
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 مما يلي : ايةــنهكل  قيمة دــأوج                

    1x
lim  

23

2
2

2





xx

xx
                                                            

   ………………………………………………………….…………….……………………………………………. 

   ………………………………………………………….…………….……………………………………………. 

   ………………………………………………………….…………….……………………………………………. 

   ………………………………………………………….…………….……………………………………………. 

    3x
lim

2173

3
23 



xxx

x
 

   ………………………………………………………….…………….……………………………………………. 

   ………………………………………………………….…………….……………………………………………. 

   ………………………………………………………….…………….……………………………………………. 

   ………………………………………………………….…………….……………………………………………. 

 ايةــالنه قيمة دــأوج              

    lim
x 9 9

3





x

x
                                                        (نجد الناتج           مباشرالتعويض بال )       

                                =  lim
x 9






9

3

x

x

3

3





x

x
                         (...   ضرب بمرافق الجذرن )                 

                                
6

1

)3()9(

9







xx

x
x                              (  9بـ         وأخيراً نعوض عن )        

 

 لي :مما ي ايةــنهكل  قيمة دــأوج              

    1x
lim

1

1





x

x
                                                                         

   ………………………………………………………….…………….……………………………………………. 

    0x
lim

x

x 24 
 

   ………………………………………………………….…………….……………………………………………. 

   ………………………………………………………….…………….……………………………………………. 

   ………………………………………………………….…………….……………………………………………. 

 

0
0

mailto:Amz.math@hotmail.com
mailto:Amz.math@hotmail.com


 
 

 
 

Amz.math@hotmail.com                                                                       89 

 نهاية الدوال كثيرة الحدود عند اللا نهاية  

      lim
x 

)( xP lim
x 

nxa          ,         lim
x 

)( xP lim
x 

nxa  

 مما يلي : ايةــنهكل  قيمة دــأوج             

     lim
x 

 )2749( 23  xxx                                                             

=
                                                                                    lim

x 
 

39 x  9 =
  lim

x 
3x     

     lim
x 

 )34( 2xx                                                             

=
                                                                 lim

x 
 

2x  - =
  lim

x 
2x        

     lim
x 

 )235( 4  xx                                                             

=
                                                                       lim

x 
 

49 x  5 =
  lim

x 
4x     

 مما يلي : ايةــنهكل  قيمة دــأوج              

     lim
x 

 )94( 23  xx                                                             

   ………………………………………………………….…………….……………………………………………. 

     lim
x 

 )834( 63 xxx                                                              

   ………………………………………………………….…………….……………………………………………. 

     lim
x 

 )462( 52 xxx                                                              

   ………………………………………………………….…………….……………………………………………. 

 عند اللا نهاية النسبيةنهاية الدوال   

    0 إذا كانk وكان n : 0  عدداً صحيحاً موجباً فإن
nx

klim
x 

,      0
nx

klim
x 

      

    لة نسبية ، إذا كانت عند حساب نهاية دا



 .تظهر في المقام   xنقسم البسط والمقام على أكبر قوة للمتغير  

            

 مما يلي : ايةــنهكل  قيمة دــأوج             

     lim
x 

 
58

34





x

x
                                                            

=
                                                              lim

x 
 

xxx

xxx

58

34




 =
  lim

x  x

x

58

34





2

1

08

04





   
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     lim
x 

 
13

6
3

2





x

xx
                                                            

=
                                                           lim

x 
 

333

332

13

6

xxx

xxxx




 =
  lim

x  3

2

13

16

x

xx




0

03

00





   

     lim
x 

 
xx

xx

29

5
3

24




                                                            

=
                                                   lim

x 
 

333

3234

29

5

xxxx

xxxx




 =
  lim

x 





229

15

x

xx lim
x 


9

5x
  

 
 مما يلي : ايةــنهكل  قيمة دــأوج               

     lim
x 

 
10

5

x
                                                            

   ………………………………………………………….…………….……………………………………………. 

   ………………………………………………………….…………….……………………………………………. 

     lim
x 

 
15

73 2





x

x
                                                            

   ………………………………………………………….…………….……………………………………………. 

   ………………………………………………………….…………….……………………………………………. 

     lim
x 

 
xx

x

42

17
3

3




                                                            

   ………………………………………………………….…………….……………………………………………. 

   ………………………………………………………….…………….……………………………………………. 

 

 

 : تهاايــنه قيمة دــأوجللمتتالية اكتب الحــدود الخمسة الأولى ثم                

     
5

13






n

n
an                                                             

   ………………………………………………………….…………….……………………………………………. 

   ………………………………………………………….…………….……………………………………………. 

   ………………………………………………………….…………….……………………………………………. 

   ………………………………………………………….…………….……………………………………………. 
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   استخدم التمثيل البياني للدالة)( xfنهاية إن وُجـــدت : لإيجــاد قيمة كل     

      


  
f
 
(-2 )   . . . . . . . . . . . . . . . . .       

 
   lim

x 5
  f

 
( x )  . . . . . . . . . . . . . . . . .                                                                                                                           

  lim
x 0  f

 
( x ) =. . . . . . . . . . . . . .     lim

x 2
 f

 
( x ) =. . . . . . . . . . . . . . . . 

 lim
x  3

  f
 
( x ) =. . . . . . . . . . . . . . .    lim

x  3
 f

 
( x ) =. . . . . . . . . . . . . . . . 

 lim
x 3

 f
 
( x ) = . . . . . . . . . . . .  . .     lim

x 3  f
 
( x ) = . . . . . . . . . . . . . . . 

  lim
x 1

 
2

4
2





)x(f

)x(f
 = . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  . . . . .. 

 
. 

  إن وُجـــدت :مما يلي  د قيمة كل نهايةــجـأو     

     1x
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............................................................................................................................................................................................................. 

............................................................................................................................................................................................................. 

............................................................................................................................................................................................................. 

  63 أوجد القيم القصوى للدالة)( 23  xxxf 3,2[ على[ 14 - , 6                           .وبيّن نوعها  

............................................................................................................................................................................................................. 

 

.............................................................................................................................................................................................................  

............................................................................................................................................................................................................. 

................................................................................................................................................... .......................................................... 

..................................................................................................................................................................................................... ........ 

  يمكن تمثل الارتفاعh الذي تقطعه العربة على طول مسار قطار الملاهي بالمعادلة 
3

11
3
4

9
1)( 23  ttth 

 أوجـد أعلى ارتفاع وأدنى ارتفاع للعربة  ، ]12,1[على الفترة     

......................................................................................................................................................................................................... .... 

 

............................................................................................................................................................................................................. 

............................................................................................................................................................................................................. 

............................................................................................................................................................................................................. 

................................................................................................................................................ ............................................................. 

.................................................................................................................................................................................................. ........... 

y

x
a bc d

قيمة عظمى مطلقة

قيمة صغرى مطلقة

لاتوجد قيمة أكبر منها

لاتوجد قيمة أصغر منها
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)(,)( افترض أن       قاعدة الضرب xfxg عند  للاشتقاق تانقابلx  فإن : 

                         )()()()()]()([ xgxfxgxfxgxf
dx
d                                                                                         

 

   باستخدام قاعـدة الضرب أوجد المشتقة  y : 

)()(
x

xxxxy 2532 34   

…………………………………………………….…………….…………….……………………………………. 

   ………………………………………………………….…………….……………………………………………. 

   ………………………………………………………….…………….……………………………………………. 

  أوجــد ميل المماس لمنحنى الدالة)()( 32264 33  xxxxy  0عندx 
…………………………………………………….…………….…………….……………………………………. 

   ………………………………………………………….…………….……………………………………………. 

   ………………………………………………………….…………….……………………………………………. 

   ………………………………………………………….…………….……………………………………………. 

  

)(,)( افترض أن     قسمةقاعدة ال xfxg عند  للاشتقاق تانقابلx  فإن : 

                        2])([

)()()()(

)(

)(

xg

xgxfxgxf

xg

xf

dx
d 








            0)( xg                                                                                 

 
   الدالةمشتقة باستخدام قاعـدة القسمة أوجد : 

   
1

32
)(

2 




x

x
xf  

…………………………………………………….…………….…………….……………………………………. 

   ………………………………………………………….…………….……………………………………………. 

   ………………………………………………………….…………….……………………………………………. 

  حالة لاحاجة فيها لاستخدام قاعـدتي الضرب والقسمة :                               
2

2)(
x

xxxf  

   ………………………………………………………….…………….……………………………………………. 

   ………………………………………………………….…………….……………………………………………. 
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 2تمرين   

     لكل متغير قيم المعطاةللثم أوجــد قيمة المشتقة  كل دالة ، مشتقة داــجلإي استخدم النهايات         

    1;3)( 2  xxxf  

.............................................................................................................................................................................................................  

............................................................................................................................................................................................................. 

............................................................................................................................................................................................................. 

............................................................................................................................................................................................................. 

............................................................................................................................................................ ................................................. 
     

    5;2)( 2  ttttg  

................................................................................................................................................................................ ............................. 

.............................................................................................................................................................................................................  

............................................................................................................................................................................................................. 

............................................................................................................................................................................................................. 

............................................................................................................................................................................................................. 

    7;1395)( 2  uuuuh  

................................................................................................................................................ ............................................................. 

.................................................................................................................................................................................................. ........... 

............................................................................................................................................................................................................. 

............................................................................................................................................................................................................. 

............................................................................................................................................................................................................. 

.......................................................................................................................................... ................................................................... 
     

     4;139)(  xnnv  

............................................................................................................................................................ ................................................. 

.............................................................................................................................................................................................................  

............................................................................................................................................................................................................. 

............................................................................................................................................................................................................. 
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    مما يلي أوجــد مشتقة كل دالة : 

    
2

6 232)(
x

xxxf      

............................................................................................................................................................................................................. 

............................................................................................................................................................................................................. 

   )23()52()( 242  xxxxf      

............................................................................................................................................................................................................. 

....................................................................................................................................................... ...................................................... 

    )35()32()( 2

x
xxxf                                

.................................................................................................................................................. ........................................................... 

.................................................................................................................................................................................................... ......... 

  )23()( 223 
x

xxxf     

.............................................................................................................................................................................................................  

............................................................................................................................................................................................................. 

   )3()( 3 xxxxf                         

............................................................................................................................................................................................................. 

............................................................................................................................................................................................................. 

   )2()(
x

xxxf                                                 

............................................................................................................................................................................................................. 

............................................................................................................................................................................................................. 

   
xx

xxxf



2

2 1)2()(   

............................................................................................................................................................................................................. 

........................................................................................................................................................................ ..................................... 

.............................................................................................................................................................................................................  
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   مما يلي أوجــد مشتقة كل دالة: 

    
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23
)(


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x
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......................................................................................................................................................................................................... .... 

............................................................................................................................................................................................................. 

  
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............................................................................................................................................................................................................. 

............................................................................................................................................................................................................. 

    
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xf
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3
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


                               

............................................................................................................................................................................................................. 

............................................................................................................................................................................................................. 

.................................................................................................................................................................. ........................................... 

  
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)2()1(
)(

2 




xx

xx
xf     

......................................................................................................................................................................................... .................... 

.............................................................................................................................................................................................................  

............................................................................................................................................................................................................. 

   )3(
1

2
)(

2



 u
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u
uf                        

............................................................................................................................................................................................................. 

............................................................................................................................................................................................................. 

..................................................................................................................................... ........................................................................ 

  
yy

yy
yf

5

2
)(

2
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


                                                

............................................................................................................................................................................................................. 

................................................................................................................................................................... .......................................... 

.............................................................................................................................................................................................................  
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00

 
 

 وشبه والمستطيل كالمثلث الأساسية الأشكال مساحات حساب طريقة الهندسة في درست أن سبق المساحة تحت منحنى  

 ته كما في الأمثلة الآتية :مساح تقريب يمكننا (أساسية أشكال من تتكون لا) منتظم غير شكلال ولكن إذا كان ،...  المنحرف

 مستطيلات  تعمالباس دالة منحنى تحت المساحة تقريب           

ب               28 منحنى بين المحصورة المنطقة مساحة قر ِّ xxxf )( والمحور x الفترة على ],[ 80 

 .ارتفاعه لتحديد مستطيل كل لقاعدة الأيمن الطرف استعمل .تمستطيلا 8 ت ، ثممستطيلا 4 باستعمال             

)( الفترة طول بقسمة مستطيل كل عرض أوجد (1   ab المستطيلات  عدد علىn  هو عرضال، أي أن 
n

abx     

2  لأربعة مستطيلات يكون عرض كل منها فمثلا       
4
08  x  1  ولثمانية مستطيلات العرض

8
08  x 

م2    ],[ الفترة ( قس ِّ 80 م مستطيلات، ولثمانية  2 منها كل طول فترات 4 إلى  ],[ الفترة قس ِّ 80  فترات ... 8 إلى 

 .للفترة الأيمن الطرف عند الدالة قيمة يساوي الآخر والبعد الفترة، طول بعديه أحد مستطيلا جزئية فترة كل على ارسم( 3   

 : جمع مساحات المستطيلات في كل حالة كما يليب وذلك لتقريبيةا المساحةأوجد  (4   
 

 
 

 

 

 
 
 

 

  ])()()()()()()()([ 876543211 ffffffffA         ])()()()([ 86422 ffffA   

    8809121516151291  ][                     8001216122  ][  

                                          للمستطيلات ىاليسرو اليمنى الأطراف لااستعمالمساحة تحت منحنى ب            

ب               منحنى بين المحصورة المنطقة مساحة قر ِّ
2xxf )(والمحور x الفترة في ],[ 40  مستطيلات باستعمال 

  . واحدة وحدة منها كل عرض             

 .للتقريبين الوسط احسب ثم ، ارتفاعاتها لتحديد للمستطيلات ىاليسر ثم اليمنى الأطراف استعمل            

 أو اليمنى الأطراف أكانت سواء مستطيلات 4 عنه ينتج واحدة وحدة منها كل عرض مستطيلات استعمال إن            

 ن الحالتين : كل م أدناه الشكل ويوضح . ارتفاعاتها تحدد التي هي للمستطيلات ىاليسر            

 

 
 

 

 

 

 
 

 

    ])()()()([ 32101 ffffA                             ])()()()([ 43211 ffffA   

       1494101  ][                                                   30169411  ][  

  22 وهو ، للمساحة أفضل تقريب على نحصل للقيمتين الوسط بحسابو ، تقع المساحة الفعلية بينهما ناتقدير ناهذ   
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ب                 منحنى بين المحصورة المنطقة مساحة قر ِّ
x

xf 12)(والمحور x 5,1[ في[  مستطيلات 4 باستعمال 

 ارتفاعاتها لتحديد للمستطيلات ىاليسر الأطراف  (b                    للمستطيلات اليمنى الأطراف (a   استعمل         

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

………………………………………………………….……………….……………………………………………. 
 

………………………………………………………….……………….……………………………………………. 
 

………………………………………………………….……………….……………………………………………. 
 

………………………………………………………….……………….……………………………………………. 
 

………………………………………………………….……………….……………………………………………. 
 

………………………………………………………….……………….……………………………………………. 
 

ب                    222 منحنىال تحت  المنطقة مساحة قر ِّ  xxxf ],[ الفترة على )( 30  مستطيلات 6 خدامباست 

 ىاليسر نقطة النهاية (b                     اليمنى نقطة النهاية (a   وقواعد القيم               

 
 
 
 

 

 

 
 

………………………………………………………….……………….……………………………………………. 
 

………………………………………………………….……………….……………………………………………. 
 

…………………………………………………… …….……………….……………………………………………. 
 

…………………………………………………… …….……………….……………………………………………. 
 

………………………………………………………….……………….……………………………………………. 
 

………………………………………………………….……………….……………………………………………. 
 

x
xf 12)(

x
xf 12)(

222  xxy222  xxy
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متقُ  المجاور، الشكل في   ],[ الفترة س ِّ ba إلى n ( تظمالمن التجزيء)  الطول المتساوية الجزئية الفترات من 

 (n ت التي عددها مستطيلاال من كل عرض) جزئية فترة كل طول يكون وبذلك  
n

abx   

 فمثلاً  المستطيل، لقاعدة الأيمن الطرف عند الدالة قيمة يساوي مستطيل كل ارتفاعو  

)( هو الأول المستطيل ارتفاع  
1

xf، هو الثاني المستطيل وارتفاع )(
2

xf  ... وهكذا ، 

xxf الأول المستطيل مساحةو   )(
1

xxf هو مساحة الثانيو ، )(
2

 ... وهكذا ، 

 : أن أي مساحاتها بمجموع للمستطيلات A الكلية المساحة عطىوتُ   

    xxfxxfxxfA
n
 )(....)()(

21
 

   ])(....)()([
n

xfxfxfxA 
21

     or                                       باستخدام رمز المجموع         

 

 إلى وبالنظر، x جزئية فترة كل طولحيث    xiقيمة من قيم أي لإيجاد صيغة اشتقاق يمكننا فإنه الحسابات، ولتسهيل   

 :نجــد الأعداد خط

 

  يمة ق في التجزيء المنتظم تكونix الأيمن مجموع ريمان                                      ، ويكونثابتة         

 مجموع مساحات المستطيلات تحت محور السينات   -مجموع مساحات المستطيلات فوق محور السينات  = ريمـان مجموع     

  تعريف التكامل المحدد  
 هو [ a , b ] الفترة في   f للدالةالتكامل المحدد    
  

لوستُ  ،ملاً تكا التكامل حساب عملية وتسمى      المحدد التكامل حساب الآتية المجاميع صيغ سه ِّ

  ::        nnnniوعوعــــــالمجمالمجم      

n

i
i

xaxaxaxaxaxa 
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 11332211
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404104                   : المجموعالمجموع  من خواصمن خواص  
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 املالتكتعريف  استخدامبتحت منحنى  المساحة إيجاد  

               منحنى بين المحصورة المنطقة مساحة لإيجاد النهايات استعمل xxf 4)( والمحورx  في ],[ 50 

     



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وحدة مربعة 50المساحة                          i
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xxf ii
204 )(  

 

    2 منحنى بين المحصورة المنطقة مساحة لإيجاد النهايات استعملxxf )( ورحوالمx   في الفترة],[ 40 
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364 وحدة مربعة                     المساحة 

   

)(23 منحنى بين المحصورة المنطقة مساحة لإيجاد النهايات استعمل                 xxf والمحورx   1,0[في[ 

.......................................................................................................................................................................................................... ... 

............................................................................................................................................................................................................. 

............................................................................................................................................................................................................. 
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34xxf منحنى بين المحصورة المنطقة مساحة لإيجاد النهايات استعمل               )( والمحورx   في],[ 31 
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)(1 منحنى بين المحصورة المنطقة مساحة لإيجاد النهايات استعمل                3  xxf والمحورx   2,0[في[ 
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............................................................................................................................................................................................................. 

............................................................................................................................................................................................................. 

.............................................................................................................................................................. ............................................... 

.............................................................................................................................................................................................................  
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............................................................................................................................................................................................................. 
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   1تمرين   

   ب 1 منحنى بين المحصورة المنطقة مساحة قر ِّ
2
1  xyوالمحور x الفترة في ],[ 61  مستطيلات 5 باستعمال 

  ارتفاعاتها لتحديد للمستطيلات ىاليسر ثم اليمنى الأطراف استعمل      

 
 
 
 
 
 
 

………………………………………………………….……………….……………………………………………. 
 

………………………………………………………….……………….……………………………………………. 
 

………………………………………………………….……………….……………………………………………. 
 

   ب 142 منحنى بين المحصورة المنطقة مساحة قر ِّ  xxyوالمحور x الفترة في ],[ 30  مستطيلات 6 باستعمال 

 .للتقريبين الوسط احسب ثم ، ارتفاعاتها لتحديد للمستطيلات ىاليسر ثم اليمنى الأطراف عملاست      

 
 
 
 
 

 
 

………………………………………………………….……………….……………………………………………. 
 

………………………………………………………….……………….……………………………………………. 
 

………………………………………………………….……………….……………………………………………. 
 

 

  بق xy منحنى بين المحصورة المنطقة مساحة ر ِّ 2والمحور x الفترة في ],[ 40  مستطيلات 4 باستعمال 

 .للتقريبين الوسط احسب ثم ، ارتفاعاتها لتحديد للمستطيلات ىاليسر ثم اليمنى الأطراف استعمل      

 
 
 
 
 

 
 

………………………………………………………….……………….……………………………………………. 
 

………………………………………………………….……………….……………………………………………. 
 

………………………………………………………….……………….……………………………………………. 
 

x
xf 12)(

142  xxy

1
2
1  xy1

2
1  xy

142  xxy

142  xxy

xy 2xy 2
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   2تمرين   

    والمحور منحنىال بين المحصورة المنطقة مساحة يجادلإ النهايات خدماست x المحدد بالتكامل والمعطى : 

    
4

0
6 dxx            

............................................................................................................................................................................................................. 

....................................................................................................................................................... ...................................................... 

......................................................................................................................................................................................................... .... 

............................................................................................................................................................................................................. 

............................................................................................................................................................................................................. 

............................................................................................................................................................................................................. 

................................................................................................................................................. ............................................................ 

................................................................................................................................................................................................... .......... 

............................................................................................................................................................................................................. 

............................................................................................................................................................................................................. 

............................................................................................................................................................................................................. 

    



0

2
62 dxx )(  

............................................................................................................................................................................................................. 

............................................................................................................................................................... .............................................. 

.............................................................................................................................................................................................................  

............................................................................................................................................................................................................. 

............................................................................................................................................................................................................. 

............................................................................................................................................................................................................. 

......................................................................................................................................................... .................................................... 

........................................................................................................................................................................................................... .. 

............................................................................................................................................................................................................. 

............................................................................................................................................................................................................. 

............................................................................................................................................................................................................. 
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   والمحور منحنىال بين المحصورة المنطقة مساحة يجادلإ النهايات خدماست x المحدد بالتكامل والمعطى : 

     
4

0

24 dxxx )(  

............................................................................................................................................................................................................. 

............................................................................................................................................................................................................. 

............................................................................................................................................................................................................. 

....................................................................................................................................................... ...................................................... 

......................................................................................................................................................................................................... .... 

............................................................................................................................................................................................................. 

............................................................................................................................................................................................................. 

............................................................................................................................................................................................................. 

................................................................................................................................................. ............................................................ 

................................................................................................................................................................................................... .......... 

............................................................................................................................................................................................................. 

 

     
3

1

2 32 dxx )(  

............................................................................................................................................................................................................. 

............................................................................................................................................................................................................. 

............................................................................................................................................................................................................. 

.............................................................................................................................................................. ............................................... 

.............................................................................................................................................................................................................  

............................................................................................................................................................................................................. 

............................................................................................................................................................................................................. 

............................................................................................................................................................................................................. 

........................................................................................................................................................ ..................................................... 

.......................................................................................................................................................................................................... ... 

............................................................................................................................................................................................................. 
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 المشتقة العكسية 

)(23  :دالةلل المشتقة العكسية أوجد  xxf  

المشتقة  علينا إيجاد دالة لها  
23xتذكر أن المشتقة لها أس أقل بواحــد من أس الدالة الأصلية ،  

)(3يمكن أن تكون (الدالة الأصليةالمشتقة العكسية ) إذاً    xxF  ليست الوحيدة  دالةولكن هذه ال ، تحقق من ذلك 

)(10فالدالة    3 xxG  23مشتقة عكسية أخرى لأن)( xxG  44الدالة  وكذلك)( 3 xxH ....  

  لاحظ أن المشتقة لها عدد لا نهائي من الدوال الأصلية تختلف عن بعضها في الثابت  

)(23  :مختلفتين لكل دالةتين عكسي تينشتقم أوجد  xxf  

xxfa 2)()                                                                                              43  xxfb )()   
.............................................................................................................................................................................................................  

............................................................................................................................................................................................................. 

   تعريف التكامل غير المحدود  
)(إذا كانت     xF  للدالة مشتقة عكسية)( xf  على الفترةI التكامل غير المحدود للدالة فإن)( xf 

     يعُطى بالصيغة     cxFdxxf  . (ثابت التكامل ثابت )  أي حد C علامة التكامل ، و  الرمز ،    )()(
  

  قواعد التكامل غير المحدودقواعد التكامل غير المحدود    

             0  عدد ثابتلأيk   يكون :              cxkdxk    

   :التكامل أوجـــد       

    dx2   .......................................      

   dx
5
3 ........................................           

            1  لأي قوة نسبية :قاعدة القوىn     يكون   C
n
xdxx

n
n 






1

1

   

   :التكامل أوجـــد       

    dxx2
 ..........................................................................................        

    dxx 4 .........................................................................................              

   dxx 23 ........................................................................................ 

 : تذكّر أنو  

      ◈
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            : قاعدة الضرب في ثابت   dxxfkdxxfk    عددا ً حقيقيا k حيث      )()(

        والطرح  :   قاعدة الجمع  dxxgdxxfdxxgxf   )()(])()([    

dxxx                                                 :التكامل أوجـــد         )324( 3
 

…………………………………………………………………………………………………………………………………….… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………….… 

 

 

             xdxgxdxfxdxgxf )()())()(( 

                  





xdxg

xdxf
xd

xg

xf

)(

)(

)(

)(
 

 

 

   :تذكّر أن      ctsdttv )()(           ctvdtta )()(                 
dt
dsv   ,   

dt
dva 

 

  الأرض سطح عنm9 هاعاتفار من نافذة كرة إسقاط تتضمن فيزيائية تجربة المدارس ىإحد طلاب ىأجر             

ttvوتمث ل              10)(   (ثانية لكل رمت ) لكرة بعدل المتجهة سرعةال t سقوطها من ثانية 

           a ( الكرة موقع دالَّة دـأوج )( ts بعد t سقوطها من ثانية 

       dttvts )()(  

          Ctdtt   2
1010

2

 

               Ct  25  

)(نعوض عن الارتفاع   C لإيجـاد             ts وعن الزمن   9  بـt  0  بـ 

       9)0(59 2  CC  

)(95هي                                           سقوطها من ثانية t بعد الكرة موقع دالَّة            2  tts 

           b ( الأرضدم بصلت الكرة تستغرقه الذي الزمن دـأوج 

)(0عندما   الأرضدم الكرة بصت              ts 

        95950 22  tt  

          341.18.12  tt  

ً ث 34.1في غضون  الأرضدم الكرة بصت          انية تقريبا

 

    يمكن توزيع التكامل على الضرب والقسمة لا ملاحظة هامة :
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m36 ارتفاع على برج نافذة بإصلاح فن ِّي قيام عند                  ، الأرض نحو محفظته سقطت 

ttvوتمث ل                  32)( بعد متاربالأ ظةفحملل اللحظية المتجهة سرعةال t سقوطها من ثانية 

               a ( فظةالمح موقع دالة أوجد )( ts  .سقوطها من ثانية t بعد 

               b (  الأرضدم بصلت المحفظة تستغرقه الذي الزمن أوجد 
 

…………………………………………………………………………………………………………………………………….… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………….… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………….… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………….… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………….… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………….… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………….… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………….… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………….… 

    

 

],[ الفترة فيمتصلة ال ƒ  ( x ) دالة أصلية للدالة F  ( x )إذا كانت                      ba : فإن 

                         )()(])([)( aFbFxFxdxf
b

a

b

a
    

                 المحدداحسب التكامل                                                              
2

1

2 )23( xdxx   

     CxxCxxxdxx 
23

23
2

2
2

3
3)23(   

    
2

1

23
2

1

2 )23( xxxdxx   

                                    10)11()22( 2323   

 

  24منحنى بين المحصورة مساحةال لحساب الأساسية النظرية خدماست xxy  والمحور x الفترة في ],[ 40 

      
4

0

3
2

4

0

2

3
2)4( xxxdxxA    

          
3

160]
3
0)0(2[]

3
4)4(2[

3
2

3
2   
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    المحدداحسب التكامل                                                                            
3

1

2 )53( xdx   

…………………………………………………………………………………………………………………………………….… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………….… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………….… 

  34منحنى بين المحصورة مساحةال لحساب الأساسية النظرية خدماست xy  والمحور x 3,1[ الفترة في[ 

…………………………………………………………………………………………………………………………………….… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………….… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………….… 

 بالتكامل الطبيعي موضعه من .m50 مسافة ما نابض لشد اللازم الشغل عطىيُ                                
50

0
360

.
dxx 

 ؟ الجول بوحدة مقيسا النابض لشد اللازم الشغل قيمة ما             

      
5.0

0

2
5.0

0

180360 xxdxW    

                                     22 )0(180)5.0(180   

                                      45045   

 

 بالتكامل الطبيعي موضعه من .m50 مسافة ما نابض لشد ماللاز الشغل عطىيُ                                 
4.1

0

512 dxx 

 ؟ الجول بوحدة مقيسا النابض لشد اللازم الشغل قيمة ما               

…………………………………………………………………………………………………………………………………….… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………….… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………….… 

dxxf  :فإن المساحة   [ a , b ]محور السينات فيفوق    fالدالة إذا كان منحنى   ملاحظة :  
b

a
 )( A = 

dxxf:  ةفإن المساح  [ a , b ]محور السينات فيتحت    fالدالة إذا كان منحنى أما                
b

a
 )( A =  

  من خوص التكامل المحـدد :     
a

b

b

a
dxxfxdxf )()(        ,             

a

a
xdxf 0)( 

       
b

a

b

a

b

a
dxxgdxxfxdxgxf )()())()((  
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    التكاملات الآتيةكلاً من د ـــأوج  ::  

 dxxx  )75( 3
        

…………………………………………………………………………………………………………………………………….… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………….… 

  dxxx  )34( 3
        

…………………………………………………………………………………………………………………………………….… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………….… 

   dxxx  )5( 24
    

…………………………………………………………………………………………………………………………………….… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………….… 

 

     dxxx  )3( 3
   

…………………………………………………………………………………………………………………………………….… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………….… 

  dx
x

x



2

3 32   
 

…………………………………………………………………………………………………………………………………….… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………….… 

   dxxx )64()3( 2    
 

…………………………………………………………………………………………………………………………………….… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………….… 

   dx
x

x 2)1(    

…………………………………………………………………………………………………………………………………….… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………….… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………….… 
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    أوجد كلاً من التكاملات  المحدودة : 

    



2

1

)47( dxx  

………………………………………………………….……………….……………………………………………. 
 

…………………………………………………… …….……………….……………………………………………. 
 

     
4

1

)23( dxx  

………………………………………………………….……………….……………………………………………. 
 

…………………………………………………… …….……………….……………………………………………. 
 

    



0

4

2 )4( dxxx  

………………………………………………………….……………….……………………………………………. 
 

…………………………………………………… …….……………….……………………………………………. 
 

…………………………………………………… …….……………….……………………………………………. 
 

       
2

1

2 )23( dxxx  

………………………………………………………….……………….……………………………………………. 
 

…………………………………………………… …….……………….……………………………………………. 
 
…………………………………………………… …….……………….……………………………………………. 

 

     



1

3

2 )256( dxxx  

………………………………………………………….……………….……………………………………………. 
 

…………………………………………………… …….……………….……………………………………………. 
 
…………………………………………………… …….……………….……………………………………………. 

    
3

1
2

3 14
xd

x

x
 

………………………………………………………….……………….……………………………………………. 
 

…………………………………………………… …….……………….……………………………………………. 
 
…………………………………………………… …….……………….……………………………………………. 
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    المنحنى لكل دالة  بين المحصورة المنطقة مساحة لحساب والتكامل التفاضل في الأساسية النظرية خدماست 

 المعطاة : الفترة في x والمحور      

    13)(
2
 xxf        ;    ]1,2[  

…………………………………………………………………………………………………………………………………….… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………….… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………….… 

 

    xxf 21)(         ;    ]3,1[  

…………………………………………………………………………………………………………………………………….… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………….… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………….… 

    3)(  xxf        ;    ]6,1[  

…………………………………………………………………………………………………………………………………….… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………….… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………….… 

 

    أوجد كلاً من التكاملات  المحدودة : 

     
2

2 )83(
x

dttt  

………………………………………………………….……………….……………………………………………. 
 

…………………………………………………… …….……………….……………………………………………. 
 

     
x

dttt
2

3

3 )2104(  

………………………………………………………….……………….……………………………………………. 

 
…………………………………………………… …….……………….……………………………………………. 

 

    



6

2 )49(
x

dttt  

………………………………………………………….……………….……………………………………………. 
 

…………………………………………………… …….……………….……………………………………………. 
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     إذا كانت  
1

0

2 7)5( dxxa  ، دد ثابتــعال جـد قيمةأو a .                                                                       

…………………………………………………………………………………………………………………………………….… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………….… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………….… 

   12032لاقةلمقذوف بالع المتجهة سرعةتعُطى ال  ttv   s2بعدft228ويبلغ ارتفاعه  ( ثانية لكل قدم) )(

     (a  المقذوف موقع دالة أوجد)( ts بعد t إطلاقه من ثانية 

     (b أقصى ارتفاع يصله المقذوف أوجد 

     (c الأرض يصل إلى سطح سرعة المقذوف عندما أوجد  
 

…………………………………………………………………………………………………………………………………….… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………….… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………….… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………….… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………….… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………….… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………….… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………….… 
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