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 الوحدة الثانية والثالتة
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hjhjhjhj hتتنمتنتنتت 

 

 من الرسم المجاور أوجد 

 

 

 

 

 

  

 مع تمنياتي بالتوفيق والنجاح...... أ.هلال حسين أحمد

 السؤال الأول:-

(𝟏)𝒇(𝟏) = 𝟐 

(𝟐) 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟏+

𝒇(𝒙) = 𝟐 

(𝟑) 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟏−

𝒇(𝒙) = 𝟐 

(𝟒)𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟏

𝒇(𝒙) = 𝟐 

 

(𝟏)𝒇(𝟏) = 𝟑 

(𝟐) 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟏+

𝒇(𝒙) = 𝟐 

(𝟑) 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟏−

𝒇(𝒙) = 𝟐 

(𝟒)𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟏

𝒇(𝒙) = 𝟐 
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(𝟏)𝒇(𝟏) =  غير موجودة

(𝟐) 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟏+

𝒇(𝒙) = 𝟐 

(𝟑) 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟏−

𝒇(𝒙) = 𝟐 

(𝟒)𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟏

𝒇(𝒙) = 𝟐 

(𝟏)𝒇(𝟏) = 2 

(𝟐) 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟏+

𝒇(𝒙) = 𝟐 

(𝟑) 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟏−

𝒇(𝒙) = 𝟒 

(𝟒)𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟏

𝒇(𝒙) =  غير موجودة

 

 

(𝟏) 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟏−

𝒇(𝒙) = 𝟐 

(𝟐) 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟏+

𝒇(𝒙) = 𝟏 

(𝟑)𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟏

𝒇(𝒙) =  غير موجودة

𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟏+

𝒇(𝒙) ≠ 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟏−

𝒇(𝒙)   لأن

(𝟒)𝒇(𝟏) = 𝟏 
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 (𝟏)𝒇(𝟏) = 𝟐 

(𝟐) 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟏+

𝒇(𝒙) = 𝟐 

(𝟑) 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟏−

𝒇(𝒙) = 𝟒 

(𝟒)𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟏

𝒇(𝒙) =  غير موجودة

(𝟏)𝒇(𝟏) =  غير موجودة

(𝟐) 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟏+

𝒇(𝒙) = 𝟐 

(𝟑) 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟏−

𝒇(𝒙) = 𝟒 

(𝟒)𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟏

𝒇(𝒙) =  غير موجودة

 

 

(𝟏) 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟏−

𝒇(𝒙) = 𝟏 

(𝟐) 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟏+

𝒇(𝒙) = 𝟎 

(𝟑)𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟏

𝒇(𝒙) =  غير موجودة

𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟏+

𝒇(𝒙) ≠ 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟏−

𝒇(𝒙)   لأن

(𝟒)𝒇(𝟏) = 𝟏 
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(𝟏)𝒇(𝟏) = 𝟐 

(𝟐) 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟏+

𝒇(𝒙) = 𝟐 

(𝟑) 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟏−

𝒇(𝒙) =  غير موجودة

(𝟒)𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟏

𝒇(𝒙) =  غير موجودة

 

(𝟏)𝒇(𝟏) =  غير موجودة

(𝟐) 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟏+

𝒇(𝒙) =  غير موجودة

(𝟑) 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟏−

𝒇(𝒙) = 𝟐 

(𝟒)𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟏

𝒇(𝒙) =  غير موجودة

 

 

(𝟏) 𝒍𝒊𝒎
𝒙→−𝟑−

𝐠(𝒙) = 𝟑 

(𝟐) 𝒍𝒊𝒎
𝒙→−𝟑+

𝐠(𝒙) = 𝟏 

(𝟑) 𝒍𝒊𝒎
𝒙→−𝟑

𝐠(𝒙) =  غير موجودة

𝒍𝒊𝒎
𝒙→−𝟑+

𝐠(𝒙) ≠ 𝒍𝒊𝒎
𝒙→−𝟑−

𝐠(𝒙)لأن  

(𝟒)𝐠(−𝟑) = 𝟏 
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 ق والنجاح...... أ.هلال حسين أحمدمع تمنياتي بالتوفي

(𝟏) 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟏+

𝒇(𝒙) = 𝟏 

(𝟑)𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟏

𝒇(𝒙) =  غير موجودة

(𝟓) 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟐+

𝒇(𝒙) = 𝟏 

(𝟕) 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎+

𝒇(𝒙) =   𝟎 

(𝟗) 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎

𝒇(𝒙) = 𝟎 

(𝟏𝟏)𝒇(𝟐) =  غير موجودة

 

 

(𝟐) 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟏−

𝒇(𝒙) = 𝟐 

(𝟒) 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟐−

𝒇(𝒙) = 𝟏 

(𝟔)𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟐

𝒇(𝒙) = 𝟏 

(𝟖) 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎−

𝒇(𝒙) = 𝟎 

(𝟏𝟎) 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟑

𝒇(𝒙) =  غير موجودة

(𝟏𝟐)𝒇(𝟏) = 𝟏 
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(𝟏) 𝒍𝒊𝒎
𝒙→−𝟏+

𝒇(𝒙) = 𝟏 

(𝟑)𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟏

𝒇(𝒙) =  غير موجودة

(𝟓) 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟐+

𝒇(𝒙) =   غير موجودة

(𝟕) 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎+

𝒇(𝒙) =   𝟎 

(𝟗) 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎

𝒇(𝒙) = 𝟎 

(𝟏𝟏)𝒇(𝟎) = 𝟏 

 

 [−𝟑,  الشكل المجاور يمثل الدالة𝒇(𝒙) المعرفة على الفترة[𝟒

.  (𝒊) عند نقاط تكون فقط النهاية لجهة اليسار موجودة

𝒙 =  عند 𝟒

.  (𝒊𝒊) عند نقاط تكون فقط النهاية لجهة اليمين موجودة

𝒙 =  عند 𝟑−

𝐥𝐢𝐦 موجودة ؟ علل إجابتك
𝒙→𝟎

𝒇(𝒙)  (𝒊𝒊𝒊)هل

𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎+

𝒇(𝒙) ≠ 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎+

𝒇(𝒙)   لا لأن
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[−𝟑,  الشكل المجاور يمثل الدالة𝒇(𝒙) المعرفة على الفترة[𝟒

𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟏−

𝒇(𝒙) = 𝟑. , 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟏+

𝒇(𝒙) = 𝟏. , 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟏

𝒇(𝒙) = .غير موجودة (𝒊) 

𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟒

𝒇(𝒙)… …………………غير موجودة . . . . (𝒊𝒊) 

𝒇(𝟏)……………𝟑……………………… . . (𝒊𝒊𝒊) 

.؟ وما ؟قيمتها  (𝒊𝒗) عند نقاط تكون فقط النهاية لجهة اليمين موجودة

−1 = 𝒙     , وقيمتها =  عند 𝟑−

.؟ وما ؟قيمتها  (𝒗) عند نقاط تكون فقط النهاية لجهة اليسري موجودة

𝟐 = 𝒙     , وقيمتها =  عند 𝟒

؟ برر ؟إجابتك 𝐥𝐢𝐦
𝒙→−𝟐

𝒇(𝒙) = 𝒇(−𝟐)هل 

𝒙 =  نعم لأن الدالة متصلة عند 𝟐−

 

 

 

 

 

𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟏−

𝒇(𝒙) = 𝟏. , 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟑

𝒇(𝒙) =  𝟎. , 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟒

𝒇(𝒙) = 𝟏 (𝒊) 

𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟓−

𝒇(𝒙)…𝟐………………… . . . . (𝒊𝒊) 

𝒇(𝟏)……………𝟎……………………… . . (𝒊𝒊𝒊) 

.؟ وما ؟قيمتها يةالنها لجهة اليمين موجودة  (𝑖𝑣) عند نقاط تكون فقط 

−
𝟏

𝟒
= 𝒙     , وقيمتها =  عند 𝟑−

.؟ وما ؟قيمتها  (𝑣) عند نقاط تكون فقط النهاية لجهة اليسري موجودة

𝟐 = 𝒙     , وقيمتها =  عند 𝟓
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 السؤال الثاني :-

 أوجد النهايات التالية:-

(𝟏) 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟏

(𝒙𝟐 − 𝒙 + 𝟏) = 𝟏𝟐 − 𝟏 + 𝟏 = 𝟏 

 

(𝟐) 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎

(𝒙𝟐 − 𝟑𝒙 + 𝟓) = 𝟎𝟐 − 𝟑 × 𝟎 + 𝟓 = 𝟓 

 

(𝟑) 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟏

(
𝒙𝟐 + 𝟐𝒙 + 𝟏

𝒙 + 𝟏
) =

𝟏𝟐 + 𝟐 × 𝟏 + 𝟏

𝟏 + 𝟏
=
𝟒

𝟐
= 𝟐 

 

(𝟒) 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟑

(
𝟒 + 𝒙

𝟑 + 𝒙
) =

𝟒 + 𝟑

𝟑 + 𝟑
=
𝟕

𝟔
 

 

(𝟓) 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟑

(
𝒙𝟐 + 𝟒𝒙 + 𝟑

𝒙 + 𝟑
) =

𝟑𝟐 + 𝟒 × 𝟑 + 𝟑

𝟑 + 𝟑
=
𝟗 + 𝟏𝟐 + 𝟑

𝟔

=  
𝟐𝟒

𝟔
= 𝟒 

(𝟔) 𝒍𝒊𝒎
𝒙→−𝟒

(𝒙 + 𝟑)𝟏𝟗𝟗𝟖 = 

( 𝒍𝒊𝒎
𝒙→−𝟒

𝒙 + 𝒍𝒊𝒎
𝒙→−𝟒

𝟑)
𝟏𝟗𝟗𝟖

= (−𝟒 + 𝟑)𝟏𝟗𝟗𝟖 = (−𝟏)𝟏𝟗𝟗𝟖 = 𝟏 
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(𝟕) 𝒍𝒊𝒎
𝒙→

𝝅
𝟐

𝒍𝒏(𝒔𝒊𝒏𝒙) = 𝒍𝒏 𝒔𝒊𝒏
𝝅

𝟐
= 𝒍𝒏𝟏 = 𝟎 

(𝟖) 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟏

(
𝟓𝒙𝟑 + 𝟖𝒙𝟐

𝟑𝒙𝟒 − 𝟏𝟔𝟐
) = 

(
𝟓 × 𝟏𝟑 + 𝟖 × 𝟏𝟐

𝟑 × 𝟏𝟒 − 𝟏𝟔𝟐
) =  

𝟓 + 𝟖

𝟑 − 𝟐𝟓𝟔
=  

𝟏𝟑

−𝟐𝟓𝟑
= −

𝟏𝟑

𝟐𝟓𝟑
 

 

(𝟗) 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟐

𝟑𝒙𝟐(𝟐𝒙 − 𝟏) = 𝟑 × 𝟐𝟐(𝟒 − 𝟏) = 𝟏𝟐 × 𝟑 = 𝟑𝟔  

 

(𝟏𝟎) 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟑

(𝟐𝒙𝟐+
𝟏

𝒙
+ 𝟒) = 

𝟐 × 𝟑𝟐 +
𝟏

𝟑
+ 𝟒 = 𝟐 × 𝟗 +

𝟏

𝟑
+ 𝟒 = 𝟏𝟖 +

𝟏

𝟑
+ 𝟒 =

𝟔𝟕

𝟑
 

 السؤال الثالث :-

𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟒

𝐠(𝒙) = 𝟑 , 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟒

𝒇(𝒙) = 𝟐 ∶   بفرض أن

(𝟏) 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟒

( 𝒇(𝒙) + 𝐠(𝒙)) = 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟒

𝒇(𝒙) + 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟒

𝐠(𝒙) = 𝟐 + 𝟑 = 𝟓 

(𝟐) 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟒

( 𝐠(𝒙) + 𝟑) = 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟒

𝐠(𝒙) + 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟒

𝟑 = 𝟑 + 𝟑 = 𝟔 

(𝟑) 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟒

( 𝒙. 𝒇(𝒙)) = 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟒

𝒙 . 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟒

𝒇(𝒙) = 𝟒 × 𝟐 = 𝟖 

 مع تمنياتي بالتوفيق والنجاح...... أ.هلال حسين أحمد
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(𝟒) 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟒

(𝐠(𝒙))𝟐 = (𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟒

𝐠(𝒙))
𝟐
= 𝟑𝟐 = 𝟗 

 

(𝟓) 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟒

𝐠(𝒙)

𝒇(𝒙) − 𝟏
=

𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟒

𝐠(𝒙)

𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟒

𝒇(𝒙) − 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟒

𝟏
=

𝟑

𝟐 − 𝟏
=
𝟑

𝟏
= 𝟑 

 

(𝟔) 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟒

( 𝒇(𝒙) . 𝐠(𝒙)) = 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟒

𝒇(𝒙) . 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟒

𝐠(𝒙) = 𝟐 × 𝟑 = 𝟔 

 

(𝟕) 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟒

( 𝒇(𝒙) + 𝒙𝟐 + 𝟓) = 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟒

𝒇(𝒙) + 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟒

𝒙𝟐+𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟒

𝟓

= 𝟐 + 𝟒𝟐 + 𝟓 = 𝟐 + 𝟏𝟔 + 𝟓 = 𝟐𝟑 

 السؤال الرابع :-أوجد النهايات مع ذكر السبب ؟

(𝒊) 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟏−

√𝟏 − 𝒙 =  (لأن الدالة معرفة فى جوار ايسر للعدد 𝟏)𝟎

(𝒊𝒊) 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟐+

√𝒙 − 𝟐 =  (لأن الدالة معرفة فى جوار ايمن للعدد 𝟐)𝟎

(𝒊𝒊𝒊) 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟑

√𝟑 − 𝒙 =  (لأن الدالة غير معرفة فى جوار ايمن للعدد 𝟑)غير موجودة

(𝒊𝒗) 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟏

𝟏

𝟐 + √𝒙 + 𝟑
=

𝟏

𝟐 + √𝟏 + 𝟑
=  

𝟏

𝟐 + 𝟐
=
𝟏

𝟒
 

 

 مع تمنياتي بالتوفيق والنجاح...... أ.هلال حسين أحمد
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 -: الخامسالسؤال 

−𝟑 ≤ 𝒙 ≤  استخدم الرسم البياني التالي للدالة𝑓(𝑥) حيث 𝟒

:  فى الإجابة عن الأسئلة التالية

 

 

 

 

 

 استخدم الأشكال البيانية الموضحة أدناة فى النهايات

 التالية مع تبرير إجابتك 

 

(𝟏) 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟐

(𝒇(𝒙) + 𝐠(𝒙)) = 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟐

𝒇(𝒙) + 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟐

𝐠(𝒙) = 𝟑 + 𝟑 = 𝟔 

(𝟐) 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟏

(√𝐠(𝒙)) =√𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟏

𝐠(𝒙) = √𝟏

=  (لأن الدالة 𝐠(𝒙)√معرفة فى جوار  للعدد 𝟏) 𝟏

 

(𝟏) 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟏

√𝒇(𝒙) =  غير موجودة

(𝟐) 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟐

√𝒇(𝒙) =  غير موجودة

(𝟑) 𝒍𝒊𝒎
𝒙→−𝟏

√𝒇(𝒙) + 𝟏 = √𝟐 + 𝟏 = √𝟑 
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(𝟑) 𝒍𝒊𝒎
𝒙→−𝟏

(√𝒇(𝒙))

=  (لأن الدالة 𝒇(𝒙)√غير معرفة فى جوار  للعدد 𝟏−)غير موجودة

(𝟒) 𝒍𝒊𝒎
𝒙→−𝟐

(√𝐠(𝒙)) =√𝒍𝒊𝒎
𝒙→−𝟐

𝐠(𝒙)

=  (لأن الدالة 𝐠(𝒙)√غير معرفة فى جوار ايمن  للعدد 𝟐−)غير موجودة

(𝟓) 𝒍𝒊𝒎
𝒙→−𝟐

(√𝒇(𝒙)) =√𝒍𝒊𝒎
𝒙→−𝟐

𝒇(𝒙)

=  (لأن الدالة 𝒇(𝒙)√غير معرفة فى جوار ايمن  للعدد 𝟐−)غير موجودة

(𝟔) 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟐

(√𝐠(𝒙) + 𝒇(𝒙)) =√𝟑 + 𝟑

= √𝟔(√𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟐

𝐠(𝒙) + 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟐

𝒇(𝒙)  (لأن موجودة

 -:السادس السؤال 

(𝟏) 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟐

𝒙𝟐 − 𝟒

𝒙 − 𝟐
=                                              (𝟐) 𝒍𝒊𝒎

𝒙→𝟏

𝒙 − 𝟏

𝒙𝟐 − 𝟏
=                             

𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟐

(𝒙 − 𝟐)(𝒙 + 𝟐)

𝒙 − 𝟐
= 𝟒                                   𝒍𝒊𝒎

𝒙→𝟐

(𝒙 − 𝟏)

(𝒙 − 𝟏)(𝒙 + 𝟏)
=
𝟏

𝟑
 

(𝟑) 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎

𝒙𝟐 − 𝒙 + 𝟑

𝒙 + 𝟐
=                                    (𝟒) 𝒍𝒊𝒎

𝒙→𝟐

𝒙𝟐 − 𝟑𝒙 + 𝟐

𝒙𝟐 − 𝟒
=        

𝟎 − 𝟎 + 𝟑

𝟎 + 𝟐
=
𝟑

𝟐
                                                  𝒍𝒊𝒎

𝒙→𝟐

(𝒙 − 𝟏)(𝒙 − 𝟐)

(𝒙 − 𝟐)(𝒙 + 𝟐)
=

𝟏

𝟐 + 𝟐
=
𝟏

𝟒
 

(𝟓) 𝒍𝒊𝒎
𝒙→−𝟐

𝒙𝟐 − 𝟒

𝒙 + 𝟐
=                                              (𝟔) 𝒍𝒊𝒎

𝒙→𝟏

𝒙𝟐 − 𝟏

𝒙 − 𝟏
=                             

𝒍𝒊𝒎
𝒙→−𝟐

(𝒙 − 𝟐)(𝒙 + 𝟐)

𝒙 + 𝟐
= −𝟒                                   𝒍𝒊𝒎

𝒙→𝟏

(𝒙 − 𝟏)(𝒙 + 𝟏)

(𝒙 − 𝟏)
=
𝟐

𝟏
= 𝟐          
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(𝟕) 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟑

𝒙 − 𝟑

𝒙𝟐 − 𝟗
=                                                               (𝟖) 𝒍𝒊𝒎

𝒙→−𝟏

𝒙𝟐 + 𝒙

𝒙 + 𝟏
=                             

𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟑

(𝒙 − 𝟑)

(𝒙 + 𝟑)(𝒙 − 𝟑)
=
𝟏

𝟔
                                             𝒍𝒊𝒎

𝒙→−𝟏

𝒙(𝒙 + 𝟏)

(𝒙 + 𝟏)
= −𝟏       

(𝟗) 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟒

𝒙𝟐 − 𝟒𝒙

𝒙𝟐 − 𝟏𝟔
= 𝒍𝒊𝒎

𝒙→𝟒

𝒙(𝒙 − 𝟒)

(𝒙 − 𝟒)(𝒙 + 𝟒)
=
𝟒

𝟖
=
𝟏

𝟐
 

 

(𝟏𝟎) 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟏

𝒙𝟑 − 𝟐𝒙𝟐 + 𝒙

𝒙𝟐 − 𝟏
= 𝒍𝒊𝒎

𝒙→𝟏

𝒙(𝒙𝟐 − 𝟐𝒙 + 𝟏)

(𝒙 − 𝟏)(𝒙 + 𝟏)
=
𝒙(𝒙 − 𝟏)(𝒙 − 𝟏)

(𝒙 − 𝟏)(𝒙 + 𝟏)
= 𝟎 

 

(𝟏𝟏) 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟑

𝒙𝟑 − 𝟐𝟕

𝟐𝒙 − 𝟔
= 𝒍𝒊𝒎

𝒙→𝟑

(𝒙 − 𝟑)(𝒙𝟐 + 𝟑𝒙 + 𝟗)

𝟐(𝒙 − 𝟑)
=
𝟐𝟕

𝟐
 

 

(𝟏𝟐) 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎

(𝟐 + 𝒙)𝟐 − 𝟒

𝒙
= 𝒍𝒊𝒎

𝒙→𝟎

(𝟐 + 𝒙 − 𝟐)(𝟐 + 𝒙 + 𝟐)

𝒙
=
𝟒

𝟏
= 𝟒 

 

(𝟏𝟏) 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎

𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙 − 𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙

𝒔𝒊𝒏𝒙
= 𝒍𝒊𝒎

𝒙→𝟎

𝒔𝒊𝒏𝒙(𝒔𝒊𝒏𝒙 − 𝟐𝐜𝐨𝐬𝒙)

𝒔𝒊𝒏𝒙
=
𝟎 − 𝟐

𝟏
= −𝟐 

[𝐬𝐢𝐧𝟐𝒙 = 𝟐𝐬𝐢𝐧𝒙 𝐜𝐨𝐬𝒙           ∶  [إرشاد

(𝟏𝟏) 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎

𝟏 − 𝐜𝐨𝐬 𝒙

𝒔𝒊𝒏𝟐 𝒙
= 𝒍𝒊𝒎

𝒙→𝟎

(𝟏 − 𝐜𝐨𝐬 𝒙)(𝟏 + 𝐜𝐨𝐬 𝒙)

𝒔𝒊𝒏𝟐 𝒙 (𝟏 + 𝐜𝐨𝐬 𝒙)
= 𝐥𝐢𝐦

𝒙→𝟎

𝟏 − 𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙

𝒔𝒊𝒏𝟐 𝒙 (𝟏 + 𝐜𝐨𝐬 𝒙)
= 

𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎

𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙

𝒔𝒊𝒏𝟐 𝒙 (𝟏 + 𝒄𝒐𝒔 𝒙)
=

𝟏

𝟏 + 𝟏
=
𝟏

𝟐
 

[𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒙 = 𝟏 − 𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙          ∶   [إرشاد
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 الضرب في المرافق-:السابع السؤال 

(𝟏) 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟗

√𝒙 − 𝟑

𝒙 − 𝟗
= 𝒍𝒊𝒎

𝒙→𝟗

√𝒙 − 𝟑

(√𝒙 − 𝟑)(√𝒙 + 𝟑)
=

𝟏

√𝟗 + 𝟑
=
𝟏

𝟔
 

  

(𝟐) 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟒

𝒙 − 𝟒

√𝒙 − 𝟐
= 𝒍𝒊𝒎

𝒙→𝟒

(√𝒙 − 𝟐)(√𝒙 + 𝟐)

(√𝒙 − 𝟐)
=√𝟒 + 𝟐 = 𝟒  

(𝟑) 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟑

√𝒙 − 𝟐 − 𝟏

𝒙𝟐 − 𝟐𝒙 − 𝟑
= 𝒍𝒊𝒎

𝒙→𝟑

√𝒙 − 𝟐 − 𝟏

(𝒙 − 𝟑)(𝒙 + 𝟏)
×
√𝒙 − 𝟐 + 𝟏

√𝒙 − 𝟐 + 𝟏
= 

𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟑

𝒙 − 𝟐 − 𝟏

(𝒙 − 𝟑)(𝒙 + 𝟏)(√𝒙 − 𝟐 + 𝟏)
=  

𝟏

𝟒 × 𝟐
=
𝟏

𝟖
 

(𝟑) 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟐

√𝒙 + 𝟐 − 𝟐

𝒙 − 𝟐
= 𝒍𝒊𝒎

𝒙→𝟐

√𝒙 + 𝟐 − 𝟐

(𝒙 − 𝟐)
×
√𝒙 + 𝟐 + 𝟐

√𝒙 + 𝟐 + 𝟐
= 

𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟐

𝒙 + 𝟐 − 𝟒

(𝒙 − 𝟐)(√𝒙 + 𝟐 + 𝟐)
=  
𝟏

𝟒
 

(𝟒) 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟏

𝒙 − 𝟏

√𝒙 + 𝟑 − 𝟐
= 𝒍𝒊𝒎

𝒙→𝟏

(𝒙 − 𝟏)

(√𝒙 + 𝟑 − 𝟐)
×
(√𝒙 + 𝟑 + 𝟐)

(√𝒙 + 𝟑 + 𝟐)
= 

𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟏

(
(𝒙 − 𝟏)

(𝒙 + 𝟑 − 𝟒)
×
(√𝒙 + 𝟑 + 𝟐)

𝟏
) =𝟐 + 𝟐 = 𝟒 

(𝟓) 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟕

√𝒙 + 𝟐 − 𝟑

𝒙 − 𝟕
= 𝒍𝒊𝒎

𝒙→𝟕

√𝒙 + 𝟐 − 𝟑

(𝒙 − 𝟕)
×
(√𝒙 + 𝟐 + 𝟑)

(√𝒙 + 𝟐 + 𝟑)
= 
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𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟕

(
𝒙 + 𝟐 − 𝟗

(𝒙 − 𝟕)
×

𝟏

√𝒙 + 𝟐 + 𝟑
) =

𝟏

𝟔
 

(𝟔) 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟏

√𝒙 − 𝟏

𝒙𝟐 − 𝟑𝒙 + 𝟐
= 𝒍𝒊𝒎

𝒙→𝟏

√𝒙 − 𝟏

(𝒙 − 𝟐)(𝒙 − 𝟏)
×
(√𝒙 + 𝟏)

(√𝒙 + 𝟏)
= 

𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟏

(
𝒙 − 𝟏

(𝒙 − 𝟐)(𝒙 − 𝟏)
×

𝟏

√𝒙 + 𝟏
) = −

𝟏

𝟐
 

(𝟕) 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟒

𝒙𝟐 − 𝟒𝒙

√𝒙 − 𝟐
= 𝒍𝒊𝒎

𝒙→𝟒

𝒙(𝒙 − 𝟒)

(√𝒙 − 𝟐)
×
(√𝒙 + 𝟐)

(√𝒙 + 𝟐)
= 

𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟒

𝒙(𝒙 − 𝟒)(√𝒙 + 𝟐)

(𝒙 − 𝟒)
= 𝟒(𝟒) = 𝟏𝟔 

 يد المقامتوح -:الثامن السؤال 

(𝟏) 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟐

𝟏
𝒙
−
𝟏
𝟐

𝒙 − 𝟐
= 𝒍𝒊𝒎

𝒙→𝟐

𝟐 − 𝒙
𝟐𝒙
𝒙 − 𝟐

= 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟐

𝟐 − 𝒙

𝟐𝒙. (𝒙 − 𝟐)
= −

𝟏

𝟒
 

(𝟐) 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟏

𝟏
𝟐
−

𝟏
𝒙 + 𝟏

𝒙𝟐 − 𝟏
= 𝒍𝒊𝒎

𝒙→𝟏

𝒙 + 𝟏 − 𝟐
𝟐(𝒙 + 𝟏)

𝒙𝟐 − 𝟏
= 𝒍𝒊𝒎

𝒙→𝟏

𝒙 − 𝟏

𝟐(𝒙 + 𝟏). (𝒙𝟐 − 𝟏)

= 

𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟏

𝒙 − 𝟏

𝟐(𝒙 + 𝟏). (𝒙 − 𝟏)(𝒙 + 𝟏)
=
𝟏

𝟖
 

(𝟑) 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎

𝟏
𝟐 + 𝒙

−
𝟏
𝟐

𝒙
= 𝒍𝒊𝒎

𝒙→𝟎

𝟐 − 𝟐 − 𝒙
𝟐(𝟐 + 𝒙)

𝒙
= 𝒍𝒊𝒎

𝒙→𝟎

−𝒙

𝟐𝒙(𝟐 + 𝒙)
= −

𝟏

𝟒
= 
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 .التعويض لتحديد النهاية ثم أوجد النهاية أشرح لماذا لايمكنك استخدام

(𝟒) 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎

𝟏
𝒙 + 𝟒

−
𝟏
𝟒

𝒙
= 𝒍𝒊𝒎

𝒙→𝟎

𝟒 − 𝟒 − 𝒙
𝟒(𝒙 + 𝟒)

𝒙
= 𝒍𝒊𝒎

𝒙→𝟎

−𝒙

𝟒𝒙(𝒙 + 𝟒)
= −

𝟏

𝟏𝟔
= 

(𝟓) 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟐

(
𝟏

𝟐 − 𝒙
−

𝟒

𝟒 − 𝒙𝟐
) = 𝒍𝒊𝒎

𝒙→𝟐
(

𝟏

𝟐 − 𝒙
−

𝟒

(𝟐 − 𝒙)(𝟐 + 𝒙)
) = 

𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟐

(
𝟐 + 𝒙 − 𝟒

(𝟐 − 𝒙)(𝟐 + 𝒙)
) = 𝒍𝒊𝒎

𝒙→𝟐
(

𝒙 − 𝟐

(𝟐 − 𝒙)(𝟐 + 𝒙)
) = −

𝟏

𝟒
 

 

(𝟔)𝐠(𝒙) =
𝟏

𝟐 + √𝒙 + 𝟑
           , 𝒇(𝒙) =

𝒙𝟐 − 𝟏

𝟐 − √𝒙 + 𝟑
∶  لتكن

:( مفسرا   إجابتك كل حالة)   أوجد

(𝒊) 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟏

𝐠(𝒙) = 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟏

𝟏

𝟐 + √𝒙 + 𝟑
=
𝟏

𝟒
 

(𝒊𝒊) 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟏

𝒇(𝒙). 𝐠(𝒙) = 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟏

𝒙𝟐 − 𝟏

𝟐 − √𝒙 + 𝟑
×

𝟏

𝟐 + √𝒙 + 𝟑
 

= 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟏

(𝒙 − 𝟏)(𝒙 + 𝟏)

𝟒 − (𝒙 + 𝟑)
= 𝒍𝒊𝒎

𝒙→𝟏

(𝒙 − 𝟏)(𝒙 + 𝟏)

𝟒 − 𝒙 − 𝟑
= −

𝟐

𝟏
= −𝟐 

(𝒊𝒊𝒊)؟ أعط تفسيرا   لإجابتك 𝒍𝒊𝒎
𝒙→−𝟑

𝐠(𝒙)   هل يمكن إيجاد

–لأن الدالة غير معرفة فى جوار أيسر للعدد لا  𝟑 

 

 مع تمنياتي بالتوفيق والنجاح...... أ.هلال حسين أحمد
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 (𝟕) فى إحدي الدراسات على عيون القطط وجد أن قطر البؤبؤ𝒇(𝒙) للقط يتناسب عكسيا  

 مع شدة الإضاءة 𝒙 التي تسقط

𝒇(𝒙) =
𝟏𝟔𝟎𝒙−𝟎.𝟎𝟒 + 𝟗𝟎

𝟒𝒙−𝟎.𝟎𝟒 + 𝟏𝟓
∶   على عينية وفق العلاقة

  أوجد نهاية قطر البؤبؤ عندما تسعي شدة الإضاءة 𝑥 إلى الصفر

𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎

𝟏𝟔𝟎𝒙−𝟎.𝟎𝟒 + 𝟗𝟎

𝟒𝒙−𝟎.𝟎𝟒 + 𝟏𝟓
    𝒙𝟎.𝟎𝟒بالضرب ومقاما بسطا فى 

𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎

𝟏𝟔𝟎 + 𝟗𝟎  𝒙𝟎.𝟎𝟒

𝟒 + 𝟏𝟓  𝒙𝟎.𝟎𝟒
=
𝟏𝟔𝟎

𝟒
= 𝟒𝟎 

 دالة المطلق -:التاسعالسؤال 

  أوجد النهاية إن وجدت مفسرا   إجابتك.

(𝟏) 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟐−

|𝒙 − 𝟐|

𝒙 − 𝟐
= 𝒍𝒊𝒎

𝒙→𝟐−

𝟐 − 𝒙

𝒙 − 𝟐
= −𝟏            ∶  |𝒙 − 𝟐| = 𝟐 − 𝒙, 𝒙 ≤ 𝟐 

(𝟐) 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟏+

|𝒙 − 𝟏|

𝒙𝟐 + 𝒙 − 𝟐
= 𝒍𝒊𝒎

𝒙→𝟐−

𝒙 − 𝟏

(𝒙 + 𝟐)(𝒙 − 𝟏)
=
𝟏

𝟑
            ∶  |𝒙 − 𝟏|

= 𝒙 − 𝟏, 𝒙 ≥ 𝟏 

(𝟑) 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟏+

|𝒙 + 𝟏| − 𝟐

𝒙𝟐 − 𝟏
= 𝒍𝒊𝒎

𝒙→𝟏+

𝒙 + 𝟏 − 𝟐

(𝒙 + 𝟏)(𝒙 − 𝟏)
=
𝟏

𝟐
            ∶  |𝒙 + 𝟏|

= 𝒙 + 𝟏, 𝒙 ≥ −𝟏 

(𝟒) 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟐+

|𝒙 − 𝟏| − 𝟏

𝟐𝒙 − 𝟒
= 𝒍𝒊𝒎

𝒙→𝟐−

𝒙 − 𝟏 − 𝟏

𝟐(𝒙 − 𝟐)
=
𝟏

𝟐
            ∶  |𝒙 − 𝟏| = 𝒙 − 𝟏, 𝒙 ≥ 𝟏 

(𝟓) 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟐−

|𝒙 − 𝟐|

𝒙𝟐 − 𝟒
= 𝒍𝒊𝒎

𝒙→𝟐−

−(𝒙 − 𝟐)

(𝒙 + 𝟐)(𝒙 − 𝟐)
= −

𝟏

𝟒
            ∶  |𝒙 − 𝟐| = −(𝒙 − 𝟐), 𝒙 ≤ 𝟐 
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𝒏 ≤ 𝒙 < 𝒏 + 𝒚 حيث 𝟏 = [𝒙] ∶  دالة الصحيح

 

(𝟓) 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟐−

[𝒙] =𝟏 (𝟔) 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟐+

[𝒙] =𝟐 

(𝟕) 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟐−

[𝒙 − 𝟏] = 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟐−

([𝒙] − 𝟏) =𝟏 − 𝟏 = 𝟎         (𝟖) 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟐+

[𝒙 − 𝟏] =𝟐 − 𝟏 = 𝟏 

(𝟗) 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎+

[𝒙]

𝒙
=𝟎                                (𝟏𝟎) 𝒍𝒊𝒎

𝒙→𝟎−

𝒙

[𝒙]
=𝟎 

(𝟏𝟏) 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟐−

𝒙𝟐 + 𝟐𝒙 − [𝒙] =𝟒 + 𝟐 × 𝟐 − 𝟏 = 𝟖 − 𝟏 = 𝟕 

(𝟏𝟐) 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟑−

𝒙

[𝒙]
= 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟑−

𝒙

𝟐
=
𝟑

𝟐
:  [𝒙] = 𝟐 , 𝒙 → 𝟑 − 

(𝟏𝟑) 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎+

𝟐𝒙([𝒙] + 𝟑)

𝒙𝟐 + 𝒙
= 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎+

𝟐𝒙(𝟎 + 𝟑)

𝒙𝟐 + 𝒙

= 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎+

𝟔𝒙

𝒙𝟐 + 𝒙
= 𝒍𝒊𝒎

𝒙→𝟎+

𝟔𝒙

𝒙(𝒙 + 𝟏)
=𝟔 

(𝟏𝟒) 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎+

(
𝒙

|𝒙|
− 𝟐[𝒙]) = 𝒍𝒊𝒎

𝒙→𝟎+
(
𝒙

𝒙
− 𝟐 × 𝟎) = 𝟏    ∶ [𝒙] = 𝟎 , |𝒙| = 𝒙 ∶ 𝒙 → 𝟎 + 

(𝟏𝟓) 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟐+

(|𝒙 − 𝟐| + [𝒙]) = 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟐+

(𝒙 − 𝟐 + 𝟐) = 𝟐    

∶ [𝒙] = 𝟐 , |𝒙 − 𝟐| = 𝒙 − 𝟐 ∶ 𝒙 → 𝟐 + 

-أوجد النهايات التالية :  

(𝟏) 𝒍𝒊𝒎
𝒙→

𝟏
𝟐

[𝒙] = [
𝟏

𝟐
] = 𝟎                  

(𝟐) 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎.𝟎𝟏

[𝒙] = [𝟎. 𝟎𝟏] = 𝟎  

(𝟑) 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎+

[𝒙] =𝟎 (𝟒) 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎−

[𝒙] = − 𝟏 
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(𝟏𝟔) 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟕

𝒙 − 𝟕

|𝒙 − 𝟔| − 𝟏
= 𝒍𝒊𝒎

𝒙→𝟕

𝒙 − 𝟕

𝒙 − 𝟔 − 𝟏
= 𝟏    

∶ |𝒙 − 𝟔| = 𝒙 − 𝟔 ∶ 𝒙 → 𝟕 

 السؤال العاشر:-

 أوجد النهايات التالية :

(𝟏) 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎

𝐬𝐢𝐧𝟓𝒙

𝒙
= 𝟓 

(𝟐) 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎

𝐭𝐚𝐧𝒙

𝒙
= 𝟏 

(𝟑) 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎

𝟑𝒙

𝐬𝐢𝐧𝟐𝒙
=
𝟑

𝟐
 

(𝟒) 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎

𝐬𝐢𝐧𝟐𝒙

𝒙 𝐜𝐨𝐬 𝒙
= 𝒍𝒊𝒎

𝒙→𝟎

𝐬𝐢𝐧𝟐𝒙

𝒙
×

𝟏

𝒄𝒐𝒔 𝒙
= 𝟐 × 𝟏 = 𝟐 

 

(𝟓) 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎

𝐬𝐢𝐧 𝟒𝒙

𝟐𝒙𝟐 + 𝟑𝒙
= 𝒍𝒊𝒎

𝒙→𝟎

𝐬𝐢𝐧 𝟒𝒙

𝒙
×

𝟏

𝟐𝒙 + 𝟑
=
𝟒

𝟑
 

(𝟔) 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎

𝒔𝒊𝒏𝟐𝟒𝒙

𝒙𝟐
= 𝒍𝒊𝒎

𝒙→𝟎
(
𝐬𝐢𝐧 𝟒𝒙

𝒙
×
𝐬𝐢𝐧 𝟒𝒙

𝒙
) = 𝟒 × 𝟒 = 𝟏𝟔 

(𝟕) 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎

𝟓𝒙 + 𝐬𝐢𝐧 𝟑𝒙

𝟐𝒙 − 𝐭𝐚𝐧𝒙
= 𝒍𝒊𝒎

𝒙→𝟎
(

𝟓𝒙
𝒙
+
𝐬𝐢𝐧 𝟑𝒙
𝒙

𝟐𝒙
𝒙
−
𝐭𝐚𝐧𝒙
𝒙

) =
𝟓 + 𝟑

𝟐 − 𝟏
=
𝟖

𝟏
= 𝟖 

(𝟖) 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎

𝐬𝐢𝐧 𝟑𝒙 + 𝐬𝐢𝐧 𝟐𝒙

𝟓𝒙
= 𝒍𝒊𝒎

𝒙→𝟎
(
𝐬𝐢𝐧𝟑𝒙

𝟓𝒙
+
𝐬𝐢𝐧 𝟐𝒙

𝟓𝒙
) =

𝟑

𝟓
+
𝟐

𝟓
= 𝟏 
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(𝟗) 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎

𝒙

𝐬𝐢𝐧 𝒙
= 𝒍𝒊𝒎

𝒙→𝟎
(

𝒙
𝒙

𝐬𝐢𝐧 𝒙
𝒙

) =
𝟏

𝟏
= 𝟏 

(𝟏𝟎) 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎

𝟑𝐬𝐢𝐧 𝟒𝒙

𝐬𝐢𝐧 𝟑𝒙
= 𝒍𝒊𝒎

𝒙→𝟎
(

𝟑𝐬𝐢𝐧 𝟒𝒙
𝒙

𝐬𝐢𝐧𝟑𝒙
𝒙

) =
𝟏𝟐

𝟑
= 𝟒 

(𝟏𝟏) 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎

𝐬𝐢𝐧 𝒙

𝟐𝒙𝟐 − 𝒙
= 𝒍𝒊𝒎

𝒙→𝟎
(

𝐬𝐢𝐧𝒙
𝒙

𝟐𝒙 − 𝟏
) =

𝟏

−𝟏
= −𝟏 

(𝟏𝟐) 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎

𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙

𝒙
= 𝒍𝒊𝒎

𝒙→𝟎
(
𝐬𝐢𝐧 𝒙

𝒙
×
𝐬𝐢𝐧 𝒙

𝟏
) = 𝟏 × 𝟎 = 𝟎 

(𝟏𝟑) 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎

𝒙 𝐜𝐬𝐜 𝒙 = 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎

𝒙

𝐬𝐢𝐧 𝒙
= 𝒍𝒊𝒎

𝒙→𝟎
(

𝒙
𝒙

𝐬𝐢𝐧 𝒙
𝒙

) =
𝟏

𝟏
= 𝟏 

(𝟏𝟒) 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎

𝒙 + 𝐬𝐢𝐧 𝒙

𝒙
= 𝒍𝒊𝒎

𝒙→𝟎
(
𝒙

𝒙
+
𝐬𝐢𝐧𝒙

𝒙
) = 𝟏 + 𝟏 = 𝟐 

(𝟏𝟓) 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎

𝐬𝐢𝐧 𝒙 + 𝟐𝒙

𝐬𝐢𝐧 𝒙
= 𝒍𝒊𝒎

𝒙→𝟎
(

𝐬𝐢𝐧𝒙
𝒙

+
𝟐𝒙
𝒙

𝐬𝐢𝐧 𝒙
𝒙

) =
𝟏 + 𝟐

𝟏
= 𝟑 

 

(𝟏𝟔) 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎

𝟑 𝐜𝐨𝐬𝒙 − 𝒙𝟐 𝐜𝐨𝐭 𝒙

𝒙 𝐜𝐨𝐭 𝒙
= 𝒍𝒊𝒎

𝒙→𝟎
(
𝟑𝒄𝒐𝒔𝒙 − 𝒙 ×

𝒙
𝒕𝒂𝒏𝒙

𝒙
𝒕𝒂𝒏𝒙

) =
𝟑 − 𝟎

𝟏
= 𝟑 

 مع تمنياتي بالتوفيق والنجاح...... أ.هلال حسين أحمد
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 (𝟏𝟕) 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎+

(
𝐬𝐢𝐧 𝒙

|𝒙|
− 𝟐[𝒙])

= 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎+

(
𝐬𝐢𝐧 𝒙

𝒙
− 𝟐 × 𝟎) = 𝟏          

 |𝒙| = 𝒙 , [𝒙] = 𝟎 ⟸ 𝒙 →  عندما +𝟎

(𝟏𝟖) 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟏+

(
|𝒙 + 𝟏| − 𝟐

𝒙𝟐 − 𝟏
) = 𝒍𝒊𝒎

𝒙→𝟎

𝟓𝒙

𝒔𝒊𝒏𝒌𝒙

= 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟏+

(
𝒙 + 𝟏 − 𝟐

𝒙𝟐 − 𝟏
) = 𝒍𝒊𝒎

𝒙→𝟎

𝟓𝒙

𝒔𝒊𝒏𝒌𝒙

⟹ 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟏+

(
𝒙 − 𝟏

(𝒙 − 𝟏)(𝒙 + 𝟏)
) =

𝟓

𝒌
⟹

𝟏

𝟐
=
𝟓

𝒌

⟹ 𝒌 = 𝟏𝟎          

 |𝒙 + 𝟏| = 𝒙 + 𝟏 ⟸ 𝒙 →  عندما +𝟏

 

(𝟏𝟗) 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎

𝐬𝐢𝐧𝟖𝒙 𝐜𝐨𝐬𝟑𝒙

𝐬𝐢𝐧𝟐𝒙

= 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎

(

𝒔𝒊𝒏𝟖𝒙
𝒙

× 𝒄𝒐𝒔𝟑𝒙

𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙
𝒙

) =
𝟖 × 𝟏

𝟐
= 𝟒 

 

 ق والنجاح...... أ.هلال حسين أحمدمع تمنياتي بالتوفي
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 السؤال الحادي عشر:-

 -أوجد : الشطيرةبإستخدام نظرية 

(𝟏)  𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎

𝒙𝟐𝒔𝒊𝒏𝒙   ∵ −𝟏 ≤ 𝒔𝒊𝒏𝒙 ≤ 𝟏       × 𝒙𝟐 

−𝒙𝟐 ≤ 𝒙𝟐𝒔𝒊𝒏 𝒙 ≤ 𝒙𝟐 ⟹ 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎

(−𝒙𝟐) = 𝟎    , 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎

(𝒙𝟐) = 𝟎 

⟹ 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎

𝒙𝟐𝒔𝒊𝒏𝒙 = 𝟎 

(𝟐)  𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎

𝒙𝟐𝒔𝒊𝒏
𝟏

𝒙𝟐
 ∵  −𝟏 ≤ 𝒔𝒊𝒏

𝟏

𝒙𝟐
≤ 𝟏       × 𝒙𝟐 

−𝒙𝟐 ≤ 𝒙𝟐𝒔𝒊𝒏
𝟏

𝒙𝟐
≤ 𝒙𝟐 ⟹ 𝒍𝒊𝒎

𝒙→𝟎
(−𝒙𝟐) = 𝟎    , 𝒍𝒊𝒎

𝒙→𝟎
(𝒙𝟐) = 𝟎 

⟹ 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎

𝒙𝟐𝒔𝒊𝒏
𝟏

𝒙𝟐
= 𝟎 

(𝟑)  𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎

𝒙𝒔𝒊𝒏𝒙   ∵ −𝟏 ≤ 𝒔𝒊𝒏𝒙 ≤ 𝟏       × 𝒙 

 لابد من تمييز حالتين

 

 

 

 

 

 

𝒙 > 𝟎 

∵ −𝟏 ≤ 𝒔𝒊𝒏 𝒙 ≤ 𝟏       × 𝒙 

−𝒙 ≤ 𝒙𝒔𝒊𝒏𝒙 ≤ 𝒙 ⟹ 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎

(−𝒙) = 𝟎   

 , 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎

(𝒙) = 𝟎 ⟹ 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎

𝒙𝒔𝒊𝒏 𝒙 = 𝟎 

 

𝒙 < 𝟎 

∵ −𝟏 ≤ 𝒔𝒊𝒏 𝒙 ≤ 𝟏       × 𝒙 

−𝒙 ≥ 𝒙𝒔𝒊𝒏𝒙 ≥ 𝒙 ⟹ 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎

(−𝒙) = 𝟎   

 , 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎

(𝒙) = 𝟎 ⟹ 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎

𝒙𝒔𝒊𝒏𝒙 = 𝟎 

 

∴ 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎

𝒙𝒔𝒊𝒏 𝒙 = 𝟎 
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(𝟒)  𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎

𝒙𝟐𝒄𝒐𝒔
𝟏

𝒙𝟐
 ∵  −𝟏 ≤ 𝒄𝒐𝒔

𝟏

𝒙𝟐
≤ 𝟏       × 𝒙𝟐 

−𝒙𝟐 ≤ 𝒙𝟐𝒄𝒐𝒔
𝟏

𝒙𝟐
≤ 𝒙𝟐 ∵ 𝒍𝒊𝒎

𝒙→𝟎
(−𝒙𝟐) = 𝟎  , 𝒍𝒊𝒎

𝒙→𝟎
(𝒙𝟐) = 𝟎 

⟹ 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎

𝒙𝟐𝒄𝒐𝒔
𝟏

𝒙𝟐
= 𝟎 

(𝟓)  𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎+

√𝒙 𝒄𝒐𝒔
𝟏

𝒙𝟐
 ∵  −𝟏 ≤ 𝒄𝒐𝒔

𝟏

𝒙𝟐
≤ 𝟏      ×  √𝒙 > 𝟎 

−√𝒙 ≤ √𝒙 𝒄𝒐𝒔
𝟏

𝒙𝟐
≤ √𝒙 ∵ 𝒍𝒊𝒎

𝒙→𝟎+
(−√𝒙) = 𝟎 , 𝒍𝒊𝒎

𝒙→𝟎+
(√𝒙) = 𝟎

⟹ 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎+

√𝒙 𝒄𝒐𝒔
𝟏

𝒙𝟐
= 𝟎 

  -ضرب دالتين في إيجاد كلاً من :أشرح هل يمكن تطبيق نهاية حاصل 

(𝟔)(𝒊) 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎

𝒙𝟐 𝒔𝒊𝒏𝒙  , (𝒊𝒊)𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎

𝒙𝟐 𝒔𝒊𝒏
𝟏

𝒙
 

 ثم أوجد قيمة كل من النهايتين بخطوات تحليلية.

(𝒊) 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎

(𝒙𝟐 𝒔𝒊𝒏𝒙) = 𝟎 × 𝐬𝐢𝐧𝟎 =   تعويض مباشر 𝟎

, (𝒊𝒊) 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎

𝒙𝟐 𝒔𝒊𝒏
𝟏

𝒙
    𝒙 =   الدالة غير معرفة عند 𝟎

 لذلك نطبق نظرية الإحاطة   :

∵  −𝟏 ≤ 𝒔𝒊𝒏
𝟏

𝒙
≤ 𝟏       × 𝒙𝟐 ⟹ −𝒙𝟐 ≤ 𝒙𝟐𝒔𝒊𝒏

𝟏

𝒙
≤ 𝒙𝟐 

𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎

(−𝒙𝟐) = 𝟎    , 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎

(𝒙𝟐) = 𝟎 ⟹ 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎

𝒙𝟐𝒔𝒊𝒏
𝟏

𝒙
= 𝟎 
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(𝟕) 𝒇(𝒙) = 𝟑 + 𝒙𝟐 𝒔𝒊𝒏
𝟏

𝒙
 ∶      إذا كانت

  𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎

𝒇(𝒙) :   استخدام نظرية الإحاطة في إيجاد

   ∵  −𝟏 ≤ 𝒔𝒊𝒏
𝟏

𝒙
≤ 𝟏       × 𝒙𝟐 

−𝒙𝟐 ≤ 𝒙𝟐𝒔𝒊𝒏
𝟏

𝒙
≤ 𝒙𝟐 (+𝟑)  ⟹ −𝒙𝟐 + 𝟑 ≤ 𝟑 + 𝒙𝟐𝒔𝒊𝒏

𝟏

𝒙
≤ 𝟑 + 𝒙𝟐  

⟹ 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎

(−𝒙𝟐 + 𝟑) = 𝟑    , 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎

(𝟑 + 𝒙𝟐) = 𝟑 ⟹ 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎

(𝟑 + 𝒙𝟐𝒔𝒊𝒏
𝟏

𝒙
) = 𝟑 

(𝟖) 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎+

𝒉(𝒙) : 𝒉(𝒙)      استخدام نظرية الإحاطة في إيجاد = √𝒙𝒔𝒊𝒏
𝟏

𝒙
 ∶  لتكن

 ∵  −𝟏 ≤ 𝒔𝒊𝒏
𝟏

𝒙
≤ 𝟏      ×  √𝒙 > 𝟎 

−√𝒙 ≤ √𝒙 𝒔𝒊𝒏
𝟏

𝒙
≤ √𝒙 ∵ 𝒍𝒊𝒎

𝒙→𝟎+
(−√𝒙) = 𝟎 , 𝒍𝒊𝒎

𝒙→𝟎+
(√𝒙) = 𝟎

⟹ 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎+

√𝒙 𝒔𝒊𝒏
𝟏

𝒙
= 𝟎 

𝟐 صحيحة في فترة حول الصفر(𝟗) − 𝒙𝟐 < 𝒇(𝒙) < 𝟐 + 𝒙𝟐 + 𝒙𝟑 ∶ 𝒇(𝒙) =
𝒙 𝐬𝐢𝐧 𝒙

𝟏 − 𝐜𝐨𝐬 𝒙
 لتكن 

  . (𝑖) استخدم نظرية الإحاطة ∶ lim بالطريقتين التاليتين
𝑥→0

𝑓(𝑥)  أوجد 

𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎

(𝟐 − 𝒙𝟐) = 𝟐, 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎

(𝟐 + 𝒙𝟐 + 𝒙𝟑) = 𝟐 ⟹ 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎

𝒇(𝒙) = 𝟐 

(𝒊𝒊) 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎

(
𝒙 𝒔𝒊𝒏 𝒙

𝟏 − 𝒄𝒐𝒔 𝒙
× (

𝟏 + 𝒄𝒐𝒔 𝒙

𝟏 + 𝒄𝒐𝒔 𝒙
))

= 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎

𝒙 𝒔𝒊𝒏 𝒙

𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙
×
(𝟏 + 𝒄𝒐𝒔 𝒙)

𝟏
= 𝟏 × 𝟐 = 𝟐 
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(𝟏𝟎)[−𝟑 , 𝒙 في الفترة[𝟑 ≠ 𝒙𝟐) حيث 𝟏 − 𝟏)(𝒙𝟐 + 𝟏)

≤ (𝒙 − 𝟏)𝒇(𝒙) ≤ (𝒙𝟐 + 𝟐𝒙 −   إذا كانت(𝟑

𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟏+

𝒇(𝒙): أوجد 

(𝒙𝟐 − 𝟏)(𝒙𝟐 + 𝟏)

(𝒙 − 𝟏)
≤
(𝒙 − 𝟏)𝒇(𝒙)

(𝒙 − 𝟏)
≤
(𝒙𝟐 + 𝟐𝒙 − 𝟑)

(𝒙 − 𝟏)
  ∶ (𝒙 −   بالقسمة علي(𝟏

𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟏+

(𝒙𝟐 − 𝟏)(𝒙𝟐 + 𝟏)

(𝒙 − 𝟏)
= 𝟒 , 𝒍𝒊𝒎

𝒙→𝟏+

(𝒙 − 𝟏)(𝒙 + 𝟑)

(𝒙 − 𝟏)
= 𝟒 ⟹ 𝒍𝒊𝒎

𝒙→𝟏+
𝒇(𝒙) = 𝟒 

(𝟏𝟏)(𝐬𝐢𝐧 𝒙 + 𝒙) ≤ 𝒇(𝒙) ≤ (𝒙𝟐 + 𝟐𝒙)إذا كانت  

𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎

𝒇(𝒙)

𝒙
أوجد :           [−𝝅 , 𝝅]في الفترة 𝒙 ≠  حيث 𝟎

(𝐬𝐢𝐧 𝒙 + 𝒙)

𝒙
≤
𝒇(𝒙)

𝒙
≤
(𝒙𝟐 + 𝟐𝒙)

𝒙
  ∶ (𝒙 −   بالقسمة علي(𝟏

𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎

(
𝐬𝐢𝐧 𝒙
𝒙

+
𝒙
𝒙
)

𝒙
𝒙

= 𝟐 , 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎

𝒙(𝒙 + 𝟐)

𝒙
= 𝟐 ⟹ 𝒍𝒊𝒎

𝒙→𝟎

𝒇(𝒙)

𝒙
= 𝟐 

𝐠(𝒙)| صحيحة               (𝟏𝟐) + 𝟒| ≤ 𝟐(𝟑 − 𝒙)𝟒إذا كانت  

𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟑

𝐠(𝒙): أوجد   𝒙لجميع قيم 

−𝟐(𝟑− 𝒙)𝟒 ≤ 𝐠(𝒙)+𝟒 ≤ 𝟐(𝟑− 𝒙)𝟒 .   (إضافة 𝟒−)

 ,−𝟐(𝟑 − 𝒙)𝟒 − 𝟒 ≤ 𝐠(𝒙) ≤ 𝟐(𝟑 − 𝒙)𝟒 − 𝟒 
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𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟑

(−𝟐(𝟑− 𝒙)𝟒 −𝟒) = −𝟒 , 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟑

(𝟐(𝟑− 𝒙)𝟒 −𝟒) = −𝟒  ⟹

𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟑

𝐠(𝒙) = −𝟒

 

 مع تمنياتي بالتوفيق والنجاح...... أ.هلال حسين أحمد
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 السؤال الثاني عشر:-

  استخدام الرسم البياني للإجابة عن الأسئلة ؟

𝟎 =  (𝟏) هل 𝒇(−𝟏) موجودة  ؟   نعم

 𝟎 = 𝒍𝒊𝒎 موجودة ؟ نعم
𝒙→−𝟏+

𝒇(𝒙)     (𝟐) هل 

𝒍𝒊𝒎 ؟ نعم
𝒙→−𝟏+

𝒇(𝒙) =  𝒇(−𝟏) (𝟑) هل  

𝒙 ؟ =  (𝟒) هل𝒇 متصلة عند𝟏−

𝒇(𝒙)حيث(𝟏−) نقطة طرفية لجهة اليمين في مجال .  نعم

𝒙 = ∴  𝒇 متصلة عند 𝟏−      𝒍𝒊𝒎
𝒙→−𝟏+

𝒇(𝒙) =  𝒇(−𝟏)  و 

    𝟏 =  (𝟓) هل 𝒇(𝟏) موجودة  ؟   نعم

 𝟐 = 𝒍𝒊𝒎 موجودة ؟ نعم
𝒙→𝟏

𝒇(𝒙)     (𝟔) هل 

𝒍𝒊𝒎 ؟ لا
𝒙→𝟏

𝒇(𝒙) =  𝒇(𝟏) (𝟕) هل  

𝐥𝐢𝐦    ؟
𝒙→𝟏

𝒇(𝒙) ≠  𝒇(𝟏) لا حيث    𝒙 =  (𝟖) هل𝒇 متصلة عند𝟏

𝒙  ؟ لا    =  (𝟗) هل𝒇 معرفة عند𝟐

      𝒙 = 𝒙 ؟   لا لأن 𝒇 غير معرفة عند𝟐 =  (𝟏𝟎) هل𝒇 متصلة عند𝟐

{𝟎, 𝟐 , 𝟏}/[−𝟏 ,  (𝟏𝟏) عند أي قيم لـ 𝒙 تكون 𝒇 متصلة ؟ هي ]𝟑

𝒙 ؟ هي القيمة 𝟎 =  (𝟏𝟐) ما القيمة التي يجب أن نعطيها لـ𝒇(𝟐) لتجعل الدالة متصلة عند 𝟐

𝒙 ؟ هي القيمة 𝟐 =  (𝟏𝟑) ما القيمة التي يجب أن نعطيها لـ𝒇(𝟏) لتجعل الدالة متصلة عند 𝟏

. (𝒂) كل نقطة عدم اتصال (انفصال) ∶  (𝟏𝟒) أوجد

 (𝒃) أي نقطة يمكن التخلص من الانفصال عندها ؟ اذكر الأسباب التي اعتمدت عليها في إجابتك.
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. (𝒂) كل نقطة عدم اتصال (انفصال) ∶  (14) أوجد

 (𝑏) أي نقطة يمكن التخلص من الانفصال عندها ؟ اذكر الأسباب التي اعتمدت عليها في إجابتك.

 

  

  

{𝟏 , 𝟐}  (𝒂) 

 𝒙 =  (𝒃) عند 𝟐

𝒇(𝟐) = 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟐

𝒇(𝒙) = 𝟏  وذلك بجعل

{𝟎 , 𝟏}  (𝒂) 

 𝒙 =  (𝒃) عند 𝟎

𝒇(𝟎) = 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎

𝒇(𝒙) = 𝟎  وذلك بجعل

 

{𝟏 , 𝟐}  (𝒂) 

 𝒙 =  (𝒃) عند 𝟐

𝒇(𝟐) = 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟐

𝒇(𝒙) = 𝟏  وذلك بجعل
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:اوجد   −في الإجابة عن الأسئلة التالية 3 ≤ 𝑥 ≤  ∎ استخدم الرسومات البيانية التالية للدوال 𝑓(𝑥) حيث 4

 

  

 

 

 مع تمنياتي بالتوفيق والنجاح...... أ.هلال حسين أحمد

 

.  (𝟏𝟗) عين قيم 𝒙 التي تكون الدالة عندما غير متصلة

.    وبين نوع الإنفصال عند كل منها

 𝑥 = , قفزة 1 𝑥 =  (فجوة) يمكن التخلص من 2

 

 

 

𝒇(𝒙)في مجال الدالة 𝑪 (𝟏𝟖) عند أي نقاط 

  تكون الدالة منفصلة ؟ وما نوع هذا الإنفصال ؟

, قفزة  𝒙 =  (فجوة) يمكن التخلص من 𝟒

𝒙 = , لانهائي 𝟎 𝒙 = 𝟐 

.  (𝟐𝟎) عين قيم 𝒙 التي تكون الدالة عندما منفصلة

.    وحدد نوع الإنفصال

𝒙 = , لانهائي 𝟏− 𝒙 = , قفزة 𝟏 𝒙 =  (فجوة) يمكن التخلص من 𝟎

 (𝟐𝟏) أي نقطة يمكن التخلص من الانفصال عندها ؟  وكيف يتم ذلك.

 𝒇(𝟎) = 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎

𝒇(𝒙) = 𝒙 )وذلك بجعل𝟏 =   ( يمكن التخلص من 𝟎

. وماذا نستنتج من ذلك ؟ 𝒍𝒊𝒎
𝒙→−𝟐

𝒇(𝒙) = 𝒇(−𝟐)(𝟐𝟐) هل 

𝒙 =  نعم لان الدالة متصلة عند 𝟐−
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𝒇(𝒙)استخدم الرسومات البيانية المجاور للدالة ∎ 

   

 مع تمنياتي بالتوفيق والنجاح...... أ.هلال حسين أحمد

 (26) أوجد نقاط الانفصال للدالة𝑓(𝑥) ثم حدد نوع الإنفصال

𝒙 =   , قفزة 𝟎

𝒙 =  (فجوة) يمكن التخلص من 𝟏−

 

 (23) أوجد نقاط الانفصال للدالة𝒇(𝒙) ثم حدد نوع الإنفصال

𝒙 = , لانهائي 𝟎 𝒙 =   , قفزة 𝟏

𝒙 =  (فجوة) يمكن التخلص من 𝟑

, 𝒙 =  (فجوة) يمكن التخلص من 𝟓

𝒙 =    (24) ماالقيم التي يمكن أن نعطيها للدالة 𝒇(𝒙)عند 𝟓

  وتكون الدالة متصلة عند هذة النقطة ولماذا ؟

𝒇(𝟓) = 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟓−

𝒇(𝒙) =    القيمة هي 𝟐  لتكون 𝟐

 (25) عين قيم 𝑥 التي تكون عندها الدالة

 𝑓(𝑥) منفصلة وبين نوع الإنفصال

 𝑥 =   , قفزة 0

𝑥 =  (فجوة) يمكن التخلص من 1
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 -:الثالث عشرالسؤال 

 : أوجـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــد

a) ) كل نقطة عدم إتصال )إنفصال 

b)  ؟ اذكر الأسباب التي أي نقطة يمكن التخلص من الإنفصال عندها وأي منها لا يمكن

 اعتمدت عليها في إجابتك.

 

 

   (𝟐𝟕)𝒇(𝒙)

= {
𝟏 − 𝒙𝟐     , 𝒙 ≠ −𝟏
𝟐      ,     𝒙 = −𝟏         

 

𝒙 =  (فجوة) يمكن التخلص من 𝟏−

𝒇(−𝟏) = 𝐥𝐢𝐦
𝒙→−𝟏

𝒇(𝒙) =  وذلك بجعل 𝟎

 

 (𝟐𝟖) 𝒇(𝒙) =

{
 
 

 
 

𝒙𝟐 − 𝟏  , −𝟏 ≤ 𝒙 < 𝟎                       
𝟐 𝒙          , 𝟎 < 𝒙 < 𝟏             
𝟏             , 𝒙 = 𝟏               

−𝟐𝒙 + 𝟒         , 𝟏 < 𝒙 < 𝟐                      
𝟎                   , 𝟐 < 𝒙 < 𝟑                

 

 𝒙 = , قفزة 𝟎 𝒙 =   (فجوة) يمكن التخلص من 𝟏

, 𝒙 = ,(فجوة) يمكن التخلص من 𝟐 𝒙

=  (فجوة) يمكن التخلص من 𝟑

𝒂 ∈ {𝟏 , 𝟐 , 𝟑} , 𝒇(𝒂) = 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝒂

𝒇(𝒙)  وذلك بجعل 

 

   (𝟐𝟗)𝒇(𝒙) = {
𝟑 − 𝒙         , 𝒙 < 𝟐              
𝒙

𝟐
+ 𝟏      ,    𝒙 > 𝟐         

 

𝒙 =    قفزة 𝟐

 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟐−

𝒇(𝒙) ≠ 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟐+

𝒇(𝒙)   لأن 
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 -أوجد:

(𝒂 ) ) كل نقطة عدم إتصال )إنفصال 

(𝒃)  أي نقطة يمكن التخلص من الإنفصال عندها وأي منها لا يمكن ؟ اذكر الأسباب التي

 اعتمدت عليها في إجابتك.

 

 

 

 

 

 حمدمع تمنياتي بالتوفيق والنجاح...... أ.هلال حسين أ

 

 

(𝟑𝟎)𝒇(𝒙) = {

𝟑 − 𝒙         , 𝒙 < 𝟐 
 𝟐              , 𝒙 = 𝟐       
𝒙

𝟐
      ,    𝒙 > 𝟐         

 

𝒙 = ) يمكن التخلص من 𝟐 جوةف ) 

𝒇(𝟐) = 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟐

𝒇(𝒙) =  وذلك بجعل 𝟏

 

(𝟑𝟏)𝒇(𝒙) = {
𝟐𝒙 − 𝟏         , 𝒙 < 𝟏 

−𝒙 +  𝟐              , 𝟏 ≤ 𝒙 < 𝟑       
𝟏      ,    𝒙 ≥ 𝟑         

 

𝒙 =    قفزة 𝟑

 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟑−

𝒇(𝒙) ≠ 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟑+

𝒇(𝒙)   لأن 
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 -:الرابع عشرالسؤال 

. . حدد نوع الإنفصال   أوجد نقاط الإنفصال للدالة

(𝟑𝟔) 𝒇(𝒙) = 𝒙𝟐 + 𝟑𝒙 − 𝟓                                             (𝟑𝟕) 𝒇(𝒙) = 𝒙 + 𝟐 

 𝑅 لا توجد نقاط إنفصال لأن الدالة متصلة علي                   𝑅 نفصالإ لأن الدالة متصلة علي   لا توجد نقاط 

(𝟑𝟖) 𝒇(𝒙) = √𝟑𝒙 + 𝟐
𝟑

                                             (𝟑𝟗) 𝒇(𝒙) = √𝟐𝒙 − 𝟏
𝟑

 

𝑹 لا توجد نقاط إنفصال لأن الدالة متصلة علي                   𝑹 لا توجد نقاط إنفصال لأن الدالة متصلة علي  

(𝟒𝟎) 𝒇(𝒙) =
𝒙

𝒙𝟐 + 𝟏
                                             (𝟒𝟏) 𝒚 = √𝟐𝒙 + 𝟑 

𝑹 (مجالها)                           لا توجد نقاط إنفصال لأن الدالة متصلة علي  [
−𝟑

𝟐
 ,∞[ 𝒙  أي الفترة ≥

−𝟑

𝟐
   الدالة متصلة علي 

                                                           لا توجد أصفار للمقام    

(𝟒𝟐) 𝒇(𝒙) =
𝟏

𝒙𝟐 + 𝟏
                                                             (𝟒𝟑) 𝒚 =

𝒙𝟐 − 𝟒

𝒙𝟐 − 𝟓𝒙 + 𝟔
 

𝑹 لا توجد نقاط إنفصال لأن الدالة متصلة علي                           𝒙 = , لانهائي 𝟑 𝒙 = لتخلصا من 𝟐  (فجوة) يمكن 

(𝟒𝟒) 𝒇(𝒙) = |𝒙 − 𝟏|                                                                           (𝟒𝟓) 𝒚 = [𝒙] 

𝑅 جميع الأعداد الصحيحة نقاط إنفصال                                        لا توجد نقاط إنفصال لأن الدالة متصلة علي  

 

(𝟒𝟔) 𝒇(𝒙) =
𝒙 − 𝟏

𝒙𝟐 − 𝟒𝒙 + 𝟑
                                             (𝟒𝟕) 𝒇(𝒙) =

𝒙 + 𝟏

𝟒 − 𝒙𝟐
 

 

𝒙 = , لانهائي 𝟑 𝒙 = 𝒙                                                              (فجوة) يمكن التخلص من 𝟏 =   لانهائي ±𝟐

(𝟒𝟖) 𝒇(𝒙) =
𝒙 + 𝟏

𝒙𝟑 − 𝟏
                                             (𝟒𝟗) 𝒇(𝒙) =

|𝒙|

𝒙
 

𝒙 =   (قفزة) لا  يمكن التخلص منها                                                                          لانهائي 𝟏
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(𝟓𝟎) 𝒚 = 𝐜𝐨𝐭𝒙                                             (𝟓𝟏) 𝒇(𝒙) = 𝒍𝒏(𝒙 + 𝟏) 

∀𝑥 ∈ {𝑛𝜋 , 𝑥  أي الفترة(∞,1−) (مجالها)                    نقاط الإنفصال {حيث 𝑛 عدد صحيح >    الدالة متصلة علي 1−

 -:الخامس عشرالسؤال  

. 𝒙 لتصبح دالة متصلة ؟ فسر = 𝒇(𝒙) عند 𝟏 =
𝒙𝟐 − 𝟒𝒙 + 𝟑

𝒙 − 𝟏
∶  (52) هل يمكن تعريف

𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟏

𝒙𝟐 − 𝟒𝒙 + 𝟑

𝒙 − 𝟏
= 𝒍𝒊𝒎

𝒙→𝟏

(𝒙 − 𝟏)(𝒙 − 𝟑)

𝒙 − 𝟏
=   موجودة 𝟐−

𝑥 = ∴ يمكن إعادة تعريف الدالة حتي تصبح متصلة عند 1  ∵ النهاية موجودة

∴ 𝒇(𝒙) = {
𝒙𝟐 − 𝟒𝒙 + 𝟑

𝒙 − 𝟏
     , 𝒙 ≠ 𝟏

                −𝟐               , 𝒙 = 𝟏          

 

 أعد تعريف الدالة بحيث تكون متصلة عند النقطة المشار اليها

(𝟓𝟑)𝒇(𝒙) =
𝒙𝟐 − 𝟗

𝒙 + 𝟑
 , 𝒙 = −𝟑   

𝒍𝒊𝒎
𝒙→−𝟑

𝒙𝟐 − 𝟗

𝒙 + 𝟑
= 𝒍𝒊𝒎

𝒙→−𝟑

(𝒙 − 𝟑)(𝒙 + 𝟑)

𝒙 + 𝟑
=   موجودة 𝟔−

𝑥 = ∴ يمكن إعادة تعريف الدالة حتي تصبح متصلة عند 3−  ∵ النهاية موجودة

∴ 𝒇(𝒙) = {
𝒙𝟐−𝟗

𝒙+𝟑
     , 𝒙 ≠ −𝟑

                −𝟔               , 𝒙 = −𝟑          
 

 

 

 

 

 

 

(𝟓𝟒)𝒇(𝒙) =
𝒙𝟑 − 𝟏

𝒙𝟐 − 𝟏
 , 𝒙 = 𝟏   

𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟏

𝒙𝟑−𝟏

𝒙𝟐−𝟏
= 𝒍𝒊𝒎

𝒙→𝟏

(𝒙 − 𝟏)(𝒙𝟐 + 𝒙 + 𝟏)

(𝒙 − 𝟏)(𝒙 + 𝟏)
=
𝟑

𝟐
  موجودة 

𝒙 =
𝟑

𝟐
∴ يمكن إعادة تعريف الدالة حتي تصبح متصلة عند   ∵ النهاية موجودة

∴ 𝒇(𝒙) = {

𝒙𝟑 − 𝟏

𝒙𝟐 − 𝟏
     , 𝒙 ≠ 𝟏

                
𝟑

𝟐
               , 𝒙 = 𝟏          

 

 

 

(𝟓𝟓)𝒇(𝒙) =
𝒙 − 𝟒

√𝒙 − 𝟐
 , 𝒙 = 𝟒   

𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟒

(√𝒙−𝟐)(√𝒙+𝟐)

(√𝒙−𝟐)
=   موجودة 𝟒

∴ يمكن إعادة تعريف الدالة حتي   ∵ النهاية موجودة

𝒙 =  تصبح متصلة عند 𝟒

∴ 𝒇(𝒙) = {

𝒙 − 𝟒

√𝒙 − 𝟐
     , 𝒙 ≠ 𝟒

               𝟒               , 𝒙 = 𝟒          
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(𝟓𝟔)𝒇(𝒙) =
𝐬𝐢𝐧 𝒙

𝒙
 , 𝒙 =  أعد تعريف الدالة بحيث تكون متصلة عند النقطة المشار  اليها            𝟎

𝑥 = ∴ يمكن إعادة تعريف الدالة حتي تصبح متصلة عند 0 ∵ النهاية موجودة 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎

𝐬𝐢𝐧𝒙

𝒙
=   موجودة 1

∴ 𝒇(𝒙) = {
𝐬𝐢𝐧𝒙

𝒙
     , 𝒙 ≠ 𝟎

                𝟏               , 𝒙 = 𝟎          
 

(𝟓𝟕)𝒇(𝒙) =
𝐬𝐢𝐧𝟒𝒙

𝒙
 , 𝒙 = 𝟎 ⟹  𝒍𝒊𝒎

𝒙→𝟎

𝐬𝐢𝐧𝟒𝒙

𝒙
=   موجودة 𝟒

𝒙 = ∴ يمكن إعادة تعريف الدالة حتي تصبح متصلة عند 𝟎  ∵ النهاية موجودة

∴ 𝒇(𝒙) = {
𝐬𝐢𝐧𝟒𝒙

𝒙
     , 𝒙 ≠ 𝟎

                𝟒               , 𝒙 = 𝟎          
 

𝒇(𝒙) =
𝐬𝐢𝐧𝟒𝒙 + 𝟑𝒙𝟐

𝟑𝒙
       ∶   𝒙 =  (58)أعد تعريف الدالة بحيث تكون متصلة عند 𝟎

𝒙 = ∴ يمكن إعادة تعريف الدالة حتي تصبح متصلة عند 𝟎 ∵ النهاية موجودة 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎

𝐬𝐢𝐧 𝟒𝒙+𝟑𝒙𝟐

𝒙
𝟑𝒙

𝒙

=
𝟒

𝟑
  موجودة 

∴ 𝒇(𝒙) = {

𝐬𝐢𝐧𝟒𝒙 + 𝟑𝒙𝟐

𝟑𝒙
     , 𝒙 ≠ 𝟎

                
𝟒

𝟑
               , 𝒙 = 𝟎          

 

   

 

 

 

 

 

 

 تمنياتي بالتوفيق والنجاح...... أ.هلال حسين أحمد مع

∴ 𝒇(𝒙) = {
𝒙𝟐 − 𝒙 − 𝟐

𝒙 − 𝟐
     , 𝒙 ≠ 𝟐

               𝟑               , 𝒙 = 𝟐          

 

 

𝐠(𝒙) =
𝒙𝟐 − 𝒙 − 𝟐

𝒙 − 𝟐
:   إذا علمت أن

  (𝟓𝟗) حدد نقاط الإنفصال للدالة𝐠(𝒙) مبينا   نوع الإنفصال

 (𝟔𝟎) هل يمكنك إعادة تعريف الدالة بحيث تكون متصلة 

 لجميع قيم 𝒙 الحقيقية

 𝒙 =  (فجوة) يمكن التخلص من 𝟐

𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟐

𝒙𝟐 − 𝒙 − 𝟐

𝒙 − 𝟐
= 𝒍𝒊𝒎

𝒙→𝟐

(𝒙 + 𝟏)(𝒙 − 𝟐)

𝒙 − 𝟐

=   موجودة 𝟑

𝒙 =  يمكن إعادة تعريف الدالة حتي تصبح متصلة عند 𝟏

∴  ∵ النهاية موجودة
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  . 𝒙 ؟  فسر = 𝒇(𝒙)   هل 𝒇 متصلة عند 𝟐 = {

𝒙𝟐 − 𝟓𝒙 + 𝟔

𝒙𝟐 − 𝟒
     , 𝒙 ≠ 𝟐

              
−𝟏

𝟒
               , 𝒙 = 𝟐          

  ∶  (𝟔𝟏) لتكن

(𝒊)𝒇(𝟐) =
−𝟏

𝟒
          (𝒊𝒊) 𝒍𝒊𝒎

𝒙→𝟐

𝒙
𝟐
− 𝟓𝒙 + 𝟔

𝒙𝟐 − 𝟒
= 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟐

(𝒙 − 𝟑)(𝒙 − 𝟐)

(𝒙 − 𝟐)(𝒙 + 𝟐)
=

−𝟏

𝟒
 

(𝒊𝒊𝒊) 𝒇(𝟐) = 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟐

𝒙
𝟐
− 𝟓𝒙 + 𝟔

𝒙𝟐 − 𝟒
=
−𝟏

𝟒
𝑥   لتوفر الشروط    =       ∴ 𝑓 متصلة عند 2

  . 𝒙 ؟  فسر = 𝒇(𝒙)   هل 𝒇 متصلة عند 𝟐 = {
𝒙𝟐 − 𝒙 − 𝟐

𝒙 − 𝟐
     , 𝒙 ≠ 𝟐

              𝟑               , 𝒙 = 𝟐          

  ∶  (𝟔𝟐) لتكن

(𝒊)𝒇(𝟐) = 𝟑          (𝒊𝒊) 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟐

𝒙
𝟐
− 𝒙 − 𝟐

𝒙 − 𝟐
= 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟐

(𝒙 + 𝟏)(𝒙 − 𝟐)

(𝒙 − 𝟐)
= 𝟑 

(𝒊𝒊𝒊) 𝒇(𝟐) = 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟐

(𝒙 + 𝟏)(𝒙 − 𝟐)

(𝒙 − 𝟐)
= 𝟑 𝒙   لتوفر الشروط                      =      ∴ 𝒇 متصلة عند 𝟐

  

  . 𝒙 ؟  فسر = 𝐠(𝒙)   هل 𝐠(𝒙) متصلة عند 𝟏 = {
𝟐𝒙𝟑     , 𝒙 ≥ 𝟏

              𝟑𝒙 − 𝟏            , 𝒙 < 𝟏        
  ∶  (𝟔𝟑) لتكن

(𝒊)𝐠(𝟏) = 𝟐 × 𝟏 = 𝟐       ,   (𝒊𝒊) 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟏−

𝟐𝒙
𝟑
= 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟏+

𝟑𝒙 − 𝟏 = 𝟐 

(𝒊𝒊𝒊) 𝐠(𝟏) = 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟏

𝐠(𝒙) = 𝟑 𝒙   لتوفر الشروط                      =      ∴ 𝐠 متصلة عند 𝟐

  

 

 مع تمنياتي بالتوفيق والنجاح...... أ.هلال حسين أحمد
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 -:السادس عشرالسؤال 

 

 

 

 

 مع تمنياتي بالتوفيق والنجاح...... أ.هلال حسين أحمد

 

 

𝒙 الدالة =  سبب الإنفصال نوع الإنفصال  عند    𝟎

𝒇(𝒙) = 𝒔𝒊𝒏
𝟏

𝒙𝟐
 

 

 تذبذبي
 

 
 

لأن الدالة تتذبذب 
 ً  تذبذبا

كثيراً للوصول 
 للنهاية

 

𝐠(𝒙) =
𝟏

𝒙
 

 

𝒍𝒊𝒎 لانهائي
𝒙→𝟎+

𝟏

𝒙
= ∞ 

𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎−

𝟏

𝒙
= −∞ 

 
𝑳(𝒙)

= {
𝒙𝟐 −𝟓     , 𝒙 ≥ 𝟎

      𝒙 + 𝐜𝐨𝐬𝒙     , 𝒙 < 𝟎      
  

 
 
 

 قفزة

 
𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎+

𝑳(𝒙)

≠ 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎−

𝑳(𝒙) 

 
 

𝑵(𝒙)

= {
√𝒙𝟐 +𝟒     , 𝒙 ≠ 𝟎

              𝟒               , 𝒙 = 𝟎          
    

 
 

 فجوه

 
 

𝑵(𝟎) ≠ 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎

𝑵(𝒙) 

-أكمل الجدول التالي :  
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 -:السابع عشرالسؤال 

𝒇(𝒙) = {
𝐬𝐢𝐧 𝒙     , −𝝅 ≤ 𝒙 ≤

𝝅

𝟐

             𝐜𝐬𝐜 𝒙            ,
𝝅

𝟐
< 𝒙 ≤

𝟑𝝅

𝟐
     
 ∎ إذا   كانت      

𝒙 ولماذا ؟ =
𝝅

𝟐
  أجب عمايلي:− هل𝒇(𝒙) متصلة عند  

(𝒊)𝒇 (
𝝅

𝟐
) = 𝟏                       (𝒊𝒊) 𝒍𝒊𝒎

𝒙→
𝝅
𝟐
+
𝐜𝐬𝐜 𝒙 = 𝒍𝒊𝒎

𝒙→
𝝅
𝟐
−
𝐬𝐢𝐧𝒙 = 𝟏 

(𝒊𝒊𝒊) 𝒇 (
𝝅

𝟐
) = 𝒍𝒊𝒎

𝒙→
𝝅
𝟐

𝒇(𝒙) = 𝟏        ⟹ 𝒙   لتوفر الشروط          =
𝝅

𝟐
 ∴ 𝒇 متصلة عند 

. . موضحا   نوع هذا الإنفصال ,𝝅−] تكون عندها𝒇(𝒙) منفصلة
𝟑𝝅

𝟐
]   ابحث عن نقاط 𝑪 في الفترة

𝒇(𝝅) = 𝐜𝐬𝐜𝝅 =
𝟏

𝐬𝐢𝐧𝝅
= ⟹غير موجودة 𝒙 = 𝝅 الدالة غير متصلة عند 

⟹ {𝝅}مجموعة نقاط الإنفصال هي 

𝒇(𝒙) = {
𝑥2−1     , 𝑥 < 3

            2𝑎𝑥            , 𝑥 ≥ 3     
 (∎) أوجد قيمة لـ 𝑎 لتجعل الدالة الآتية متصلة 

  𝟔𝒂 = 𝟖 ⟹ 𝒂 =
𝟒

𝟑
  ⟸∴ 𝒍𝒊𝒎

𝒙→𝟑+
𝒇(𝒙) = 𝒍𝒊𝒎

𝒙→𝟑−
𝒇(𝒙) = 𝟗 − 𝟏 = 𝟖⟸ 𝒙 =  الدالة متصلة عند 𝟑

∵ 

 

 

 

 

 

𝒇(𝒙) = {
𝒙𝟐     , 𝒙 ≥ 𝟐

      𝒂𝒙 + 𝒃         , 𝟏 <  𝒙 < 𝟐                      
𝟓𝒙 − 𝟒        , 𝒙 ≤ 𝟏       

 ∎ لتكن

,𝒂متصلة عند كل نقطة في مجالها  فأوجد قيمة الثوابت    𝒃 

𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟏+

𝒇(𝒙) = 𝟏, 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟐−

𝒇(𝒙) = 𝟒 ⟸ 𝒙 = 𝟐,  ∵ الدالة متصلة عند 𝟏

𝒂 + 𝒃 = 𝟏 , 𝟐𝒂 + 𝒃 =   بحل المعادلتين معا      𝟒

𝒂أكمل ........................... = 𝟑 , 𝒃 = −𝟐 
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𝒇(𝒙) = {
𝒂𝒙𝟐 +𝒃𝒙     , 𝒙 > 𝟐

            𝟐𝒙 − 𝟒            , 𝒙 ≤ 𝟐     
                                   ∶  ∎ لتكن دالة معرفة كالآتي

, 𝒂حيث  𝒃     ؟ثوابت 𝒂 , 𝒃 ما العلاقة بين .    إذا كان 𝒇(𝒙) متصلة لكل 𝒙 مجالها

𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟐+

𝒇(𝒙) = 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟐−

𝒇(𝒙) ⟸ 𝒙 =  ∵ الدالة متصلة عند 𝟐

𝟒𝒂 + 𝟐𝒃 = 𝟎 ⟹ 𝟐𝒂 + 𝒃 =   العلاقة بين 𝒂 ,𝒃 هي  𝟎

𝒉(𝒙) =
𝒔𝒊𝒏𝒙 − 𝟐𝒙

𝒔𝒊𝒏𝒙
  ∶  ∎ إذا كانت   

𝒙غير متصلة عند  𝒉(𝒙)الة ( وضح ان الد*) = 𝟎 

𝒉(𝟎) = ⟹  غير موجودة 𝒙  لعدم توفر الشروط      =                ∴ 𝒇غير متصلة عند 𝟎

𝒙 =  (∗) أعد تعريف الدالة𝒉(𝒙) لتكون متصلة عند 𝟎

𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎

𝒔𝒊𝒏𝒙
𝒙 − 𝟐

𝒔𝒊𝒏𝒙
𝒙

=
𝟏 − 𝟐

𝟏
= ⟹   موجودة    𝟏−    𝒉(𝒙) = {

𝒔𝒊𝒏 𝒙 − 𝟐𝒙

𝒔𝒊𝒏 𝒙
     , 𝒙 ≠ 𝟎

           −𝟏            , 𝒙 = 𝟎      

  

 

 

 

𝒇(𝒙), 𝑮(𝒙)أوجد نقاط عدم اتصال كل من الدالتين (∎) 

 

 (∎) أي من هذة النقط يمكن التخلص من الإنفصال عندها لكل دالة علي حدي ؟ وضح السبب.

 𝒇(𝟐) = 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟐

𝒇(𝒙) = 𝒙   وذلك بجعل 𝟒 =  (فجوة) يمكن التخلص من 𝟐

𝒙 =  (قفزة) لا  يمكن التخلص من 𝟎

 

 مع تمنياتي بالتوفيق والنجاح...... أ.هلال حسين أحمد

 

𝒙(قفزة)   بالنسبة للدالة  =  ,𝑮(𝒙)  عند   𝟎

 

 

 

𝑮(𝒙) =
𝒅

𝒅𝒙
|𝒙|                         , 𝒇(𝒙) =

𝒙𝟐−𝟒

𝒙−𝟐
   ∶ ∶    لتكن          اولا  

 

(فجوة)            بالنسبة للدالة   𝒙 =  𝒇(𝒙)  عند 𝟐
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 -ر:الثامن عشالسؤال 

 

 

 

 العبـــــــــــــــــــــــــــارة  رقم العبارة
𝒙 تساوي 𝟐 (𝟏) →  نهاية الدالة عندما 𝟑
𝒙 تساوي غير موجودة (𝟐) →  نهاية الدالة عندما 𝟐
(𝟑) 𝒙 =  تكون فقط النهاية لجهة اليسار موجودة عند 𝟕

(𝟒) 𝒙 =  لها انفصال لانهائي عند 𝟎

(𝟓) 𝒙 =  لها انفصال  يمكن التخلص منه عند 𝟐−

(𝟔) 𝒙 =  الدالة متصلة عند 𝟑

 

 

 

 سين أحمدمع تمنياتي بالتوفيق والنجاح...... أ.هلال ح

𝐠(𝒙), 𝒇(𝒙)الرسم البياني المقابل يمثل بيان الدالتين  

:   اقرأ العبارات التالية جيدا   ثم ضع العبارة المناسبة أسفل الرسم الذي تحققة

𝟏 𝟐 

 

𝟒 

 

 ــــــ

 

𝟑 

 

𝟓 

 

𝟔 

 

ـــ

 ـــ

 

𝐠(𝒙) 
𝒇(𝒙) 
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 -التاسع عشر:السؤال 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

,𝟐]( متوسط تغير الدالة علي الفترة 1إذا علمت أن :* .         𝟒يساوي  [𝟓

𝒙( الدالة متصلة عند  2 = 𝟏 

, 𝒂أوجد قيمة الثابتين  𝒃 

𝚫𝒚

𝚫𝒙
= 𝟒 ⟹

𝟓𝒂 + 𝟔 − 𝟐𝒂 − 𝟔

𝟓 − 𝟐
= 𝟒 ⟹ 𝟑𝒂 = 𝟏𝟐 ⟹ 𝒂 = 𝟒 

𝒙الدالة متصلة عند  بما أن  = 𝟏 

𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟏+

(𝒂𝒙 + 𝟔) = 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟏−

(𝒙𝟐 + 𝒃𝒙 + 𝟔) ⟹ 𝒂 + 𝟔 = 𝟕 + 𝒃

⟹ 𝟏𝟎 − 𝟕 = 𝒃 ⟹ 𝒃 = 𝟑 

 

 

 مع تمنياتي بالتوفيق والنجاح...... أ.هلال حسين أحمد

𝒇(𝒙) = {
𝒙𝟐     , 𝒙 ≥ 𝟐

      𝒂𝒙 + 𝒃         , 𝟏 <  𝒙 < 𝟐                      
𝟓𝒙 − 𝟒        , 𝒙 ≤ 𝟏       

 ∎ لتكن

,𝒂متصلة عند كل نقطة في مجالها  فأوجد قيمة الثوابت    𝒃 

𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟏+

𝒇(𝒙) = 𝟏, 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟐−

𝒇(𝒙) = 𝟒 ⟸ 𝒙 = 𝟐,  ∵ الدالة متصلة عند 𝟏

𝒂 + 𝒃 = 𝟏 , 𝟐𝒂 + 𝒃 =   بحل المعادلتين معا      𝟒

𝒂أكمل ........................... = 𝟑 , 𝒃 = −𝟐 
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,𝒂 علما   بأن الدالة متصلة حيث 𝒃 أوجد  قيمة  (∎)    

𝒇(𝒙) = {
𝒙𝟐 − 𝒂𝒙 + 𝟐

𝒙 − 𝟏
     , 𝒙 ≠ 𝟏

           𝒃           , 𝒙 = 𝟏     

:  

𝒙الدالة متصلة عند  بما أن  = 𝟏 

∵ 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟏

(𝒙 − 𝟏) = 𝟎 ⇒ 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟏

(𝒙𝟐 − 𝒂𝒙 + 𝟐) = 𝟎

⟹ 𝟏− 𝒂 + 𝟐 = 𝟎 ⟹ 𝒂 = 𝟑   

∵  𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟏

𝒙𝟐 − 𝟑𝒙 + 𝟐

𝒙 − 𝟏
= 𝒃 ⟹ −𝟏 = 𝒃 

: 𝒙 = ,𝒂 علما   بأن الدالة   𝐠  متصلة 𝟏− 𝒃 أوجد قيمة  (∎) 

𝐠(𝒙) = {
𝒙𝟐 − 𝒃𝒙 − 𝟑

𝒙 + 𝟏
     , 𝒙 ≠ −𝟏

           𝒂𝒙 + 𝟓           , 𝒙 = −𝟏     

  

𝒙الدالة متصلة عند  بما أن  = 𝟏 

∵ 𝒍𝒊𝒎
𝒙→−𝟏

(𝒙 + 𝟏) = 𝟎 ⇒ 𝒍𝒊𝒎
𝒙→−𝟏

(𝒙𝟐 − 𝒃𝒙 − 𝟑) = 𝟎

⟹ 𝟏+ 𝒃 − 𝟑 = 𝟎 ⟹ 𝒃 = 𝟐  

∵  𝒍𝒊𝒎
𝒙→−𝟏

𝒙𝟐 − 𝟐𝒙 − 𝟑

𝒙 + 𝟏
= −𝒂 + 𝟓 ⟹ −𝟒 = −𝒂 + 𝟓 ⟹ 𝒂 = 𝟗 
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 -العشرين:السؤال 

أستخدم الرسم البياني التالي الذي يمثل بيان الدالة 

𝒇(𝒙)   حيث𝒙 ≥  لإكمال الجدول  𝟑−

 

 

𝒙𝟏  قيمة 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝒙𝟏

𝒇(𝒙) 𝒙 = 𝒙𝟏هل الدالة متصلة عند 
 فسر إجابتك

 حدد نوع الإنفصال

𝒙𝟏 = −𝟐 −𝟑 𝒇(−𝟐) ≠ 𝒍𝒊𝒎
𝒙→−𝟐

𝒇(𝒙)يمكن التخلص منة لا   لأن 

𝒙𝟏 = −𝟏 −𝟏 𝒇(−𝟏)

= 𝒍𝒊𝒎
𝒙→−𝟏

𝒇(𝒙)نعم   لأن 
 متصلة

𝒙𝟏 = 𝟑 𝟐 𝒇(𝟑) = 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟑

𝒇(𝒙)متصلة نعم   لأن 

𝒙𝟏 = 𝒍𝒊𝒎 غير موجودة 𝟓
𝒙→𝟓+

𝒇(𝒙)   ≠ 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟓−

𝒇(𝒙)قفزة لا   لأن 
 

 مع تمنياتي بالتوفيق والنجاح...... أ.هلال حسين أحمد
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 -الواحد العشرين:السؤال 

. [𝟎 , 𝒇(𝒙) علي الفترة [𝟐 = √𝟒𝒙 + 𝟏 .  (∎) أوجد متوسط التغير الدالة

𝜟𝒚

𝜟𝒙
=
𝒇(𝒙𝟐) − 𝒇(𝒙𝟏) 

𝒙𝟐 − 𝒙𝟏
=
𝒇(𝟐) − 𝒇(𝟎) 

𝟐 − 𝟎
=
√𝟒 × 𝟐 + 𝟏 − √𝟏

𝟐
=
𝟑 − 𝟏

𝟐
 = 𝟏 

 

= 𝐥𝐢𝐦
𝒉→𝟎

𝟏
𝟐 + 𝒉 − 𝟏

−
𝟏
𝟏
 

𝒉
= 𝐥𝐢𝐦

∆𝒙→𝟎

𝟏
𝟏 + 𝒉

−
𝟏
𝟏
 

∆𝒙
= 𝐥𝐢𝐦

∆𝒙→𝟎

𝟏 − 𝟏 − ∆𝒙
𝟏 + ∆𝒙

 

∆𝒙
= 

𝐥𝐢𝐦
∆𝒙→𝟎

−∆𝒙 

∆𝒙(𝟏 + ∆𝒙)
= −𝟏 

 

(𝒃)𝒙 = 𝟐 ⟹ 𝒚 = 𝟏 ⟹ (𝟐, 𝟏) ⟹ 𝒚 − 𝟏 = −𝟏(𝒙 − 𝟐)

⟹ 𝒚 = −𝒙 + ادلةمع المماس 𝟑  

(𝒄)   𝒚 = 𝒙 −  معادلة العمودي 𝟏

 

 مع تمنياتي بالتوفيق والنجاح...... أ.هلال حسين أحمد

 ∎ لتكن الدالة

𝒙 = . (𝒃) معادلة المماس 𝟐 𝒙 = (𝒂) ميل المنحني 𝟐 ∶ 𝒚 أوجد =
𝟏

𝒙 − 𝟏
  

𝒙 =  (𝒄) معادلة الخط العمودي علي المماس 𝟐

(𝒂) 𝒎(الميل) = 𝒍𝒊𝒎
𝒉→𝟎

𝒇(𝟐 + 𝒉) − 𝒇(𝟐) 

∆𝒙
 = 
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(𝒄)  𝒚 =
𝟏

𝟑
𝒙 − 𝟏 

𝒙 = 𝒇(𝒙) هل يوجد مماس لمنحني الدالة عند 𝟐 = {
𝒙𝟐 − 𝟑      , 𝒙 < 𝟐
𝟒𝒙 − 𝟕     , 𝒙 ≥ 𝟐

 ∶  (∎) إذا كانت

 فسر ؟

 𝒎(الميل) = 𝒍𝒊𝒎
∆𝒙→𝟎+

𝒇(𝟐 + ∆𝒙) − 𝒇(𝟐) 

∆𝒙
  

= 𝐥𝐢𝐦
∆𝒙→𝟎+

𝟒(𝟐 + ∆𝒙) − 𝟕 − 𝟏 

∆𝒙
= 𝐥𝐢𝐦
∆𝒙→𝟎+

𝟒∆𝒙 

∆𝒙
= 𝟒 → (𝒊) 

𝒎(الميل) = 𝐥𝐢𝐦
∆𝒙→𝟎−

(𝟐 + ∆𝒙)𝟐 − 𝟑 − 𝟏 

∆𝒙
= 𝐥𝐢𝐦
∆𝒙→𝟎−

𝟒∆𝒙 + (∆𝒙)𝟐 

∆𝒙
= 𝐥𝐢𝐦
∆𝒙→𝟎−

∆𝒙(𝟒 + ∆𝒙) 

∆𝒙
=𝟒

→ (𝒊𝒊) 

 . توجد نهاية من الجهتين . 𝟒والميل من جهة اليمين  𝟒نعم.الميل من جهة اليسار 

      𝑥 =  ∎ أوجد ميل مماس للمنحني الدالة عند 0

𝑓(𝑥) = {
𝑥2 + 1      , 𝑥 > 0

−𝑥2 + 1     , 𝑥 ≤ 0
 ∶     إذا كانت

𝒎(الميل) = 𝒍𝒊𝒎
∆𝒙→𝟎+

𝒇(𝟎 + ∆𝒙) − 𝒇(𝟎) 

∆𝒙
  

: 𝒚 أوجد = 𝒙𝟐 − 𝟑𝒙 −  ∎ لتكن   الدالة   𝟏

𝒙 = . (𝒃) معادلة المماس 𝟎 𝒙 =    (𝒂) ميل المنحني 𝟎

𝒙 =  (𝒄) معادلة الخط العمودي علي المماس 𝟎

(𝒂) 𝒎(الميل) = 𝒍𝒊𝒎
∆𝒙→𝟎

𝒇(𝟎 + ∆𝒙) − 𝒇(𝟎) 

∆𝒙
(أكمل)  = −𝟑 

(𝒃)𝒙 = 𝟎 ⟹ 𝒚 = −𝟏 ⟹ (𝟎,−𝟏) ⟹ 𝒚 + 𝟏 = −𝟑(𝒙 − 𝟎)

⟹ 𝒚 = −𝟑𝒙 −  معادلة المماس 𝟏
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= 𝐥𝐢𝐦
∆𝒙→𝟎+

(𝟎 + ∆𝒙)𝟐 + 𝟏 − 𝟏 

∆𝒙
=𝟎 → (𝒊) 

𝒎(الميل) = 𝐥𝐢𝐦
∆𝒙→𝟎−

−(𝟎+ ∆𝒙)𝟐 +𝟏− 𝟏 

∆𝒙
=𝟎 → (𝒊𝒊) 

 0نعم الميل يساوي 

𝒇(𝒙) = |𝒙| , (𝒂)𝒙 = 𝟐 , (𝒃)   𝒙 =  (∎) أوجد الميل المنحني عند النقاط المبينة   𝟑−

𝒇(𝒙) = {
𝒙      , 𝒙 > 𝟎
−𝒙     , 𝒙 ≤ 𝟎

⟹ (𝒂) 𝒍𝒊𝒎
∆𝒙→𝟎+

𝒇(𝟐 + ∆𝒙) − 𝒇(𝟐) 

∆𝒙
= 𝒍𝒊𝒎

∆𝒙→𝟎+

𝟐 + ∆𝒙 − 𝟐 

∆𝒙
= 𝟏  

(𝒃) 𝒍𝒊𝒎
∆𝒙→𝟎−

𝒇(−𝟑 + ∆𝒙) − 𝒇(−𝟑) 

∆𝒙
= 𝒍𝒊𝒎

∆𝒙→𝟎−

−(−𝟑 + ∆𝒙) − 𝟑 

∆𝒙
= −𝟏  

𝒇(𝒙) = |𝒙 − 𝟐| ,    𝒙 =  (∎) أوجد الميل المنحني عند النقاط المبينة   𝟏

𝒇(𝒙) = {
𝒙 − 𝟐      , 𝒙 > 𝟐
𝟐 − 𝒙     , 𝒙 ≤ 𝟐

⟹ 𝒍𝒊𝒎
∆𝒙→𝟎

𝒇(𝟏 + ∆𝒙) − 𝒇(𝟏) 

∆𝒙
= 𝒍𝒊𝒎

∆𝒙→𝟎

𝟐 − (𝟏 + ∆𝒙) − 𝟏 

∆𝒙
= −𝟏  

|𝒙 − 𝟐| = 𝟐 − 𝒙     ∶ 𝒙 = 𝟏 

, إذا لم يكن اشرح لماذا لا , إذا كان كذلك أوجد ميلة دحد ما إذا كان المنحني له مماس عند النقطة  (∎) 

 (∎)  𝒇(𝒙) = {
𝟐 − 𝟐𝒙 − 𝒙𝟐      , 𝒙 < 𝟎
𝟐𝒙 + 𝟐              , 𝒙 ≥ 𝟎

   , 𝒙 = 𝟎 

(𝒂) 𝒍𝒊𝒎
∆𝒙→𝟎−

𝒇(𝟎 + ∆𝒙) − 𝒇(𝟎) 

∆𝒙
= 𝒍𝒊𝒎

∆𝒙→𝟎−

𝟐 − 𝟐(𝟎 + ∆𝒙) − (𝟎 + ∆𝒙)𝟐 − 𝟐 

∆𝒙
= −𝟐  

(𝒃) 𝒍𝒊𝒎
∆𝒙→𝟎+

𝒇(𝟎 + ∆𝒙) − 𝒇(𝟎) 

∆𝒙
= 𝒍𝒊𝒎

∆𝒙→𝟎+

𝟐(𝟎 + ∆𝒙) + 𝟐 − 𝟐 

∆𝒙
= 𝟐

 ∴ لايوجد يوجد ميل ⟹⟹

 مع تمنياتي بالتوفيق والنجاح...... أ.هلال حسين أحمد
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(∎)  𝒇(𝒙) = {
𝐬𝐢𝐧 𝒙      , 𝟎 ≤  𝒙 <

𝟑𝝅

𝟒

𝐜𝐨𝐬𝒙          ,
𝟑𝝅

𝟒
≤ 𝒙 ≤ 𝟐𝝅

   , 𝒙 =
𝟑𝝅

𝟒
 

𝒙 =
𝟑𝝅

𝟒
  لا. فالدالة غير متصلة عند 

𝒍𝒊𝒎
𝒙→
𝟑𝝅
𝟒 −

𝒇(𝒙) =  𝒍𝒊𝒎
𝒙→
𝟑𝝅
𝟒 −

𝒔𝒊𝒏𝒙 = 𝒔𝒊𝒏
𝟑𝝅

𝟒
= √𝟐     ,  لأن

𝒇 (
𝟑𝝅

𝟒
) = 𝐜𝐨𝐬

𝟑𝝅

𝟒
=  لكن  .    𝟐√−

 -الثاني والعشرين:السؤال 

 . 𝟏𝟎𝟎𝒎 سقط جسم من أعلي برج ارتفاع .  (∎) سقوط حر

 إذا كان ارتفاع الجسم عن سطح الأرض بعد 𝒕 𝒔𝒆𝒄 هو

, 𝒇(𝒕) = 𝟏𝟎𝟎 − 𝟒. 𝟗𝒕𝟐𝒎 

 (𝑖) ما سرعة الجسم بعد 𝒔𝒆𝒄 𝟐 من السقوط 

. ؟  (𝑖𝑖) السرعة المتوسطة للصاروخ بين الثانيتين الثالثة والخامسة

.  (𝑖𝑖𝑖) السرعة المتوسطة للصاروخ خلال أول ثانيتين

𝒍𝒊𝒎
𝒉→𝟎

𝒇(𝟐 + 𝒉) − 𝒇(𝟐)

𝒉
= 𝒍𝒊𝒎

𝒉→𝟎

𝟏𝟎𝟎 − 𝟒. 𝟗(𝟐 + 𝒉)𝟐 − 𝟏𝟎𝟎 + 𝟒. 𝟗 × 𝟒

𝒉
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= 𝐥𝐢𝐦
𝒉→𝟎

𝟏𝟎𝟎 − 𝟏𝟗. 𝟔 − 𝟏𝟗. 𝟔𝒉 − 𝟒. 𝟗𝒉𝟐 − 𝟏𝟎𝟎 + 𝟏𝟗. 𝟔

𝒉
= 𝐥𝐢𝐦

𝒉→𝟎
(−𝟏𝟗. 𝟔 − 𝟒. 𝟗𝒉) = −𝟏𝟗. 𝟔  

𝟏𝟗. 𝟔 𝒎/𝒔𝒆𝒄       يتساقط الجسم   بسرعة 

𝚫𝒔

𝚫𝐭
=
𝑺(𝟓) − 𝑺(𝟑)

𝟓 − 𝟑
=
𝟏𝟎𝟎 − 𝟒. 𝟗(𝟓)𝟐 − 𝟏𝟎𝟎 + 𝟒. 𝟗(𝟑)𝟐

𝟐
= −𝟑𝟗. 𝟐 

𝚫𝒔

𝚫𝐭
=
𝑺(𝟐) − 𝑺(𝟎)

𝟐
=
𝟏𝟎𝟎 − 𝟒. 𝟗(𝟐)𝟐 − 𝟏𝟎𝟎 + 𝟒. 𝟗(𝟎)𝟐

𝟐
= −𝟗. 

 -الثالث والعشرين:السؤال 

𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟐

𝒇(𝒙) − 𝒇(𝟐)

𝒙 − 𝟐
𝒇(𝒙)  أوجد = √𝒙 (𝟏)   لتكن الدالة 

𝒇′(𝒙) = 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟐

𝒇(𝒙) − 𝒇(𝟐)

𝒙 − 𝟐
= 𝒍𝒊𝒎

𝒙→𝟐
(
√𝒙 − √𝟐

𝒙 − 𝟐
×
√𝒙 + √𝟐

√𝒙 + √𝟐
)  = 𝒍𝒊𝒎

𝒙→𝟐
(

(𝒙 − 𝟐)

(𝒙 − 𝟐)(√𝒙 + √𝟐)
) =  

𝟏

𝟐√𝟐
 

𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝒂

𝒇(𝒙) − 𝒇(𝒂)

𝒙 − 𝒂
𝒇(𝒙)  أوجد = 𝒙𝟐 (𝟐)   لتكن الدالة 

𝒇′(𝒂) = 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝒂

𝒇(𝒙)− 𝒇(𝒂)

𝒙 − 𝒂
= 𝒍𝒊𝒎

𝒙→𝒂

𝒙𝟐 − 𝒂𝟐

𝒙 − 𝒂
  = 𝒍𝒊𝒎

𝒙→𝒂
(
(𝒙 − 𝒂)(𝒙 + 𝒂)

(𝒙 − 𝒂)
) =  𝟐𝒂 

𝒍𝒊𝒎
𝒉→𝟎

𝒇(𝒂 + 𝒉) − 𝒇(𝒂)

𝒉
𝒇(𝒙)    أوجد = 𝒙𝟐 (𝟑)  لتكن الدالة 

𝒇′(𝒂) = 𝒍𝒊𝒎
𝒉→𝟎

𝒇(𝒂 + 𝒉) − 𝒇(𝒂)

𝒉
= 𝒍𝒊𝒎

𝒉→𝟎

(𝒂 + 𝒉)𝟐 − 𝒂𝟐

𝒉
= 𝒍𝒊𝒎

𝒉→𝟎

𝟐𝒂𝒉 + 𝒉𝟐

𝒉
𝒍𝒊𝒎
𝒉→𝟎

𝒉(𝟐𝒂 + 𝒉)

𝒉
= 𝟐𝒂 

𝒇′(𝒂) = 𝒍𝒊𝒎
𝒉→𝟎

𝒇(𝒂 + 𝒉) − 𝒇(𝒂)

𝒉
= 𝒍𝒊𝒎

𝒙→𝒂

𝒇(𝒙) − 𝒇(𝒂)

𝒙 − 𝒂
 نستنتج أن
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𝒍𝒊𝒎 إذا كانت موجودة تسمي 
𝒙→𝒂

𝒇(𝒙) − 𝒇(𝒂)

𝒙 − 𝒂
   لتكن الدالة𝒇(𝒙) فإن  

𝑥 ويسمي التعريف البديل  = 𝑎 عند 𝑓(𝑥)مشتقة الدالة 

 رموز المشتقة :

   ∶ 𝒚 يرمز للمشتقة الأولي بأحد الرموز التالية = 𝒇(𝒙)لتكن  

𝐝𝐲

𝐝𝐱
 , 𝒇′(𝒙) , 𝒚′,

𝒅

𝒅𝒙
𝒇(𝒙),

𝒅𝒇

𝒅𝒙
 

𝒙 = 𝒇(𝒙) عند 𝟐 =
𝟏

𝒙
 (𝟒) أوجد المشتقة للدالة  

𝒇′(𝟐) = 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟐

𝒇(𝒙) − 𝒇(𝟐)

𝒙 − 𝟐
= 𝒍𝒊𝒎

𝒙→𝟐

𝟏
𝒙
−
𝟏
𝟐

𝒙 − 𝟐

= 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟐

𝟐 − 𝒙
𝟐𝒙
𝒙 − 𝟐

 =
−𝟏

𝟒
 

𝒙 = 𝒇(𝒙) عند 𝟏− = 𝒙𝟐 − 𝟑𝒙  (5) أوجد المشتقة للدالة 

𝒇′(−𝟏) = 𝒍𝒊𝒎
𝒙→−𝟏

𝒇(𝒙) − 𝒇(−𝟏)

𝒙 + 𝟏
= 𝒍𝒊𝒎

𝒙→−𝟏

𝒙𝟐 − 𝟑𝒙 − (𝟏 + 𝟑)

𝒙 + 𝟏

= 𝒍𝒊𝒎
𝒙→−𝟏

(𝒙 − 𝟒)(𝒙 + 𝟏)

𝒙 + 𝟏
 = −𝟓 

 مع تمنياتي بالتوفيق والنجاح...... أ.هلال حسين أحمد
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𝒇(𝒙)    واستخدمها = 𝟐𝒙𝟐 − 𝟑𝒙 +  (𝟔) أوجد المشتقة للدالة  𝟓

𝒙 =  لإيجادها معادلة المماس للمنحني عند   𝟑

𝒇′(𝟑) = 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟑

𝒇(𝒙) − 𝒇(𝟑)

𝒙 − 𝟑
= 𝒍𝒊𝒎

𝒙→𝟑

𝟐𝒙𝟐 − 𝟑𝒙 + 𝟗

𝒙 − 𝟑

= 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟑

(𝒙 − 𝟑)(𝟐𝒙 + 𝟑)

𝒙 − 𝟑
 = 𝟗 

𝒙 = 𝟑 ⟹ 𝒇(𝟑) = 𝟏𝟒 ⟹ (𝟑 ,   النقطة هي  (𝟏𝟒

⟹ 𝒚 = 𝟗(𝒙 − 𝟑) − 𝟏𝟒 ⟹ 𝒚 = 𝟗𝒙 − 𝟒𝟏 

 𝒇′(𝒙)أوجد بإستخدام التعريف 𝒇(𝒙) =
𝒙

𝒙 − 𝟐
 (7) لتكن

𝑥 فكر ؟ =  هل يوجد مشتقة للدالة عند 2

𝒇′(𝒙) = 𝒍𝒊𝒎
𝒉→𝟎

𝒇(𝒙 + 𝒉) − 𝒇(𝒙)

𝒉
= 𝒍𝒊𝒎

𝒉→𝟎

𝒙 + 𝒉
𝒙+ 𝒉− 𝟐

−
𝒙

𝒙− 𝟐
𝒉

 

= 𝒍𝒊𝒎
𝒉→𝟎

(𝒙 + 𝒉)(𝒙 − 𝟐) − 𝒙(𝒙 + 𝒉− 𝟐)
(𝒙 − 𝟐)(𝒙 + 𝒉 − 𝟐)

𝒉
 

= 𝒍𝒊𝒎
𝒉→𝟎

−𝟐𝒉

𝒉(𝒙 − 𝟐)(𝒙 + 𝒉 − 𝟐)
=

−𝟐

(𝒙 − 𝟐)(𝒙 − 𝟐)
  

: 𝒙 =                لا    لأن الدالة غير متصلة عند 𝟐
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 (𝟖) استخدام المشتقة من جهة واحدة لتبيان أن الدالة التالية 

𝒙 =  ليس لها مشتقة عند 𝟏

𝒇(𝒙) = {
𝒙𝟑    , 𝒙 ≤ 𝟏
𝟑𝒙     , 𝒙 > 𝟏

 

𝒙نبين كيف أن المشتقة لجهة اليمين عند  =  غير موجودة . 𝟏

𝒍𝒊𝒎
𝒉→𝟎+

𝒇(𝟏 + 𝒉) − 𝒇(𝟏)

𝒉
=  𝒍𝒊𝒎

𝒉→𝟎+

𝟑(𝟏 + 𝒉) − (𝟏)𝟑

𝒉

= 𝒍𝒊𝒎
𝒉→𝟎+

𝟐 + 𝟑𝒉

𝒉
= 𝒍𝒊𝒎

𝒉→𝟎+
(
𝟐

𝒉
+ 𝟑) 

 وهي غير موجودة

 -الرابع والعشرين:السؤال 

يجاد النهايات التالية أن أمكن سم البياني لإاستخدام الر  

 

 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟒

𝒇(𝒙) − 𝒇(𝟒)

𝒙 − 𝟒
= 𝟏            𝐥𝐢𝐦

𝒙→𝟐+

𝒇(𝒙) − 𝒇(𝟐)

𝒙 − 𝟐
= 𝟏         𝐥𝐢𝐦

𝒙→𝟐

𝒇(𝒙) − 𝒇(𝟐)

𝒙 − 𝟐

=             غير موجودة

𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝒂

𝒇(𝒙) − 𝒇(𝒂)

𝒙 − 𝒂
= 𝒇′(𝒂) 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟏

𝒇(𝒙) − 𝒇(𝟏)

𝒙 − 𝟏
= −𝟏            

𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟐−

𝒇(𝒙) − 𝒇(𝟐)

𝒙 − 𝟐
= −𝟏            
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 -والعشرين: الخامسالسؤال  

 اني لإيجاد النهايات التالية أن أمكن :استخدام الرسم البي

 

(𝟏)  𝒇(𝟐) =  𝟏                                                 (𝟐) 𝒇(𝟎) =  غير موجودة  

(𝟑) 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎

𝒇(𝒙) = 𝟏                                                 (𝟒) 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟐

𝒇(𝒙) =  غير موجودة  

(𝟓) 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟑

𝒇(𝒙) − 𝒇(𝟑)

𝒙 − 𝟑
=
𝟏

𝟐
                                 (𝟔) 𝐥𝐢𝐦

𝒙→𝟏

𝒇(𝒙) − 𝒇(𝟏)

𝒙 − 𝟏
= 𝟎    

(𝟕) 𝒇′(𝟒) =
𝟏

𝟐
                                                  (𝟖) 𝒇′(𝟎) =   غير موجودة

(𝟗) 𝒇′(𝟐−) = 𝟎                                                  (𝟏𝟎) 𝒇′(𝟐+) =   غير موجودة

(𝟏𝟏) 𝒇′(𝟐) = 𝒇(𝟎) (𝟏𝟐)                                     غير موجودة =   غير موجودة

  (𝟏𝟑) 𝒇′ (
𝟑

𝟐
) = 𝟎       

 

 

 مع تمنياتي بالتوفيق والنجاح...... أ.هلال حسين أحمد
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 -والعشرين: السادسل السؤا

𝒇(𝒙) حيث تكون 𝑓 غير قابلة للاشتقاق. = |𝒙 − 𝟑| +  (𝟏) أوجد كل النقاط في مجال الدالة 𝟏

 

𝒇(𝒙) حيث تكون 𝑓 غير قابلة للاشتقاق. = |𝒙𝟐 −  (𝟐) أوجد كل النقاط في مجال الدالة |𝟏

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 أحمد مع تمنياتي بالتوفيق والنجاح...... أ.هلال حسين

 

𝒇 بين أن 𝒇(𝒙) = |𝟐𝒙 − 𝟏| + 𝟒𝒙 ∶  (𝟑) لتكن

𝑥 =
1

2
  متصلة ولكنها غير قابلة للاشتقاق عند  

𝒇′(𝟑+) ≠ 𝒇′(𝟑−)   لأن 𝒙 =  عند 𝟑

𝒇′(𝟏+) ≠ 𝒇′(𝟏−)   لأن 𝒙 =  عند 𝟏

𝒇′(−𝟏+) ≠ 𝒇′(−𝟏−)   لأن 𝒙 =  عند 𝟏−

 

𝒇′ (
𝟏

𝟐

+

) ≠ 𝒇′ (
𝟏

𝟐

−

) 𝒙  غير قابلة للاشتقاق  لأن    =
𝟏

𝟐
 عند 

𝒙 =
𝟏

𝟐
𝒇    تكون الدالة متصلة عند (

𝟏

𝟐
) = 𝐥𝐢𝐦

𝒙→
𝟏
𝟐

𝒇(𝒙) ∵ 

مجموع دالتين متصلتين علي     𝒇(𝒙)الدالة    𝑹 
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: . عند أي من نقاط المجال يمكن للدالة أن تكون  (𝟒) الرسم البياني للدالة علي فترة مغلقة 𝑫 معلومة

 

 

 

 مع تمنياتي بالتوفيق والنجاح...... أ.هلال حسين أحمد

      𝒙 = −𝟏     (𝐚) 

𝒙 = 𝟎 , 𝒙 = 𝟐   (𝐛) 

{𝟎 , 𝟐 , , 𝟐−] ماعدا   {𝟏− 𝟑 ]  (𝐜)  

      𝒙 = 𝟎     (𝐚) 

 (𝐛)   لا يوجد

, 𝟏−] ماعدا   { 𝟎} 𝟐 ]  (𝐜) 

 (𝐚)     لا يوجد      

𝒙 = 𝟎    (𝐛) 

, 𝟑−] ماعدا   { 𝟎} 𝟑 ]  (𝐜)  

 

      𝒙 = −𝟐, 𝒙 = 𝟐     (𝐚) 

 (𝐛)    لا يوجد 

{ −𝟐 , , 𝟑−] ماعدا   {𝟐 𝟑 ]  (𝐜)  
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 -والعشرين: السابعالسؤال 

  أوجد قيم 𝑥 التي تكون عندها الدالة قابلة للاشتقاق.

(𝟏)  𝒇(𝒙) = 𝟑 𝐜𝐨𝐬(|𝒙|) 

∴ الدالة  زوجية  𝐜𝐨𝐬(−𝒙) = 𝐜𝐨𝐬(𝒙)  ∵ 

𝒇(𝒙) قابلة للاشتقاق لكل الأعداد الحقيقية ⇐ 

 

(𝟐)  𝒇(𝒙) = 𝒔𝒊𝒏(|𝒙|)−𝟏 

∴ الدالة    فردية  𝒔𝒊𝒏(−𝒙) = −𝒔𝒊𝒏(𝒙)  ∵ 

 𝒙 = 𝒇(𝒙)   الدالة غير قابلة للاشتقاق عند 𝟎 = {
−𝒔𝒊𝒏𝒙 − 𝟏       , 𝒙 < 𝟎
𝒔𝒊𝒏 𝒙 − 𝟏      , 𝒙 ≥ 𝟎

 نعد تعريف الدالة   نجد أن    

𝒇′(𝟎−) ≠ 𝒇′(𝟎+)    الدالة قابلة للاشتقاق لكل الأعداد الحقيقية ماعدا{0} لأن 

 

𝒇(𝒙)   لدالة(𝟑) = {
𝒙(−𝒙)       , 𝒙 < 𝟎
𝒙(𝒙)      , 𝒙 ≥ 𝟎

  نعد تعريف الدالة   نجد أن    

  𝒇(𝒙) = 𝒙|𝒙|    ⟹ 𝒙 =  ا  قابلة للاشتقاق عند 𝟎

(𝑹)  الدالة قابلة للاشتقاق لكل الأعداد الحقيقية 

 

 مع تمنياتي بالتوفيق والنجاح...... أ.هلال حسين أحمد
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  استخدم تعريف المشتقة لبيان أن 𝐠 قابلة للاشتقاق عند(𝟒)

𝐠′(𝟎) باعتبار = 𝒙 وان 𝟎 = 𝟎 

𝐠(𝒙) = {𝒙
𝟐 𝐬𝐢𝐧

𝟏

𝒙
       , 𝒙 ≠ 𝟎

𝟎                     , 𝒙 = 𝟎
  ∶  الدالة

𝐠′(𝟎) = 𝒍𝒊𝒎
𝒉→𝟎

𝐠(𝟎 + 𝒉) − 𝐠(𝟎)

𝒉

=  𝒍𝒊𝒎
𝒉→𝟎

(𝟎 + 𝒉)𝟐 𝐬𝐢𝐧 (
𝟏

𝟎 + 𝒉
) − 𝟎

𝒉

=  𝒍𝒊𝒎
𝒉→𝟎

(𝒉)𝟐 𝐬𝐢𝐧 (
𝟏
𝒉
) − 𝟎

𝒉
   

𝒍𝒊𝒎
𝒉→𝟎

(𝒉)𝟐 𝐬𝐢𝐧 (
𝟏
𝒉
) − 𝟎

𝒉
= 𝐥𝐢𝐦

𝒉→𝟎
𝒉𝐬𝐢𝐧 (

𝟏

𝒉
)  ,              

(𝐠′(𝟎) =  ( نستخدم نظرية الإحاطة نجد أن   𝟎
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 -والعشرين: الثامنالسؤال 

 : اختر الإجابة الصحيحة- 

𝟏.   𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝒄

𝒇(𝒙) = 𝟓  ، 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝒄

𝐠(𝒙) =  إذا كانت  𝟐−
𝒍𝒊𝒎 تساوي

𝒙→𝒄

𝟑𝒇(𝒙)

𝒇(𝒙) − 𝟓𝐠(𝒙)
  فإن قيمة  

𝒂) 𝟎  𝒃) 𝟏  𝒄) 
𝟏

𝟓
    𝒅) − 𝟑 

𝟐.  𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎

𝟐𝒙 + 𝟑𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙

𝟓𝒕𝒂𝒏𝟒𝒙
 

𝒂) 𝟎  𝒃) 
𝟓

𝟐
  𝒄) 

𝟐

𝟓
   𝒅) 𝟏 

𝟑.  𝒍𝒊𝒎
𝒕→−𝟓

[𝒙] 

𝒂) − 𝟓  𝒃) − 𝟔            𝒄) − 𝟒  𝒅) غير موجودة 

𝟒.  𝒍𝒊𝒎
𝒕→𝟎

𝐜𝐨𝐬 (
𝝅

√(𝟏𝟗 − 𝟑𝒔𝒆𝒄𝟐𝒕)
) 

𝒂) 
𝟏

𝟐
   𝒃)  

√𝟐

𝟐
  𝒄) 𝟐√𝟐   𝒅) − 𝟐√𝟐 

 

𝟓.  𝒍𝒊𝒎
𝒙→∞

√𝒙
𝟑

− √𝒙
𝟓

√𝒙
𝟑

+ √𝟑
𝟓  
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𝒂) 𝟎   𝒃) ∞  𝒄) 𝟏    𝒅)
𝟏

𝟑
 

𝟔.  𝒇(𝒙) =
𝒙𝟐 + 𝒙 − 𝟔

𝒙𝟐 + 𝟐𝒙 − 𝟖
 ∶  الخط التقاربي الرأسي هو

𝒂) 𝒙 = −𝟒    𝒃) 𝒙 = −𝟐 , 𝒙 = 𝟒 

           𝒄) 𝒙 = −𝟐         𝒅) 𝒙 = 𝟏 

𝟕.  𝒍𝒊𝒎
𝒙→∞

𝒔𝒊𝒏 (𝟐𝒙)

𝒙
 

𝒂) ∞  𝒃) − ∞  𝒄) 𝟎    𝒅) 𝟐 

𝟖.  𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎+

𝟏

𝟑𝒙
𝟏
𝟑

 

𝒂) ∞  𝒃) − ∞  𝒄) 𝟎    𝒅) 
𝟐

𝟑
 

𝟗.  𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎

𝟑

𝒙𝟐
 

𝒂) ∞  𝒃) 𝟎 𝒄) − ∞   𝒅) غير موجودة 

𝟏𝟎.  𝒍𝒊𝒎
𝒙→∞

𝒂𝒙𝟐 + 𝟏𝟐

𝟒 − 𝟑𝒙𝟐
= −𝟐 

𝒂) 𝒂 = −𝟔       𝒃) 𝒂 = 𝟔 

𝒄) 𝒂 = −𝟏𝟐      𝒅) 𝒂 = 𝟐 
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 -والعشرين: التاسعسؤال ال

 س. أوجد معادلة المقارب المائل  𝒇(𝒙) =
𝒙𝟐−𝟏

𝒙+𝟐
  

 الحل

  𝒙𝟐           − 𝟏      

        − 𝒙𝟐 ± 𝟐𝒙 

        −𝟐𝒙 − 𝟏 

        ±𝟐𝒙 ± 𝟒 

            𝟓 

𝒚 = 𝒙 − 𝟐   ⟶  معادلة المقابل المائل     

 -:الثلاثونالسؤال 

 النهايات : س. أوجد 

𝟏.  𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎

𝒄𝒐𝒔𝒙 − 𝟏

𝒙
 

 الحل

𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎

𝒄𝒐𝒔𝒙 − 𝟏

𝒙
 ×
𝒄𝒐𝒔𝒙 + 𝟏

𝒄𝒐𝒔𝒙 + 𝟏
        ⟹          𝒍𝒊𝒎

𝒙→𝟎

𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙 − 𝟏

𝒙(𝒄𝒐𝒔𝒙 + 𝟏)
       

⟹        𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎

(
𝒔𝒊𝒏𝒙

𝒙
×

𝒔𝒊𝒏 𝒙

𝒄𝒐𝒔𝒙 + 𝟏
)  

𝟏 ×
𝟎

𝟐
= 𝟎 

 مع تمنياتي بالتوفيق والنجاح...... أ.هلال حسين أحمد

𝒙 − 𝟐 
 𝒙 + 𝟐 
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𝟐.  𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟏

𝟑𝒙𝟐 − (𝟕𝒙 + 𝟏)√𝒙 + 𝟓

𝒙 − 𝟏
=  
𝟎

𝟎
 

 الحل

𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟏

𝒅
𝒅𝒙

(𝟑𝒙𝟐 − (𝟕𝒙 + 𝟏)√𝒙 + 𝟓)

𝒅
𝒅𝒙

(𝒙 − 𝟏)
      

⟹    𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟏

𝟔𝒙 − 𝟕 ×
𝟑
𝟐𝒙

𝟏
𝟐 −

𝟏

𝟐√𝒙
+ 𝟎

𝟏
    

=
𝟔 −

𝟐𝟏
𝟐 −

𝟏
𝟐

𝟏
      =      

𝟔 −
𝟐𝟐
𝟐

𝟏
      =      𝟔 − 𝟏𝟏   =   −𝟓 

𝟑.  𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎+

√𝒉𝟐 + 𝟒𝒉 + 𝟓 − √𝟓

𝒉
 

 الحل

𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎+

√𝒉𝟐 + 𝟒𝒉 + 𝟓 − √𝟓

𝒉
  ×   

√𝒉𝟐 + 𝟒𝒉 + 𝟓 + √𝟓

√𝒉𝟐 + 𝟒𝒉 + 𝟓 + √𝟓
 بالضرب في المرافق   

𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎+

𝒉𝟐 + 𝟒𝒉 + 𝟓 − 𝟓

𝒉(√𝒉𝟐 + 𝟒𝒉 + 𝟓 + √𝟓)
    

⟹     𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎+

𝒉(𝒉 + 𝟒)

𝒉(√𝒉𝟐 + 𝟒𝒉 + 𝟓 + √𝟓)
 =   

𝟒

𝟐√𝟓
 

=   
𝟐

√𝟓
 =  

𝟐√𝟓

𝟓
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𝟒.  𝒍𝒊𝒎
𝜽→𝟎

𝒔𝒊𝒏√𝟐𝜽

√𝟐𝜽
 =  غير موجودة   

 𝟎لأن الدالة غير معرفة في جوار أيسر للعدد 

𝟓.  𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟏−

√𝟐𝒙 (𝒙 − 𝟏)

|𝒙 − 𝟏|
 

𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟏−

√𝟐𝒙 (𝒙 − 𝟏)

(𝟏 − 𝒙)
    =   −√𝟐 

𝟔. 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎

𝒙 + 𝒙𝒄𝒐𝒔𝒙

𝒔𝒊𝒏𝒙. 𝒄𝒐𝒔𝒙
 

𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎

𝟏 + 𝒄𝒐𝒔𝒙

𝒔𝒊𝒏𝒙
𝒙

 ∙ 𝒄𝒐𝒔𝒙
 =   

𝟏 + 𝟏

𝟏 × 𝟏
  =    𝟐 

𝟕.  𝒍𝒊𝒎
𝒙→∞

𝒔𝒊𝒏 (
𝟏

𝒙
)  =   𝒔𝒊𝒏 (

𝟏

∞
) 

=   𝒔𝒊𝒏 𝟎 =   𝟎 

𝟖.  𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟏

𝒔𝒊𝒏(𝟏 − √𝒙)

𝒙𝟑 − 𝟏
 

= 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟏

𝒔𝒊𝒏(𝟏 − √𝒙)

(𝒙 − 𝟏)(𝒙𝟐 + 𝒙 + 𝟏)
 =   𝒍𝒊𝒎

𝒙→𝟏

𝒔𝒊𝒏(𝟏 − √𝒙)

(√𝒙 − 𝟏)
  ×  

𝟏

(√𝒙 + 𝟏)(𝒙𝟐 + 𝒙 + 𝟏)
 

𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟏

𝒔𝒊𝒏(𝟏 − √𝒙)

√𝒙 − 𝟏
 × 𝒍𝒊𝒎

𝒙→𝟏

𝟏

√𝒙 + 𝟏 (𝒙𝟐 + 𝒙 + 𝟏) 
 

1 − 𝑥 𝑥 − 1 

→ 1 
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𝒍𝒊𝒎
𝒚→𝟎

𝒔𝒊𝒏𝒚

−𝒚
 ×
𝟏

𝟔
   =−

𝟏
𝟔
                                                   𝒚 = 𝟏 − √𝒙 

                      𝒙 → 𝟏 
𝒚 → 𝟎 

 

𝟗.  𝒍𝒊𝒎
𝒙→∞

(√𝒙 + 𝟗 − √𝒙 +  بالضرب في المرافق                 (𝟒

𝒍𝒊𝒎
𝒙→∞

√𝒙 + 𝟗 − √𝒙 + 𝟒

𝟏
  ×   

√𝒙 + 𝟗 + √𝒙 + 𝟒

√𝒙 + 𝟗 + √𝒙 + 𝟒
 

𝒍𝒊𝒎
𝒙→∞

𝒙 + 𝟗 − 𝒙 − 𝟒

√𝒙 + 𝟗 + √𝒙 + 𝟒
  =    𝟎 

𝟏𝟎.  𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟐

𝟐 − 𝒙

(𝒙 − 𝟐)𝟐
 =   

−𝟏

𝟎
  =  −∞ 

𝟏𝟏.  𝒍𝒊𝒎
𝒙→−𝟏

𝒙𝟐(𝒙 − 𝟏) − (𝒙 − 𝟏)

𝒙 + 𝟏
   

=  𝒍𝒊𝒎
𝒙→−𝟏

(𝒙 − 𝟏)(𝒙𝟐 − 𝟏)

𝒙 + 𝟏
=  𝒍𝒊𝒎

𝒙→−𝟏

(𝒙 − 𝟏)(𝒙 + 𝟏)(𝒙 − 𝟏)

𝒙 + 𝟏
=  (−𝟐 − 𝟏)𝟐 =  موجودة     𝟗

 يمكن إعادة التعريف

𝐠(𝒙) = {
𝒙𝟑 − 𝒙𝟐 − 𝒙 + 𝟏

𝒙 + 𝟏
       ∶    𝒙 ≠ −𝟏

                   𝟗               ∶     𝒙 = 𝟏
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𝟏𝟐.  𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟏

√𝒙 − 𝟏

(√𝒙 − 𝟏)(√𝒙 + 𝟏)
=  
𝟏

𝟐
 

 موجودة يمكن إعادة التعريف

𝒇(𝒙) =

{
 

 √
𝒙 − 𝟏

𝒙 − 𝟏
     ∶      𝒙 ≠ 𝟏

   
𝟏

𝟐
            ∶      𝒙 = 𝟏

 

𝟏𝟑.  𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟏

𝒙𝟐 − 𝟐𝒃𝒙 − 𝒙 + 𝟐𝒃

𝒙 − 𝟏
= −𝟑 

𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟏

(𝒙𝟐 − 𝒙) − 𝟐𝒃(𝒙 − 𝟏)

𝒙 − 𝟏
= −𝟑 

𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟏

𝒙(𝒙 − 𝟏) − 𝟐𝒃(𝒙 − 𝟏)

𝒙 − 𝟏
= −𝟑 

𝟏 − 𝟐𝒃 = −𝟑   ⟹   𝟐𝒃 = 𝟒   ⟹   𝒃 = 𝟐 

𝟏𝟒.  𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟑+

𝟐𝒂𝒙 = 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟑−

(𝒙𝟐 − 𝟏) 

𝟔𝒂 = 𝟗 − 𝟏 = 𝟖 

𝒂 =
𝟖

𝟔
=  
𝟒

𝟑
 

 مع تمنياتي بالتوفيق والنجاح...... أ.هلال حسين أحمد
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𝟏𝟓.  𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎

𝒔𝒊𝒏𝟐𝟑𝒙

𝟐𝟕𝒙𝟐
= 𝒌 

𝟏

𝟐𝟕
× (

𝟑

𝟏
)
𝟐

= 𝒌 

𝟏

𝟐𝟕
× 𝟗 = 𝒌  ⟹    𝒌 =

𝟏

𝟑
 

𝟏𝟔.  𝒇(𝒙) = 𝒔𝒊𝒏−𝟏(𝒙 − 𝟕) 

−𝟏 ≤ 𝒙 − 𝟕 ≤ 𝟏 

𝟔 ≤ 𝒙 ≤ 𝟖                     [𝟔,  متصلة على  [𝟖

𝟏𝟕.  𝒇(𝒙) = 𝒄𝒐𝒔−𝟏(𝒙 + 𝟑) 

−𝟏 ≤ 𝒙 + 𝟑 ≤ 𝟏 

−𝟒 ≤ 𝒙 ≤  متصلة على   [𝟐−,𝟒−]               𝟐−

 

𝟏𝟖.  𝒇(𝒙) = 𝒕𝒂𝒏−𝟏𝒙 

 مجالها  ℝ ، هي متصلة على مجالها

 

 مع تمنياتي بالتوفيق والنجاح...... أ.هلال حسين أحمد
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𝟏𝟗.  𝒇(𝒙) = √𝒙𝟐 − 𝟗 

𝒙𝟐 − 𝟗 ≥ 𝟎                            (−∞,−𝟑] ∪   متصلة على    (∞,𝟑]

 

𝟐𝟎.  𝒇(𝒙) = 𝒍𝒏(𝟔 − 𝒙)       𝟔 − 𝒙 > 𝟎 

ةالدال متصلة على (𝟔,∞−)        𝒙 < 𝟔 

𝟐𝟏.  𝒇(𝒙) =
√𝒙 + 𝟏 + 𝒆𝒙

𝒙𝟐 − 𝟕
 

 متصلة على (∞,𝟏−]   ما عدا  {𝟕√±}
 

𝟐𝟐.  𝒇(𝒙)
𝒍𝒏(𝒙𝟐 − 𝟏)

√𝒙𝟐 − 𝟐𝒙
                                              𝒙𝟐 − 𝟏 > 𝟎 

(−∞,−𝟏) ∪  الدالة متصلة على  (∞,𝟐)

𝟐𝟑.  𝒇(𝒙) = 𝒍𝒏(𝒔𝒊𝒏𝒙) 

𝒔𝒊𝒏𝒙 > 𝟎 

(𝟐𝒏𝝅 , (𝟐𝒏 + 𝟏)𝝅)     عدد صحيح متصلة على مجالها 𝒏 حيث 

 

 مع تمنياتي بالتوفيق والنجاح...... أ.هلال حسين أحمد

 

− −3 + + 3 

0 2 −1 1 
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 -الثلاثون:الواحد  السؤال 

   أو غير موجودة( : ∞ أو ∞−س. حدد كل نهاية )أجب بعدد أو 

𝟏.  𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎+

𝒍𝒏(𝒙 ∙ 𝒔𝒊𝒏𝒙) 

 الحل
𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎+

(𝒙𝒔𝒊𝒏𝒙)  =   𝟎 × 𝟎 =   𝟎 

𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎+

𝒍𝒏 𝒙  =  −∞                               ∶        𝒙 > 𝟎 

∴ 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎+

𝒍𝒏(𝒙 ∙ 𝒔𝒊𝒏𝒙)  =  −∞ 

𝟐.  𝒍𝒊𝒎
𝒙→∞

𝒙𝟑−𝟐

|𝒙|𝟑+𝟏
                         

𝒍𝒊𝒎
𝒙→∞

𝒙𝟑 − 𝟐

𝒙𝟑 + 𝟏
 =   𝟏 

 -والثلاثون: الثاني السؤال 

   

 

: نأ تكون . عند أي من نقاط المجال يمكن للدالة   (∎) الرسم البياني للدالة علي فترة مغلقة 𝑫 معلومة

 𝒙 = −𝟏  (𝟏) متصلة وغير قابلة  للاشتقاق.⟸

𝒙 = 𝟎, 𝒙 = 𝟐  (2) غير متصلة وغير قابلة  للاشتقاق.⟸

𝒙 = ,(قفزة)𝟎 𝒙 = (فجوة)𝟐 ⟸. صلةنفم ونوع الإنفصال  (3) 

{−𝟏, 𝟎 , , 𝟐−] ماعدا{𝟐 𝟑]  (𝟒) قابلة  للاشتقاق.⟸

 

 

−𝑥 𝑥 

0       → 
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,𝟓−] تكون الدالة 𝒇 غير  (∎) عند أية قيم 𝒙 الواقعة في الفترة [𝟒

 قابلة للاشتقاق ؟ ما هو السبب في رأيك.

 

 

 

 

 

,𝟑−] تكون الدالة 𝒇 غير قابلة للاشتقاق فسر إجابتك.  ∎ عند أية قيم 𝒙 الواقعة في الفترة [𝟒

 

   

𝒇(𝒙) استخدم تعريف المشتقة لبيان = √𝒙 −  ∎ إذا كانت   𝟑

𝒙 =  أن𝒇(𝒙) قابلة للاشتقاق عند  𝟒

𝒇′(𝟒) = 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟒

√𝒙 − 𝟑  − 𝟏

𝒙 − 𝟒
× (

√𝒙 − 𝟑  + 𝟏

√𝒙 − 𝟑  + 𝟏
)

= 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟒

𝒙 − 𝟑 − 𝟏

(𝒙 − 𝟒)(√𝒙 − 𝟑  + 𝟏)
=  
𝟏

𝟐
 

𝒙  لأن =   (𝒊) الدالة 𝒇 غير قابلة للاشتقاق عند 𝟐−

𝒇′(−𝟐+) ≠ 𝒇′(−𝟐−)     

𝒇′(𝟎+) ≠ 𝒇′(𝟎−) لأن  𝒙 =   (𝒊𝒊) الدالة 𝒇 غير قابلة للاشتقاق عند 𝟎

 )ناب(

 

 )ركن(

 

  𝒇′(𝟑+) ≠ 𝒇′(𝟑−)   لأن   𝒙 =   (𝒊) الدالة 𝒇 غير قابلة للاشتقاق عند 𝟑

𝒙 = 𝒙  لأن الدالة منفصلة 𝟐 =   (𝒊𝒊) الدالة 𝒇 غير قابلة للاشتقاق عند 𝟐

𝒙 = 𝒙  لأن الدالة منفصلة 𝟏 =   (𝒊𝒊𝒊) الدالة 𝒇 غير قابلة للاشتقاق عند 𝟏

𝒇′(𝟎+) ≠ 𝒇′(𝟎−) لأن  𝒙 =  (𝒊𝒗) الدالة 𝒇 غير قابلة للاشتقاق عند 𝟎
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𝒙 = 𝒇(𝒙) استخدم تعريف المشتقة لبيان أن𝒇(𝒙) قابلة للاشتقاق عند  𝟓 =
𝟑

𝒙 − 𝟐
 ∎ إذا كانت 

𝒇′(𝟓) = 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟓

𝟑
𝒙 − 𝟐 − 𝟏

𝒙 − 𝟓
= 𝒍𝒊𝒎

𝒙→𝟒

𝟑 − 𝒙 + 𝟐

(𝒙 − 𝟓)(𝒙 − 𝟐)
=  
−𝟏

𝟑
 

 -والثلاثون: الثالث السؤال 

 لكل دالة ممايأتي:
𝒅𝒚

𝒅𝒙
  أوجد 

(𝟏) 𝒚 = 𝟓 ⟹
𝒅𝒚

𝒅𝒙
= 𝟎                                            (𝟐)   𝒚 = 𝝅 ⟹

𝒅𝒚

𝒅𝒙
= 𝟎     

(𝟑) 𝒚 = 𝒙 ⟹
𝒅𝒚

𝒅𝒙
= 𝟏                                              (𝟒)   𝒚 = 𝟐𝒙 + 𝟏⟹

𝒅𝒚

𝒅𝒙
= 𝟐  

(𝟓) 𝒚 =
𝒙𝟐

𝟐
− 𝒙                                                                   (𝟔)   𝒚 =

𝒙𝟑

𝟑
+
𝒙𝟐

𝟐
+ 𝒙 

𝒅𝒚

𝒅𝒙
= 𝒙 − 𝟏                                                                

𝒅𝒚

𝒅𝒙
= 𝒙𝟐 + 𝒙 + 𝟏   

(𝟕) 𝒚 = −𝒙𝟐 + 𝟑                                                                   (𝟖)   𝒚 = 𝒙𝟐 + 𝒙 + 𝟏   

𝒅𝒚

𝒅𝒙
= −𝟐𝒙                                                                          

𝒅𝒚

𝒅𝒙
= 𝟐𝒙 + 𝟏  

(𝟗) 𝒚 = 𝟏 − 𝒙 + 𝒙𝟐 − 𝒙𝟑                                       (𝟏𝟎)   𝒚 = 𝒙𝟒 − 𝟕𝒙𝟑 + 𝟐𝒙𝟐 + 𝟏𝟓    

𝒅𝒚

𝒅𝒙
= −𝟏+ 𝟐𝒙 − 𝟑𝒙𝟐                                                          

𝒅𝒚

𝒅𝒙
= 𝟒𝒙𝟑 − 𝟐𝟏𝒙𝟐 + 𝟒𝒙   

(𝟏𝟏) 𝒚 = 𝟒𝒙−𝟐 − 𝟖𝒙 + 𝟏                                       (𝟏𝟐)   𝒚 = 𝟓𝒙𝟑 − 𝟑𝒙𝟓    

𝒅𝒚

𝒅𝒙
= −𝟖𝒙−𝟑 − 𝟖                                                         

𝒅𝒚

𝒅𝒙
= 𝟏𝟓𝒙𝟐 − 𝟏𝟓𝒙𝟒   

(𝟏𝟑) 𝒚 = 𝒙−𝟐 − 𝟓𝒙 + 𝝅𝟐                                       (𝟏𝟒)   𝒚 = 𝟓𝒙𝟐 − 𝟑𝒙𝟑    

𝒅𝒚

𝒅𝒙
= −𝟐𝒙−𝟑 − 𝟓                                                                            

𝒅𝒚

𝒅𝒙
= 𝟏𝟎𝒙 − 𝟗𝒙𝟐 
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(𝟏𝟓)𝒚 = (
𝒙𝟐

𝟓
+ 𝒙 −

𝟓

𝒙𝟐
) ⟹

𝒅𝒚

𝒅𝒙
=
𝟐𝒙

𝟓
+ 𝟏 +

𝟏𝟎

𝒙𝟑
 

(𝟏𝟔) 𝒚 = (𝒙 + 𝟏)(𝒙𝟐 + 𝟏)   ⟹  
𝒅𝒚
𝒅𝒙

=  𝟏(𝒙𝟐 + 𝟏) + 𝟐𝒙(𝒙 + 𝟏) = 𝟑𝒙𝟐 + 𝟐𝒙 + 𝟏  

(𝟏𝟕) 𝒚 = (𝟑𝒙𝟐 − 𝒙)(𝒙𝟑 + 𝟐)   ⟹  

 
𝒅𝒚

𝒅𝒙
=  (𝟔𝒙 − 𝟏)(𝒙𝟑 + 𝟐) + 𝟑𝒙𝟐(𝟑𝒙𝟐 − 𝒙)(فك القواس وجمع)  

 

(𝟏𝟖) 𝒚 =
𝒙

𝒙𝟐 + 𝟑
  ⟹  

𝒅𝒚

𝒅𝒙
=  
𝟏(𝒙𝟐 + 𝟑) − 𝟐𝒙(𝒙)

(𝒙𝟐 + 𝟑)𝟐
=

𝟑 − 𝒙𝟐

(𝒙𝟐 + 𝟑)𝟐
 

 

(𝟏𝟗) 𝒚 =
𝒙𝟐

𝟏 − 𝒙𝟑
  ⟹  

𝒅𝒚

𝒅𝒙
=  
𝟐𝐱(𝟏 − 𝒙𝟑) + 𝟑𝒙𝟐(𝒙𝟐)

(𝟏 − 𝒙𝟑)𝟐
=

𝒙𝟒 + 𝟐𝒙

(𝟏 − 𝒙𝟑)𝟐
  

 

(𝟐𝟎) 𝒚 =
𝒙𝟐 + 𝟑

𝒙
  ⟹  

𝒅𝒚

𝒅𝒙
=  
𝟐𝒙(𝒙) − 𝟏(𝒙𝟐 + 𝟑)

(𝒙)𝟐
=
𝟐𝒙𝟐 − 𝒙𝟐 − 𝟑

(𝒙)𝟐
=
𝒙𝟐 − 𝟑

(𝒙)𝟐
 

 

(𝟐𝟏) 𝒚 =
𝟐𝒙 + 𝟓

𝟑𝒙 − 𝟐
  ⟹  

𝒅𝒚

𝒅𝒙
= 
𝟐(𝟑𝒙 − 𝟐) − 𝟑(𝟐𝒙 + 𝟓)

(𝟑𝒙 − 𝟐)𝟐
=
𝟔𝒙 − 𝟒 − 𝟔𝒙 − 𝟏𝟓

(𝟑𝒙 − 𝟐)𝟐

=
−𝟏𝟗

(𝟑𝒙 − 𝟐)𝟐
 

 

(𝟐𝟐) 𝒚 =
𝒙𝟐 + 𝟓𝒙 − 𝟏

𝒙𝟐
  ⟹   

𝒅𝒚

𝒅𝒙
=  
(𝟐𝐱 + 𝟓)𝒙𝟐 − 𝟐𝒙(𝒙𝟐 + 𝟓𝒙 − 𝟏)

(𝒙)𝟐
 

=
𝟐𝒙𝟑 + 𝟓𝒙𝟐 − 𝟐𝒙𝟑 − 𝟏𝟎𝒙𝟐 + 𝟐𝒙

(𝒙)𝟒
=
𝟐𝒙 − 𝟓𝒙𝟐

(𝒙)𝟒
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(𝟐𝟑) 𝒚 = (𝒙𝟐 + 𝟏)(𝟑𝒙 + 𝟐)−𝟏 =
(𝒙𝟐 + 𝟏)

(𝟑𝒙 + 𝟐)
 ⟹  

𝒅𝒚
𝒅𝒙

= 
𝟐𝒙(𝟑𝒙 + 𝟐) − 𝟑(𝒙𝟐 + 𝟏)

(𝟑𝒙 + 𝟐)𝟐
 

=
𝟔𝒙𝟐 + 𝟒𝒙 − 𝟑𝒙𝟐 − 𝟑

(𝟑𝒙 − 𝟐)𝟐
=
𝟑𝒙𝟐 + 𝟒𝒙 − 𝟑

(𝟑𝒙 − 𝟐)𝟐
 

 

(𝟐𝟒) 𝒚 = (𝒙𝟑 − 𝒙)(𝟐 + 𝒙𝟐)−𝟏 =
(𝒙𝟑 − 𝒙)

(𝟐 + 𝒙𝟐)
  

⟹  
𝒅𝒚

𝒅𝒙
=
(𝟑𝒙𝟐 − 𝟏)(𝟐 + 𝒙𝟐) − 𝟐𝐱(𝒙𝟑 − 𝒙)

(𝟐 + 𝒙𝟐)𝟐
 فك الأقواس وجمع  

 

  (𝟐𝟓) 𝒚 = √𝒙 + 𝟐   ⟹
𝒅𝒚

𝒅𝒙
=

𝟏

𝟐√𝒙 + 𝟐
  

 

  (𝟐𝟔) 𝒚 =
√𝒙 − 𝟏

√𝒙 + 𝟏
  ⟹

𝒅𝒚

𝒅𝒙
=

𝟏

𝟐√𝒙
(√𝒙 + 𝟏) −

𝟏

𝟐√𝒙
(√𝒙 − 𝟏)

(√𝒙 + 𝟏)
𝟐

= 

𝟏
𝟐 +

𝟏

𝟐√𝒙
−
𝟏
𝟐 +

𝟏

𝟐√𝒙

(√𝒙 + 𝟏)
𝟐

 

= 
𝟏

√𝒙(√𝒙 + 𝟏)
𝟐 

 

 ...... أ.هلال حسين أحمدمع تمنياتي بالتوفيق والنجاح
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 -والثلاثون: الرابع السؤال 

, وأن    𝒙 = ,𝒗 دالتان في 𝒙 وقابلتان للاشتقاق عند 𝟎 𝒖 بفرض أن  

𝒗′(𝟎) = 𝟐 , 𝒗(𝟎) = −𝟏, 𝒖′(𝟎) = −𝟑, 𝒖(𝟎) = 𝟓 

𝒙 =  أوجد قيم المشتقات التالية عند 𝟎

(𝟏)
𝒅

𝒅𝒙
(𝒖𝒗)|𝒙=𝟎 = 𝒖

′𝒗 + 𝒗′𝒖 = −𝟑 × −𝟏 + 𝟐 × 𝟓

= 𝟑 + 𝟏𝟎 = 𝟏𝟑 

(𝟐)
𝒅

𝒅𝒙
(
𝒖

𝒗
) |𝒙=𝟎 =

𝒖′𝒗 − 𝒗′𝒖

𝒗𝟐

=
−𝟑 × −𝟏 − 𝟐 × 𝟓

(−𝟏)𝟐
= −𝟕 

(𝟑)
𝒅

𝒅𝒙
(𝟕𝒗 − 𝟐𝒖)|𝒙=𝟎 = 𝟕𝒗

′ − 𝟐𝒖′

= 𝟕 × 𝟐 − 𝟐 × −𝟑 = 𝟏𝟒 + 𝟔 = 𝟐𝟎 

 

 

 

 مع تمنياتي بالتوفيق والنجاح...... أ.هلال حسين أحمد
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, وأن 𝒙 = ,𝒗 دالتان في 𝒙 وقابلتان للاشتقاق عند 𝟐 𝒖 بفرض أن ∎ 

𝒗′(𝟐) = 𝟐 , 𝒗(𝟐) = 𝟏, 𝒖′(𝟐) = −𝟒, 𝒖(𝟐) = 𝟑    

𝒙 =  أوجد قيم المشتقات التالية عند 𝟐

(𝟏)
𝒅

𝒅𝒙
(𝒖𝒗)|𝒙=𝟐 = 𝒖′𝒗 + 𝒗′𝒖 = −𝟒 × 𝟏 + 𝟐 × 𝟑 = −𝟒 + 𝟔 = 𝟐 

 

(𝟐)
𝒅

𝒅𝒙
(
𝒗

𝒖
) |𝒙=𝟐 =

𝒗′𝒖 − 𝒖′𝒗

𝒖𝟐
=
𝟐 × 𝟑 + 𝟒 × 𝟏

(−𝟒)𝟐
=
𝟏𝟎

𝟏𝟔
=
𝟓

𝟖
 

(𝟑)
𝒅

𝒅𝒙
(𝟑𝒗 − 𝟐𝒖 + 𝟐𝒖𝒗)|𝒙=𝟐 = 𝟑𝒗′ − 𝟐𝒖′ + 𝟐(𝒖′𝒗 + 𝒗′𝒖)

= 𝟑 × 𝟐 − 𝟐 × −𝟒 + 𝟐 × 𝟐 = 𝟔 + 𝟖 + 𝟒 = 𝟏𝟖 

 -والثلاثون:الخامس  السؤال 

(𝟏)     ∶   𝒇(𝒙) = {
𝒙𝟐 − 𝟒    , 𝒙 ≤ −𝟐, 𝒙 ≥ 𝟐

𝟒 − 𝒙𝟐    , −𝟐 < 𝒙 < 𝟐
  لتكن     

. 𝒙 ؟ فسر = −𝟐, 𝒙 =  هل للدالة 𝒇 مشتقة عند 𝟐

𝒇′(−𝟐+) = −𝟐𝒙|𝒙=−𝟐 = 𝟒  , 𝒇
′(−𝟐−) = 𝟐𝒙|𝒙=−𝟐

= −𝟒 ⟹ 𝒇′(−𝟐) =  غير موجودة

𝒇′(𝟐+) = 𝟐𝒙|𝒙=𝟐 = 𝟒  , 𝒇′(𝟐−) = −𝟐𝒙|𝒙=𝟐

= −𝟒 ⟹ 𝒇′(𝟐) =  غير موجودة

𝒇′(𝟐+) ≠ 𝒇′(𝟐−)  , 𝒇′(−𝟐+) ≠ 𝒇′(−𝟐−)      حيث 
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 (𝟐) أوجد القيمة الوحيدة لـ 𝒌 التي الدالة تجعل الدالة قابلة للاشتقاق عند 

𝒇(𝒙) = {
𝒙𝟑          , 𝒙 ≤ 𝟏
𝟑𝒙 + 𝒌    , 𝒙 > 𝟏

: 𝒙 = 𝟏 

𝒙 = 𝒇′(𝟏) موجودة الدالة متصلة عند 𝟏 ∵ ⟹

∴ 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟏+

(𝟑𝒙 + 𝒌) = 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟏−

𝒙𝟑 ⟹ 𝟑− 𝟏 = −𝒌

⟹ 𝒌 = −𝟐 

𝒇(𝒙) = {
𝒙𝟐    , 𝒙 ≤ 𝟏
𝟐𝒙    , 𝒙 > 𝟏

                           ∶   (𝟑)  لتكن       

𝒇′(𝒙) = 𝟐𝒙 ∶ 𝒙 < 𝟏 ⟸ 𝒙 ؟ <  (∎)     أوجد  𝒇′(𝒙) حيث  𝟏

𝒇′(𝒙) = 𝟐 ∶ 𝒙 > 𝟏 ⟸ 𝒙 ؟ >  (∎)     أوجد  𝒇′(𝒙) حيث  𝟏

𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟏−

𝒇′(𝒙) = 𝟐 × 𝟏 = 𝟐 ⟸ 𝒍𝒊𝒎 ؟
𝒙→𝟏−

𝒇′(𝒙)  (∎)     أوجد  

𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟏+

𝒇′(𝒙) = 𝟐 ⟸ 𝒍𝒊𝒎 ؟
𝒙→𝟏+

𝒇′(𝒙)  (∎)     أوجد  

⟸ 𝒍𝒊𝒎  موجودة أشرح ؟
𝒙→𝟏

𝒇′(𝒙)  (∎)     هل  

𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟏+

𝒇′(𝒙) = 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟏−

𝒇′(𝒙) = 𝟐  نعم لأن

⟸  (∎)     هل  𝒇′(𝟏)  موجودة أشرح ؟

𝒙 =  لا لأن الدالة منفصلة عند 𝟏

 مع تمنياتي بالتوفيق والنجاح...... أ.هلال حسين أحمد
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𝒇(𝒙) بين أن 𝒇 متصلة = |𝟐𝒙 − 𝟏| + 𝟒𝒙 ∶  (𝟒) لتكن

. 𝒙 =
𝟏

𝟐
 ولكنها غير قابلة للاشتقاق عند

𝒙 =
𝟏

𝟐
∴ هي متصلة عند   𝑹 مجموع دالتين متصلتين علي 𝒇(𝒙) 

   

 

    ∶  (𝟓) لتكن 𝒇 دالة معرفة كالاتي

, 𝒃 ثابتان 𝒂 حيث 𝒇(𝒙) = {
𝟑 − 𝒙         , 𝒙 < 𝟏

𝒂𝒙𝟐 + 𝒃𝒙    , 𝒙 ≥ 𝟏
 

,𝒃 ؟ 𝒂 العلاقةما بين  , 𝒙 متصلة لكل 𝒇 إذا كانت (𝒊)     

𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟏+

(𝒂𝒙𝟐 + 𝒃𝒙) = 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟏−

(𝟑 − 𝒙 )   ⟸ 𝒙 =  ∵ الدالة متصلة عند 𝟏

𝒂 + 𝒃 = 𝟐     ⟹  العلاقة هي                     (𝟏)

, 𝒃 التي تجعل 𝒇 متصلة وقابلة للاشتقاق. 𝒂 أوجد القيم الوحيدة لكل من (𝒊𝒊) 

𝟐𝒂𝒙 + 𝒃|𝒙=𝟏 = −𝟏|𝒙=𝟏     الدالة قابلة  للاشتقاق  ∵⇒ 𝟐𝒂 + 𝒃 = −𝟏  ⟹⟹ (𝟐)    

, 𝟏بحل المعادلتين      معاً نجد أن : 𝟐

𝒂 = −𝟑 , 𝒃 = 𝟓 

 

 مع تمنياتي بالتوفيق والنجاح...... أ.هلال حسين أحمد

𝟔𝒙 − 𝟏 𝟐𝒙 + 𝟏 
𝒇′ (

𝟏

𝟐

+

) = 𝟔  , 𝒇′ (
𝟏

𝟐

−

) = 𝟐  ⟹ 𝒇′ (
𝟏

𝟐

+

)

≠ 𝒇′ (
𝟏

𝟐

−

)    

. 𝒙 =
𝟏

𝟐
 ∴  𝒇 متصلة ولكنها غير قابلة للاشتقاق عند
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 ∶  (𝟔) لتكن 𝒇 دالة معرفة كالاتي

, 𝒃 ثابتان 𝒂 حيث 𝒇(𝒙) = {
𝒙𝟐 + 𝟏         , 𝒙 ≤ 𝟏
𝒂𝒙 + 𝒃    , 𝒙 > 𝟏

    

, 𝒃 التي تجعل 𝒇 متصلة وقابلة للاشتقاق. 𝒂 أوجد القيم لكل من 

𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟏+

(𝒂𝒙 + 𝒃) = 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟏−

(𝒙𝟐 + 𝟏 )   ⟸ 𝒙 =  ∵ الدالة متصلة عند 𝟏

𝒂 + 𝒃 = 𝟐     ⟹⟹ (𝟏)         

𝒂|𝒙=𝟏 = 𝟐𝒙|𝒙=𝟏     الدالة قابلة  للاشتقاق  𝒂 = 𝟐  ⟹ 𝒃 = 𝟎    

𝒇(𝒙) حيث = {
𝒂𝒙 + 𝟐         , 𝒙 < 𝟑

𝒙𝟐 + 𝒃    , 𝒙 ≥ 𝟑
    ∶  (𝟕) لتكن 

,𝒂 التي تجعل𝒇′(𝟑) موجودة 𝒃  ثابتين أوجد قيمة الثابتين 𝒂 , 𝒃 

𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟑+

(𝒙𝟐 + 𝒃) = 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟑−

(𝒂𝒙 + 𝟐 )   ⟸ 𝒙 =  ∵ الدالة متصلة عند 𝟏

𝟗 + 𝒃 = 𝟑𝒂 + 𝟐 ⟹ 𝟑𝒂 − 𝒃 = 𝟕     ⟹⟹ (𝟏)         

𝟐𝒙|𝒙=𝟑 = 𝒂|𝒙=𝟑     الدالة قابلة  للاشتقاق  𝒂 = 𝟔  ⟹ 𝒃 = 𝟏𝟏    

   ∶  (𝟖) لتكن 𝒇 دالة معرفة كالاتي

, 𝒃 ثابتان 𝒂 حيث 𝒇(𝒙) = {
𝒂𝒙𝟐 + 𝒃𝒙         , 𝒙 > 𝟐
𝟐𝒙 − 𝟒            , 𝒙 ≤ 𝟐

 

,𝒃 ؟ 𝒂 ماالعلاقة بين , 𝒙 متصلة لكل 𝒇 إذا كانت (∎)     

𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟐+

(𝒂𝒙𝟐 + 𝒃𝒙) = 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟐−

(𝟐𝒙 − 𝟒 )   ⟸ 𝒙 =  ∵ الدالة متصلة عند 𝟐
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𝟒𝒂 + 𝟐𝒃 = 𝟒 − 𝟒 ⟹   𝟒 𝒂 + 𝟐𝒃 = 𝟎 ⟹  العلاقة هي                     (𝟏)

. قاقللاشت , 𝒃 التي تجعل 𝒇 متصلة وقابلة  𝒂 (𝟗) أوجد القيم الوحيدة لكل من 

𝟐𝒂𝒙 + 𝒃|𝒙=𝟐 = 𝟐|𝒙=𝟐     الدالة قابلة  للاشتقاق  ∵

⇒ 𝟒𝒂 + 𝒃 = 𝟐  ⟹⟹ (𝟐)    

, 𝟏بحل المعادلتين      معاً نجد أن : 𝟐

𝒂 = 𝟏 , 𝒃 = −𝟐 

𝐠(𝒙) = {
𝟐𝒙𝟑                          , 𝒙 ≥ 𝟏
𝟑𝒙 − 𝟏                      , 𝒙 < 𝟏

    ∶  (𝟏𝟎) لتكن 

. 𝒙 =  (∎) وضح ما إذا كانت الدالة𝑮(𝒙) متصلة عند 𝟏

(𝒊) 𝒇(𝟏) = 𝟐   , (𝒊𝒊) 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟏+

𝟐𝒙𝟑 = 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟏−

(𝟑𝒙 − 𝟏) = 𝟐    , 𝐠(𝟏) = 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟏

𝐠(𝒙) 

. 𝒙 =  ∴ الدالة𝑮(𝒙) متصلة عند 𝟏

. 𝒙 =  (∎) ابحث قابلية الإشتقاق للدالة𝑮(𝒙) عند 𝟏

𝟔𝒙𝟐|𝒙=𝟏+ = 𝟔 , 𝟑|𝒙=𝟏− = 𝟑⟹ 𝒇′(𝟏+) ≠ 𝒇′(𝟏−) 

 ⟹ 𝒙 =    الدالة  غير قابلة  للاشتقاق عند𝟏

 مع أطيب التمنيات بالتوفيق .....أ.هلال حسين 
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    ∶  (𝟏𝟏) لتكن 𝒇 دالة معرفة كالاتي

, 𝒃 ثابتان 𝒂 حيث 𝒇(𝒙) = {
𝒂𝒙𝟐 + 𝟑         , 𝒙 ≥ 𝟐
𝒃𝒙 − 𝟓            , 𝒙 < 𝟐

 

. , 𝒃 التي تجعل 𝒇 متصلة وقابلة للاشتقاق 𝒂 أوجد القيم  لكل من 

 

 

  

 

 -السؤال  الخامس والثلاثون:

 (1) أوجد معادلة المماس والخط العمودي للمنحني

𝒙 = 𝒚 عند 𝟐 = 𝒙𝟐 − 𝟓𝒙 + 𝟐 

𝒚′(𝒙)|𝒙=𝟐 = 𝟐𝒙 − 𝟓|𝒙=𝟐  ⟹ 𝒎(الميل) = −𝟏 , 𝒙 = 𝟐 

⟹ 𝒚 = 𝟒 − 𝟏𝟎 + 𝟐 = −𝟒⟹  النقطة (𝟒−,𝟐)

(𝒚 + 𝟒) = −𝟏(𝒙 − 𝟐)  ⟹ 𝒚 = −𝒙 −    معادلة المماس 𝟐

(𝒚 + 𝟒) = 𝟏(𝒙 − 𝟐)  ⟹ 𝒚 = 𝒙 −    معادلة الخط العمودي 𝟔

 

 مع تمنياتي بالتوفيق والنجاح...... أ.هلال حسين أحمد

𝟐𝒂𝒙|𝒙=𝟐+ = 𝒃|𝒙=𝟐−     ∵  الدالة قابلة  للاشتقاق     

𝟒𝒂 − 𝒃 = 𝟎 ⟹ (𝒊𝒊) 

: , 𝒊 نجد أن 𝒊𝒊 بحل المعادلتين  

𝒃 = 𝟖  , 𝒂 = 𝟐 

. 𝑥 =  ∴ الدالة𝑓(𝑥) متصلة عند 2

𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟐+

(𝒂𝒙𝟐 + 𝟑 ) = 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟐−

(𝒃𝒙 − 𝟓) 

𝟒𝒂 + 𝟑 = 𝟐𝒃 − 𝟓⟹ 𝟒𝒂 − 𝟐𝒃 = −𝟖⟹ (𝒊) 
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 (2) أوجد النقاط التي يكون عندها مماس أفقي للدالة   

𝒚 وأوجد معادلتة = 𝒙𝟑 − 𝟐𝒙𝟐 + 𝒙 − 𝟐 

𝒚′ = 𝟑𝒙𝟐 − 𝟒𝒙 + 𝟏 = 𝟎 ⟹ 𝒙 = 𝟏 , 𝒙 =
𝟏

𝟑
 

𝒙 = 𝟏 ⟹ 𝒚 = 𝟏 − 𝟐 + 𝟏 − 𝟐 = −𝟐 ∴ 
(𝟏,−𝟐) ,𝒎|𝒙=𝟏 = 𝟎  ⟹ 𝒚 =  (𝟐−,𝟏)| معادلة المماس 𝟐−

  , 𝒙 =
𝟏

𝟑
⟹ 𝒚 =

−𝟓𝟎

𝟐𝟕
∴ (
𝟏

𝟑
,
−𝟓𝟎

𝟐𝟕
)   

,𝒎|
𝒙=
𝟏
𝟑
= 𝟎⟹ 𝒚 =

𝟓𝟎

𝟐𝟕
| معادلة المماس 

(
𝟏
𝟑
,
−𝟓𝟎
𝟐𝟕

)
 

(𝟎, 𝒚 عند النقطة(𝟏 =
𝟏

𝟏 + 𝒙
 (3) أوجد معادلة  الخط العمودي علي  المنحني  

𝒎|𝒙=𝟎 =
−𝟏

(𝟏 + 𝒙)𝟐
|𝒙=𝟎 = −𝟏⟹ 𝟏 =   ميل الخط العمودي

⟹ (𝒚 − 𝟏) = 𝟏(𝒙− 𝟎)  ⟹ 𝒚 = 𝒙+𝟏 معادلة الخط العمودي 

(𝟐, 𝒚 عند النقطة(𝟏 =
𝟖

𝟒 + 𝒙𝟐
 (4) أوجد معادلة  المماس علي  للمنحني  

𝒎|𝒙=𝟐 =
−𝟏𝟔𝒙

(𝟒 + 𝒙𝟐)𝟐
|𝒙=𝟐 ⟹𝒎|𝒙=𝟏 =

−𝟏

𝟐
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⟹ (𝒚 − 𝟏) =
−𝟏

𝟐
(𝒙 − 𝟐)  ⟹ 𝒚 =

−𝟏

𝟐
𝒙 +  معادلة  المماس 𝟐

(𝟏, 𝒚 عند النقطة(𝟐 =
𝟒𝒙

𝟏 + 𝒙𝟐
 (5) أوجد معادلة  المماس علي  للمنحني  

𝒎|𝒙=𝟏 =
𝟒(𝟏 + 𝒙𝟐) − 𝟖𝒙𝟐

(𝟏 + 𝒙𝟐)𝟐
|𝒙=𝟏 ⟹𝒎|𝒙=𝟏 = 𝟎 

⟹ (𝒚− 𝟐) = 𝟎(𝒙 − 𝟏)  ⟹ 𝒚 =  معادلة  المماس 𝟐

 

𝒇(𝒙) = 𝟐𝒙𝟑 − 𝟑𝒙𝟐 − 𝟏𝟐𝒙 +  (6) أوجد النقاط علي المنحني    𝟐𝟎

. لسيناتا  𝒚 التي يكون المماس عندها موازيا لمحور 

𝒚′ = 𝟔𝒙𝟐 − 𝟔𝒙 − 𝟏𝟐 = 𝟎 ⟹ 𝒙 = −𝟏 , 𝒙 = 𝟐 

𝒙 = −𝟏 ⟹ 𝒚 = −𝟐 − 𝟑 + 𝟏𝟐 + 𝟐𝟎 = 𝟐𝟔 ∴ (−𝟏, 𝟐𝟕) 

𝒙 = 𝟐 ⟹ 𝒚 = 𝟏𝟔 − 𝟏𝟐 − 𝟐𝟒 + 𝟐𝟎 = 𝟎 ∴ (𝟐, 𝟎) 

(𝟏, 𝒇(𝒙) عند النقطة(𝟎 =
𝒙 − 𝟏

𝒙 + 𝟐
 (7) أوجد معادلة خط المماس  المنحني  

𝒎|𝒙=𝟏 =
𝟏(𝒙 + 𝟐) − 𝟏(𝒙 − 𝟏)

(𝟐 + 𝒙)𝟐
|𝒙=𝟏 =

𝟏

𝟑
 

⟹ (𝒚 − 𝟎) =
𝟏

𝟑
(𝒙− 𝟏)  ⟹ 𝒚 =

𝟏

𝟑
𝒙−

𝟏

𝟑
 معادلة خط المماس 

 مع تمنياتي بالتوفيق والنجاح...... أ.هلال حسين أحمد
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𝒇′(𝒙) =
−𝟐

𝒙𝟑
 ⟸ 𝒙 ≠ 𝟎 , 𝒇(𝒙) =

𝟏

𝒙𝟐
 (𝟖) أوجد 𝒇′(𝒙)  حيث  

 

 

𝒚 = 𝟐𝒙 ⟹
𝒅𝒚

𝒅𝒙
|𝒙=𝟏 = 𝟐|𝒙=𝟏 = 𝟐 → (𝟏) 

𝒚 = 𝟐 ⟹
𝒅𝒚

𝒅𝒙
|𝒙=𝟏 = 𝟎 → (𝟐) 

𝒑 𝟏 نجد أن الدالة غير للاشتقاق عند ,  من 𝟐

𝒚 = 𝒙 ⟹
𝒅𝒚

𝒅𝒙
|𝒙=𝟎 = 𝟏|𝒙=𝟎 = 𝟏 → (𝟏) 

𝒚 = 𝒙𝟐 ⟹
𝒅𝒚

𝒅𝒙
|𝒙=𝟎 = 𝟎 → (𝟐) 

𝒑 𝟏 نجد أن الدالة غير للاشتقاق عند ,  من 𝟐

 

𝒚 =
𝟏

𝒙
⟹

𝒅𝒚

𝒅𝒙
|𝒙=𝟏 =

−𝟏

𝒙𝟐
|𝒙=𝟏 = −𝟏 → (𝟏) 

𝒚 = 𝒙 ⟹
𝒅𝒚

𝒅𝒙
|𝒙=𝟏 = 𝟏 → (𝟐) 

𝒑 𝟏 نجد أن الدالة غير للاشتقاق عند ,  من 𝟐

 

𝒚 = 𝟐𝒙 − 𝟏 ⟹
𝒅𝒚

𝒅𝒙
|𝒙=𝟏 = 𝟐|𝒙=𝟏 = 𝟐 → (𝟏) 

𝒚 = √𝒙 ⟹
𝒅𝒚

𝒅𝒙
|𝒙=𝟏 =

𝟏

𝟐√𝒙
=
𝟏

𝟐
→ (𝟐) 

𝒑 𝟏 نجد أن الدالة غير للاشتقاق عند ,  من 𝟐
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 (𝟓) أكمل الجدول التالي لتوضح أيا   من الدوال التالية 

𝒙 =  قابلة للاشتقاق أو غير قابلة للاشتقاق عند 𝟏
  مع ذكر السبب ؟

 

 الدالــــــــــــــــــــة
 

 قابلة للاشتقاق أو غير قابلة للاشتقاق

𝒙 =  عند 𝟏

 

 الســــــــــــــــــــبب

 

 

𝒇(𝒙) = |𝒙 − 𝟏| 
 
 

 

بلةقا للاشتقاق  غير 

 
𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟏+

𝒇(𝒙) ≠ 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟏−

𝒇(𝒙) 

 

𝑮(𝒙) =
𝒙 − 𝟏

𝒙𝟐 − 𝟏
 

 
 

 

 غير قابلة للاشتقاق

 
𝒙 الدالة غير متصلة   =   عند ±𝟏

 

𝑳(𝒙) = {𝟐𝒙
𝟑 + 𝟏 ∶ 𝒙 ≥ 𝟏

𝟔𝒙 + 𝟐 ∶ 𝒙 < 𝟏
 

 
 
 
 

 
 

 غير قابلة للاشتقاق

 
 
 

𝑥 =    الدالة غير متصلة   عند 1

 

𝑵(𝒙) = √𝒙𝟐 + 𝟓 
 
 
 

 

 قابلة للاشتقاق 
 

 

𝑵′(𝟏) =
𝟏

√𝟏 + 𝟓
 موجودة   

 

 مع تمنياتي بالتوفيق والنجاح...... أ.هلال حسين أحمد
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.  (𝟔) أوجد قيم 𝒙 التي تكون عندها الدالة

𝒇(𝒙) = {
𝟐𝒙                   , −𝟏 ≤ 𝒙 < 𝟐

𝟒 − (𝒙 − 𝟐)𝟐    , 𝟐 ≤ 𝒙 ≤ 𝟒
 

 الحل

  قابلة للاشتقاق على مجالها مبينا   خطوات الحل

 

 

.  

 

 (أكتب السببالدالة متصلة على مجالها )

: 𝒄 يكون ≠ −𝟏 ,  لكل𝒄 في مجال الدالة

. 𝐥𝐢𝐦 وبالتالي الدالة متصلة عندها
𝐱→𝐜

𝐟(𝐱) = 𝐟(𝐜) 

𝒇′(𝒙) = {
𝟐                            , −𝟏 ≤ 𝒙 < 𝟐
?                                , 𝒙 = 𝟐

−𝟐(𝒙 − 𝟐)              , 𝟐 < 𝒙 ≤ 𝟒
        

    , 𝒇′(𝟐+) ≠ 𝒇′(𝟐−) 

,𝟏−] ماعدا{𝟐}   الدالة قابلة للاشتقاق على  [𝟒

 

𝟒 − (𝒙 − 𝟐)𝟐 𝟐𝒙 −𝟏 𝟒 𝟐 

𝟒 
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 (𝟕) أوجد قيم 𝒙 التي تكون عندها الدالة

  قابلة للاشتقاق على مجالها مبينا   خطوات الحل

𝐠(𝒙) = {
(𝒙 + 𝟏)𝟐             , 𝒙 ≤ 𝟎
𝟐𝒙 + 𝟏            , 𝟎 < 𝒙 < 𝟑

(𝟒 − 𝒙)𝟐              , 𝒙 ≥ 𝟑

 

 

 

 

 

𝒙( مع ملاحظة أن الدالة غير متصلة عند   6أتبع نفس خطوات المثال السابق ) = أكمل   𝟑

 الحل.....

 -والثلاثون: السادسالسؤال 

:  للدوال التالية
𝒅𝒚

𝒅𝒙
,
𝒅𝟐𝒚

𝒅𝒙𝟐
,
𝒅𝟑𝒚

𝒅𝒙𝟑
  ∶   أوجد  

(𝟏)  𝒚 = 𝒙𝟐 − 𝟓𝒙 + 𝟔 ⟹
𝒅𝒚

𝒅𝒙
= 𝟐𝒙 − 𝟓   ,

𝒅𝟐𝒚

𝒅𝒙𝟐
= 𝟐  ,

𝒅𝟑𝒚

𝒅𝒙𝟑
= 𝟎 

(𝟐)  𝒚 = 𝟓𝒙𝟑 − 𝟑𝒙𝟐 + 𝝅⟹
𝒅𝒚

𝒅𝒙
= 𝟏𝟓𝒙𝟐 − 𝟔𝒙   ,

𝒅𝟐𝒚

𝒅𝒙𝟐
= 𝟑𝟎𝒙 − 𝟔  

 ,
𝒅𝟑𝒚

𝒅𝒙𝟑
= 𝟑𝟎 

 

𝟐𝒙 + 𝟏 (𝟒 − 𝒙)𝟐 (𝒙 + 𝟏)𝟐 

𝟎 𝟑 
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(𝟑)  𝒚 = 𝒙𝟓 − 𝟑𝒙𝟒 + 𝟕𝒙𝟐 − 𝟒𝒙 + 𝟏 ⟹  
𝒅𝒚

𝒅𝒙
= 𝟓𝒙𝟒 − 𝟏𝟐𝒙𝟑 + 𝟏𝟒𝒙 − 𝟒        

    ,
𝒅𝟐𝒚

𝒅𝒙𝟐
= 𝟐𝟎𝒙𝟑 − 𝟑𝟔𝒙𝟐 + 𝟏𝟒  ,             

𝒅𝟑𝒚

𝒅𝒙𝟑
= 𝟔𝟎𝒙𝟐 − 𝟕𝟐𝒙 

 -ن:والثلاثو السابعالسؤال 

 

(𝟏) 𝒗(𝒕) = 𝟏𝟔𝟎 − 𝟑𝟐𝒕 = 𝟎 ⟹ 

𝒕 =
𝟏𝟔𝟎

𝟑𝟐
= 𝟓 ⟹ 𝒔(𝟓) = 𝟏𝟔𝟎 × 𝟓 − 𝟏𝟔 × 𝟐𝟓 = 𝟒𝟎𝟎  

(𝟐) 𝟐𝟓𝟔 = 𝟏𝟔𝟎𝒕 − 𝟏𝟔𝒕𝟐 ⟹ 𝟏𝟔𝒕𝟐 − 𝟏𝟔𝟎𝒕 + 𝟐𝟓𝟔 = 𝟎   

𝒕 = 𝟐 , 𝒕 = 𝟖 ⟹ 𝒗(𝒕)|𝒕=𝟐 = 𝟏𝟔𝟎 − 𝟑𝟐𝒕|𝒕=𝟐 = 𝟗𝟔𝒇𝒕 𝒔𝒆𝒄⁄  

|𝟗𝟔|  =السرعة العددية = 𝟗𝟔  𝒇𝒕 𝒔𝒆𝒄⁄       

𝒗(𝒕)|𝒕=𝟖 = 𝟏𝟔𝟎 − 𝟑𝟐𝒕|𝒕=𝟖 = −𝟗𝟔𝒇𝒕 𝒔𝒆𝒄⁄  

|𝟗𝟔−|  =السرعة العددية = 𝟗𝟔  𝒇𝒕 𝒔𝒆𝒄⁄       

(𝟑) 𝒂(𝒕) = −𝟑𝟐𝒇𝒕 𝒔𝒆𝒄𝟐⁄  ( عند صعود الكرة تتبأطا   العجلة وعند هبوطها تتسارع) 

𝒕 =  (𝟒) قذفت الكرة رأسيا   للاعلي عند 𝟎

𝟏𝟔𝟎𝒕 − 𝟏𝟔𝒕𝟐 = 𝟎⟹ 𝒕 = 𝟎 , 𝒕 =   وعادت الكرة إلي الأرض بعد 𝟏𝟎 ثوان من بدء حركتها 𝟏𝟎
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 مع تمنياتي بالتوفيق والنجاح...... أ.هلال حسين أحمد
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 -والثلاثون:الثامن السؤال 

 

 

(𝟏) 
𝒅

𝒅𝒙
(𝟓𝒇(𝒙) − 𝐠(𝒙)), 𝒙 = 𝟏 ⟹

𝒅

𝒅𝒙
(𝟓𝒇(𝒙) − 𝐠(𝒙))|𝒙=𝟏

= 𝟓𝒇′(𝟏) + 𝐠′(𝟏) =  𝟏 

(𝟐) 
𝒅

𝒅𝒙
(𝒇(𝒙). 𝐠𝟑(𝒙)), 𝒙 = 𝟎 

⟹ (𝒇′(𝟎). 𝐠𝟑(𝟎) +   𝟑𝐠𝟐(𝟎) 𝐠′(𝟎)𝒇(𝟎))|
𝒙=𝟎

= 𝟔 

(𝟑) 
𝒅

𝒅𝒙
(𝒇(𝐠(𝒙))) , 𝒙 = 𝟎 ⟹ (𝒇′(𝐠(𝟎)). 𝐠′(𝟎)) |𝒙=𝟎

= (𝒇′(𝟏).
𝟏

𝟑
) =  

−𝟏

𝟗
 

(𝟒)
𝒅

𝒅𝒙
(

𝒇(𝒙)

𝐠(𝒙) + 𝟏
) |𝒙=𝟏 =

𝒇′(𝟏)(𝐠(𝟏) + 𝟏) − 𝐠′(𝟏)𝒇(𝟏)

(𝐠(𝒙) + 𝟏)𝟐(𝟏)
= 𝟏  

(𝟓) 
𝒅

𝒅𝒙
(𝐠(𝒇(𝒙))) , 𝒙 = 𝟎 ⟹ (𝐠′(𝒇(𝟎)). 𝒇′(𝟎))

= (𝐠′(𝟏). 𝟓) =  
−𝟒𝟎

𝟑
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(𝟔) 
𝒅

𝒅𝒙
(𝒇(𝒙) + 𝐠(𝒙))

−𝟐
, 𝒙 = 𝟏 

⟹ −𝟐(𝒇(𝟏) + 𝐠(𝟏))
−𝟑
(𝒇′(𝟏) + 𝐠′(𝟏))|𝒙=𝟏 

= 𝟐 × (
−𝟏

𝟑
+
−𝟖

𝟑
) = −𝟔 

(𝟕) 
𝒅

𝒅𝒙
(𝒇(𝒙 + 𝐠(𝒙))) , 𝒙 = 𝟎 

⟹ (𝒇′(𝟎 + 𝐠(𝟎)). (𝟏 + 𝐠′(𝟎))) |𝒙=𝟎

= (𝒇′(𝟏).
𝟒

𝟑
) =  

𝟐𝟎

𝟑
 

 -والثلاثون:التاسع السؤال 

 

(𝟏) 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟏

(𝒇(𝒙) + 𝟐𝐠(𝒙))     (𝒙 = ∴ متصلة عند 𝟏 𝒙

= تينالدال قابلتين للاشتقاق عند 𝟏 ) 

𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟏

(𝒇(𝒙) + 𝟐𝐠(𝒙)) = 𝒇(𝟏) + 𝟐𝐠(𝟏) = 𝟐 − 𝟐 = 𝟎 

(𝟐) 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟏

(
𝐠(𝒙) + 𝒙

𝒇(𝒙)
) =

−𝟏 + 𝟏

𝟐
= 𝟎 
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(𝟑) 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟏

(
(𝒇 + 𝐠)(𝒙) − 𝟏

𝒙 − 𝟏
) = (𝒇 + 𝐠)′(𝟏)

= 𝒇′(𝟏) + 𝐠′(𝟏) = −𝟑 + 𝟐 = −𝟏 

 

(𝟒)
𝒅

𝒅𝒙
(𝟐𝒇(𝒙) −

𝐠(𝒙)

𝟑
) |

𝒙=𝟏
= 𝟐𝒇′(𝟏) −

𝐠′(𝟏)

𝟑

= −𝟔 −
𝟐

𝟑
=
−𝟐𝟎

𝟑
 

(𝟓)
𝒅

𝒅𝒙
(𝒇(𝒙) × 𝐠(𝒙)|𝒙=𝟏 = 𝒇′(𝟏). 𝐠(𝟏) + 𝒇(𝟏). 𝐠′(𝟏)

= 𝟑 + 𝟒 = 𝟕 

 

(𝟔)
𝒅

𝒅𝒙
(
𝐠

𝒇
) |

𝒙=𝟏
=
𝐠′(𝟏). 𝒇(𝟏) − 𝒇′(𝟏). 𝐠(𝟏)

𝒇𝟐(𝟏)
=
𝟑 − 𝟒

𝟒
=
−𝟏

𝟒
 

 

(𝟕)
𝒅

𝒅𝒙
(
𝟏

𝐠
) |

𝒙=𝟏
=
−𝐠′(𝟏)

𝐠𝟐(𝟏)
=
−𝟐

𝟏
= −𝟐 

 

(𝟖)
𝒅

𝒅𝒙
(𝐠(𝒇(𝟏))) =

𝒅

𝒅𝒙
(𝐠(𝟐)) = 𝟎 
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 -:الأربعونالسؤال 

 -أوجد المشتقات :

(𝟏)  𝒇(𝒙) = 𝐬𝐢𝐧 𝒙 × 𝐬𝐢𝐧𝒙 ⟹ 𝒇′(𝒙)

= 𝐜𝐨𝐬𝒙 𝐬𝐢𝐧 𝒙 + 𝐬𝐢𝐧𝒙 𝐜𝐨𝐬𝒙

= 𝟐𝐬𝐢𝐧 𝒙 𝐜𝐨𝐬𝒙 = 𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙 

(𝟐) 𝒇(𝒙) = 𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙 ⟹ 𝒇′(𝒙) = −𝟐 𝐜𝐨𝐬 𝒙 × 𝐬𝐢𝐧 𝒙 = −𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙 

(𝟑) 𝒚 = 𝒙𝟐 𝒔𝒊𝒏 𝒙 ⟹
𝒅𝒚

𝒅𝒙
= 𝟐𝒙𝒔𝒊𝒏𝒙 + 𝒙𝟐𝒄𝒐𝒔 𝒙 

𝒅𝒚

𝒅𝒙
 أوجد المشتقات  

(𝟒) 𝐠(𝒙) =
𝒙

𝒄𝒐𝒔 𝒙
⟹ 𝐠′(𝒙) =

𝒄𝒐𝒔 𝒙 + 𝒙𝒔𝒊𝒏𝒙

𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙
  

(𝟓) 𝒖(𝒙) =
𝒔𝒊𝒏𝒙

𝒔𝒊𝒏𝒙 + 𝒄𝒐𝒔𝒙
⟹  

𝒖′(𝒙) =
𝒄𝒐𝒔 𝒙 (𝒔𝒊𝒏𝒙 + 𝒄𝒐𝒔𝒙) − (𝒄𝒐𝒔𝒙 − 𝒔𝒊𝒏𝒙) 𝒔𝒊𝒏𝒙

𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙

=
𝟏

𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙
= 𝒔𝒆𝒄𝟐𝒙 

 

 مع تمنياتي بالتوفيق والنجاح...... أ.هلال حسين أحمد
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(𝟔) 𝒖(𝒙) =
𝒄𝒐𝒔𝒙

𝟏 − 𝒔𝒊𝒏𝒙
⟹ 

𝒖′(𝒙) =
−𝒔𝒊𝒏𝒙 (𝟏 − 𝒔𝒊𝒏𝒙) + 𝒄𝒐𝒔 𝒙 𝒄𝒐𝒔 𝒙

(𝟏 − 𝒔𝒊𝒏𝒙)𝟐
   

𝒖′(𝒙) =
−𝒔𝒊𝒏𝒙 + 𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙 + 𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙

(𝟏 − 𝒔𝒊𝒏𝒙)𝟐
 

=
𝟏 − 𝒔𝒊𝒏𝒙

(𝟏 − 𝒔𝒊𝒏𝒙)𝟐
=

𝟏

𝟏 − 𝒔𝒊𝒏𝒙
 

 

(𝟕) 𝒇(𝒙) =
𝟏

𝒄𝒐𝒔 𝒙
⟹ 𝒇(𝒙) = 𝒔𝒆𝒄𝒙 ⟹ 

𝒇′(𝒙) = 𝒔𝒆𝒄 𝒙 𝒕𝒂𝒏𝒙 

(𝟖) 𝒚 = 𝟐 𝒔𝒊𝒏𝒙 − 𝒕𝒂𝒏𝒙 ⟹
𝒅𝒚

𝒅𝒙
= 𝟐𝒄𝒐𝒔 𝒙 − 𝒔𝒆𝒄𝟐𝒙 

(𝟗) 𝒚 = 𝟒 − 𝒙𝟐 𝒔𝒊𝒏𝒙 ⟹
𝒅𝒚

𝒅𝒙
= −𝟐𝒙𝒔𝒊𝒏𝒙 − 𝒙𝟐 𝒄𝒐𝒔𝒙 

(𝟏𝟎) 𝒚 =
𝒄𝒐𝒕 𝒙

𝟏 + 𝒄𝒐𝒕 𝒙
⟹

𝒅𝒚

𝒅𝒙

=
−𝒄𝒔𝒄𝟐𝒙(𝟏 + 𝒄𝒐𝒕 𝒙) + 𝒄𝒔𝒄𝟐𝒙 𝒄𝒐𝒕 𝒙

(𝟏 + 𝒄𝒐𝒕 𝒙)𝟐

=
−𝒄𝒔𝒄𝟐𝒙

(𝟏 + 𝒄𝒐𝒕 𝒙)𝟐
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:
𝒅𝒚

𝒅𝒙
  أوجد المشتقات 

(𝟏𝟏) 𝒚 =
𝒄𝒐𝒔 𝒙

𝟏 + 𝒔𝒊𝒏𝒙
 ⟹

𝒅𝒚

𝒅𝒙
=
−𝒔𝒊𝒏𝒙 (𝟏 + 𝒔𝒊𝒏 𝒙) − 𝒄𝒐𝒔 𝒙 𝒄𝒐𝒔 𝒙

(𝟏 + 𝒔𝒊𝒏 𝒙)𝟐

=
−𝟏

𝟏 + 𝒔𝒊𝒏 𝒙
 

(𝟏𝟐) 𝒚 =
𝟏

𝒙
+ 𝟓𝒔𝒊𝒏𝒙  ⟹

𝒅𝒚

𝒅𝒙
=
−𝟏

𝒙𝟐
+ 𝟓𝒄𝒐𝒔𝒙 

(𝟏𝟑) 𝒚 =
𝒙

𝟏 + 𝒄𝒐𝒔𝒙
 ⟹

𝒅𝒚

𝒅𝒙
=
𝟏 × (𝟏 + 𝒄𝒐𝒔𝒙) + 𝒙𝒔𝒊𝒏𝒙

(𝟏 + 𝒄𝒐𝒔𝒙)𝟐

=
𝟏 + 𝒄𝒐𝒔𝒙 + 𝒙𝒔𝒊𝒏𝒙

(𝟏 + 𝒄𝒐𝒔𝒙)𝟐
 

(𝟏𝟒)𝒚 = 𝟑𝒙 + 𝒙 𝒕𝒂𝒏𝒙 ⟹
𝒅𝒚

𝒅𝒙
=  𝟑 + 𝟏 × 𝒕𝒂𝒏𝒙 + 𝒙 × 𝒔𝒆𝒄𝟐𝒙 

(𝟏𝟓) 𝒚 =
𝒔𝒊𝒏𝒙

𝒄𝒐𝒔 𝒙 + 𝒔𝒊𝒏𝒙
 ⟹ 

𝒅𝒚

𝒅𝒙
=
𝐜𝐨𝐬𝒙 (𝐜𝐨𝐬 𝒙 + 𝒔𝒊𝒏𝒙) − 𝐬𝐢𝐧 𝒙 (− 𝐬𝐢𝐧 𝒙 + 𝐜𝐨𝐬𝒙)

(𝐜𝐨𝐬 𝒙 + 𝒔𝒊𝒏𝒙)𝟐
   

=
𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙 + 𝐜𝐨𝐬𝒙 𝐬𝐢𝐧 𝒙 + 𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙 − 𝐬𝐢𝐧 𝒙 𝐜𝐨𝐬 𝒙

(𝐜𝐨𝐬 𝒙 + 𝒔𝒊𝒏𝒙)𝟐

=
𝟏

(𝐜𝐨𝐬𝒙 + 𝒔𝒊𝒏𝒙)𝟐
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(𝟏𝟓) 𝒚 =
𝒔𝒊𝒏𝒙 − 𝒄𝒐𝒔 𝒙

𝒄𝒐𝒔 𝒙
 ⟹ 

𝒅𝒚

𝒅𝒙
=
𝐜𝐨𝐬𝒙 (𝐜𝐨𝐬𝒙 + 𝒔𝒊𝒏𝒙) + 𝐬𝐢𝐧 𝒙 (𝐬𝐢𝐧𝒙 − 𝐜𝐨𝐬𝒙)

(𝐜𝐨𝐬 𝒙)𝟐

=
𝟏

(𝐜𝐨𝐬𝒙)𝟐
= 𝒔𝒆𝒄𝟐𝒙 

 حل آخر:

 𝒚 =
𝒔𝒊𝒏𝒙 − 𝒄𝒐𝒔𝒙

𝒄𝒐𝒔 𝒙
 ⟹ 𝒚 =

𝒔𝒊𝒏𝒙

𝒄𝒐𝒔𝒙
−
𝒄𝒐𝒔𝒙

𝒄𝒐𝒔𝒙
= 𝒕𝒂𝒏𝒙 − 𝟏 

⟹
𝒅𝒚

𝒅𝒙
= 𝒔𝒆𝒄𝟐 

(𝟏𝟕)  𝒚 =
𝟒

𝒙 + 𝐜𝐨𝐬 𝒙
 ⟹

𝒅𝒚

𝒅𝒙
=
−𝟒(𝟏 − 𝒔𝒊𝒏 𝒙)

(𝒙 + 𝐜𝐨𝐬 𝒙)𝟐
  

 -:الواحد والأربعون السؤال 

 (1) أوجد معادلة المستقيم العممودي على الرسم البياني للمنحني 

𝒙 =
𝝅

𝟒
𝒚 عند  =

𝒕𝒂𝒏𝒙

𝒙
 

𝒙 =
𝝅

𝟒
⟹ 𝒚 =

𝟏
𝝅
𝟒

=
𝟒

𝝅
⟹ (

𝝅

𝟒
,
𝟒

𝝅
 النقطة هي(

⟹
𝒅𝒚

𝒅𝒙
=
𝒙𝒔𝒆𝒄𝟐𝒙 − 𝒕𝒂𝒏𝒙

𝒙𝟐
 |
𝒙=
𝝅
𝟒
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⟹
𝒅𝒚

𝒅𝒙
|
𝒙=
𝝅
𝟒
=

𝝅
𝟐 − 𝟏

(
𝝅
𝟒)

𝟐
=

𝝅 − 𝟐
𝟐
𝝅𝟐

𝟏𝟔

=
𝟖(𝝅 − 𝟐)

𝝅𝟐
 ميل المماس  

⟹
𝝅𝟐

𝟖(𝟐 − 𝝅)
 ميل العمودي 

𝒚 −
𝟒

𝝅
=

𝝅𝟐

𝟖(𝟐 − 𝝅)
(𝒙 −

𝟒

𝝅
)    ⟹ 

𝒚 =
𝝅𝟐

𝟖(𝟐 − 𝝅)
(𝒙 −

𝟒

𝝅
) +

𝟒

𝝅
  معادلة المستقيم العممودي  

 (2) أوجد معادلة المماس للرسم البياني للمنحني 

𝒙 = 𝝅 عند 𝒚 = 𝐬𝐢𝐧 𝒙 + 𝟑 

𝒙 = 𝝅 ⟹ 𝒚 = 𝟎 + 𝟑 = 𝟑 ⟹ (𝝅,  النقطة هي(𝟑

⟹
𝒅𝒚

𝒅𝒙
= 𝐜𝐨𝐬𝒙 |𝒙=𝝅 = −𝟏 

𝒚 − 𝟑 = −𝟏(𝒙 − 𝝅)    

⟹ 𝒚 = −𝟏(𝒙 − 𝝅) +   معادلة المماس  𝟑

𝒙 = 𝒚 لهما مماس أفقي عند 𝟎 = 𝐜𝐨𝐬 𝒙 , 𝒚 =
𝟏

𝐜𝐨𝐬 𝒙
 (𝟑) أثبت أن المنحنيات 

𝒅𝒚

𝒅𝒙
|𝒙=𝟎 = −𝒔𝒊𝒏𝒙|𝒙=𝟎 = 𝟎 = 𝒎𝟏 ,    𝒎𝟐 = 

𝒅𝒚

𝒅𝒙
|𝒙=𝟎 =

−𝒔𝒊𝒏𝒙

𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙
|𝒙=𝟎 = 𝟎 

  𝒎𝟏 = 𝟎 ,𝒎𝟐 = 𝒙 حيث :𝟎 = لهما مماس أفقي عند 𝟎 ∴ 
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𝒙 = 𝒚 عند 𝟑 = 𝒙𝟐 𝐬𝐢𝐧 𝒙  (𝟒) أوجد معادلة خط المماس للمنحني 

𝒅𝒚

𝒅𝒙
|𝒙=𝟑 = 𝟐𝒙𝒔𝒊𝒏𝒙 + 𝒙

𝟐 𝒄𝒐𝒔 𝒙 |𝒙=𝟑 ⟹
𝒅𝒚

𝒅𝒙
= 𝟔𝐬𝐢𝐧𝟑 + 𝟗𝐜𝐨𝐬𝟑 ≈ −𝟖 

𝒙 = 𝟑 ⟹ 𝒚 = 𝟗𝒔𝒊𝒏𝟑 ≈ 𝟏. 𝟐𝟕 ⟹ (𝟑 , 𝟏.   نقطة التماس  (𝟐𝟕

⟹ 𝐲 = −𝟖(𝒙 − 𝟑) − 𝟏. 𝟐𝟕  ⟹ 𝒚 = −𝟖𝒙 + 𝟐𝟒 − 𝟏. 𝟐𝟕 ⟹ 𝒚

= −𝟖𝒙 + 𝟐𝟐. 𝟕 

. 𝒚    ليس  لهما مماسات  أفقية = 𝒄𝒐𝒕 𝒙 , 𝒚 = 𝒕𝒂𝒏𝒙  (𝟓) أثبت أن المنحنيين 

𝒅𝒚

𝒅𝒙
= 𝒔𝒆𝒄𝟐𝒙 =

𝟏

𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙
≠ 𝟎 ∶ (𝟏 ≠ 𝟎)    ,   

𝒅𝒚

𝒅𝒙
= −𝒄𝒔𝒄𝟐𝒙

=
−𝟏

𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙
≠ 𝟎: (−𝟏 ≠ 𝟎) 

ليس لهما مماسات أفقية    ∴ 

: 𝒚 اوجد معادلة = 𝟏 +
√𝟐

𝒔𝒊𝒏𝒙
+ 𝐜𝐨𝐭 𝒙  (𝟔)  لتكن               

. 𝑸المماس الأفقي للمنحني عند (𝒃)                 𝑷 (
𝝅

𝟒
, 𝟒)   (𝒂) المماس للمنحني عند 

𝒅𝒚

𝒅𝒙
|
𝒙=
𝝅
𝟒
=
−√𝟐 𝐜𝐨𝐬 𝒙

𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙
− 𝒄𝒔𝒄𝟐𝒙|

𝒙=
𝝅
𝟒
= −𝟐 − 𝟐 = −𝟒    (𝒂)  

𝒚 − 𝟒 = −𝟒(𝒙 −
𝝅

𝟒
) ⟹ 𝒚 = −𝟒(𝒙 −

𝝅

𝟒
) +  معادلة المماس             𝟒

𝒅𝒚

𝒅𝒙
= 𝟎 ⟹

−√𝟐𝐜𝐨𝐬 𝒙

𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙
− 𝒄𝒔𝒄𝟐𝒙 = 𝟎 ⟹ −√𝟐 𝐜𝐨𝐬 𝒙

= 𝒄𝒔𝒄𝟐𝒙𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙 = 𝟏  
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⟹ 𝐬𝐢𝐧𝒙 =
−𝟏

√𝒙
  ⟹ 𝒙 =

𝟑𝝅

𝟒
    (𝑸  عند النفقطة ) 

⟹ 𝒚(
𝟑𝝅

𝟒
) = 𝟏 +

√𝟐

𝐬𝐢𝐧
𝟑𝝅
𝟒

+ 𝐜𝐨𝐭
𝟑𝝅

𝟒
 

⟹ 𝒚(
𝟑𝝅

𝟒
) = 𝟏 + 𝟐 − 𝟏 = 𝟐 ⟹ 

𝑸(
𝟑𝝅

𝟒
, 𝟐)    𝑸 إحداثي النقطة ⟹ 𝒚 =  معادلة المماس  𝟐

𝒚 =
𝟏

𝒔𝒊𝒏𝒙
  (𝟕)  أوجــــــــــــــــــــد   ′′𝒚 حيث   

𝒅𝒚

𝒅𝒙
=
−𝐜𝐨𝐬𝒙

𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙
= −𝐜𝐨𝐭 𝒙 𝐜𝐬𝐜 𝒙     

⟹ 𝒚′′ = 𝒄𝒔𝒄𝟐𝒙 𝐜𝐬𝐜𝒙 + 𝐜𝐬𝐜 𝒙 𝐜𝐨𝐭 𝒙 𝐜𝐨𝐭 𝒙 

⟹ 𝒚′′ = 𝐜𝐬𝐜 𝒙 (𝒄𝒔𝒄𝟐𝒙 + 𝒄𝒐𝒕𝟐𝒙) 

𝒚 = 𝜽 𝒕𝒂𝒏𝜽   (𝟖)  أوجــــــــــــــــــــد   ′′𝒚 حيث   

𝒅𝒚

𝒅𝜽
= 𝟏 𝒕𝒂𝒏𝜽 + 𝜽𝒔𝒆𝒄𝟐𝜽 ⟹ 𝒚′′

= 𝒔𝒆𝒄𝟐𝜽 + 𝟏𝒔𝒆𝒄𝟐𝜽 + 𝟐𝜽𝐬𝐞𝐜 𝜽 𝐬𝐞𝐜 𝜽 𝐭𝐚𝐧𝜽 

𝒚′′ = 𝟐𝒔𝒆𝒄𝟐𝜽 + 𝟐𝜽𝒔𝒆𝒄𝟐𝜽 𝒕𝒂𝒏𝜽 = 𝒔𝒆𝒄𝟐𝜽(𝟐 + 𝟐𝜽 𝒕𝒂𝒏𝜽) 
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𝒅𝟗𝟗𝟗

𝒅𝒙𝟗𝟗𝟗
(𝐜𝐨𝐬 𝒙)  (𝟗) أوجد  

𝒚′ = −𝐬𝐢𝐧𝒙 , 𝒚′′ = −𝐜𝐨𝐬𝒙   

, 𝒚′′′ = 𝐬𝐢𝐧𝒙,   𝒚(𝟒) = 𝐜𝐨𝐬𝒙 

𝒅𝟗𝟗𝟗

𝒅𝒙𝟗𝟗𝟗
(𝒄𝒐𝒔𝒙) = 𝒚′′′ = 𝐬𝐢𝐧 𝒙    ⟸   لاحظ أن الباقي   𝟑

 

𝒅𝟕𝟐𝟓

𝒅𝒙𝟕𝟐𝟓
(𝒔𝒊𝒏 𝒙)  (𝟏𝟎) أوجد  

𝒚′ = 𝒄𝒐𝒔𝒙 , 𝒚′′ = −𝒔𝒊𝒏𝒙   

, 𝒚′′′ = −𝐜𝐨𝐬𝒙,   𝒚(𝟒) = 𝐬𝐢𝐧𝒙 

𝒅𝟕𝟐𝟓

𝒅𝒙𝟕𝟐𝟓
(𝒔𝒊𝒏𝒙) = 𝒚′ = 𝐜𝐨𝐬 𝒙    ⟸   لاحظ أن الباقي   𝟏

−𝝅

𝟐
< 𝒙 <

𝝅

𝟐
𝒇(𝒙) حيث   = 𝒚 =

𝟏

𝟐
𝒕𝒂𝒏𝒙  (𝟏𝟏) بفرض أن  

𝑥 =
𝜋

4
 (∎) أوجد ميل المماس المرسوم للدالة𝑓(𝑥) عند  

𝒚′|
𝒙=
𝝅
𝟒
=
𝟏

𝟐
𝒔𝒆𝒄𝟐𝒙  |

𝒙=
𝝅
𝟒
=    ميل المماس   𝟏

 

𝟗𝟗𝟗 ÷ 𝟒 = 𝟐𝟒𝟗
𝟑

𝟒
 

 

𝟕𝟐𝟓 ÷ 𝟒 = 𝟐𝟒𝟗
𝟏

𝟒
 

 



 
هلال حسين .توام الخاصة   2019/   2018متقدم... 12سؤال وجواب للفصل الدراسي الأول     

 

 Page 98    هلال حسين .توام الخاصة   2019/   2018متقدم... 12سؤال وجواب للفصل الدراسي الأول   

 

𝑥 =
𝜋

4
 (12) ما  العلاقة بين التماس المرسوم للدالة𝑓(𝑥) عند  

) والذي ميلة (𝟏−) ؟ وضح إجابتك ؟
𝝅

𝟒
, 𝒇 (

𝝅

𝟒
))   والمستقيم المار بالنقطة 

.   ثم أوجد معادلة هذا المستقيم

𝟏−) متعامدان =       (   لأن حاصل   ضرب  الميلين

𝒙 =
𝝅

𝟒
⟹ 𝒚 =

𝟏

𝟐
𝒕𝒂𝒏(

𝝅

𝟒
) =

𝟏

𝟐
⟹ (

𝝅

𝟒
,
𝟏

𝟐
)   النقطة 

𝒚 −
𝟏

𝟐
= −𝟏(𝒙 −

𝝅

𝟒
) ⟹ 𝒚 = −𝟏(𝒙 −

𝝅

𝟒
) +

𝟏

𝟐
 

𝒚 = 𝒄𝒐𝒔(𝒔𝒊𝒏 𝒙)         
𝒅𝒚

𝒅𝒙
  (𝟏𝟑)  أوجد   

𝒅𝒚

𝒅𝒙
= −𝒄𝒐𝒔 𝒙 𝒔𝒊𝒏(𝒔𝒊𝒏𝒙)  

𝒅𝟖𝟎𝒚

𝒅𝒙𝟖𝟎
𝒚 حيث 𝒂 عدد ثابت أوجد    = 𝒔𝒊𝒏(𝒂𝒙) (𝟏𝟒) إذا كانت  

.   موضحا   النمط الذي توصلت إلية من خلال الحل

𝒚′ = 𝒂𝒄𝒐𝒔(𝒂𝒙) ⟹ 𝒚′′ = −𝒂𝟐 𝒔𝒊𝒏(𝒂𝒙) ⟹ 𝒚′′′ = −𝒂𝟑 𝒄𝒐𝒔(𝒂𝒙)   

𝒚(𝟒) = 𝒂𝟒 𝒔𝒊𝒏(𝒂𝒙)  𝟖𝟎 ÷ 𝟒 = 𝟐𝟎 

 



 
هلال حسين .توام الخاصة   2019/   2018متقدم... 12سؤال وجواب للفصل الدراسي الأول     

 

 Page 99    هلال حسين .توام الخاصة   2019/   2018متقدم... 12سؤال وجواب للفصل الدراسي الأول   

 

𝒅𝟖𝟎𝒚

𝒅𝒙𝟖𝟎
=  𝒂𝟖𝟎 𝒔𝒊𝒏(𝒂𝒙)   ⟸   لاحظ أن الباقي   𝟎

𝒚  فأوجد =  
𝟏

𝒙
 (𝟏𝟓) إذا كانت       

  (حيث 𝒏 عدد صحيح موجب)
𝒅𝒏𝒚

𝒅𝒙𝒏
 ثم اكتب نمطا    لـــــــ  

𝒅𝟓𝒚

𝒅𝒙𝟓
  

𝒚′ =
−𝟏

𝒙𝟐
 ⟹ 𝒚′′ =

𝟐

𝒙𝟑
 ⟹ 𝒚′′′ =

−𝟔

𝒙𝟒
 ⟹ 𝒚(𝟒) =

𝟐𝟒

𝒙𝟓
 

⟹ 𝒚(𝟓) =
−𝟏𝟐𝟎

𝒙𝟔
=
(−𝟏)𝟓𝟓!

𝒙𝟓+𝟏
 

 
𝒅𝒏𝒚

𝒅𝒙𝒏
=
(−𝟏)𝒏𝒏!

𝒙𝒏+𝟏
 ∴ حسب النمط المتبع نجد أن        

 

𝒚 =
𝒔𝒊𝒏𝒙

𝒙
   حيث      

𝒅𝒚

𝒅𝒙
 (𝟏𝟔) أوجد   

𝒅𝒚

𝒅𝒙
=
𝒙 × 𝒄𝒐𝒔𝒙 − 𝟏 × 𝒔𝒊𝒏𝒙

𝒙𝟐
   

 

 مع تمنياتي بالتوفيق والنجاح...... أ.هلال حسين أحمد
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  -:الثاني والأربعون السؤال 

 

 

 

𝑮′(𝝅+) = 𝑮′(𝝅−) ⟹ 𝐜𝐨𝐬𝝅 = 𝒂 ⟹ 𝒂 = −𝟏     (𝒙 = 𝝅 المشتقة موجودة   عند)  

𝒙 الدالة متصلة عند    = 𝝅 نجد ان 

𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝝅+

𝒔𝒊𝒏 𝒙 = 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝝅−

(𝒂𝒙 + 𝒃) ⟹ 𝟎 =𝝅𝒂+𝒃⟹𝒃=𝝅 

 

 

 

 

  

𝒇′ (
𝝅

𝟒

+

) = 𝒇′ (
𝝅

𝟒

−

) ⟹ −𝟐𝐬𝐢𝐧
𝝅

𝟐
= 𝒃 ⟹ 𝒃 = −𝟐  

    (𝒙 =
𝝅

𝟒
  (المشتقة موجودة   عند 

𝒙 الدالة متصلة عند    =
𝝅

𝟒
     نجد ان

(𝟏) 

𝝅 

𝒔𝒊𝒏 𝒙 
𝒂𝒙 + 𝒃 

𝝅

𝟒
 

𝟏 + 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙 𝒂 + 𝒃𝒙 

(𝟐) 
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𝒍𝒊𝒎
𝒙→

𝝅
𝟒

+
𝟏 +𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙 

= 𝒍𝒊𝒎
𝒙→

𝝅
𝟒

−
(𝒂 + 𝒃𝒙) ⟹ 𝟏 = 𝒂 +

−𝟐𝝅

𝟒
⟹ 𝒂 = 𝟏 +

𝝅

𝟐
 

  -:الثالث والأربعون السؤال 

 −: 
𝒅𝒚

𝒅𝒙
 أوجد 

(𝟏) 𝒚 = 𝒔𝒊𝒏(𝟑𝒙 − 𝟏) ⟹
𝒅𝒚

𝒅𝒙
= 𝟑𝒄𝒐𝒔(𝟑𝒙 − 𝟏) 

(𝟐) 𝒚 = 𝒕𝒂𝒏(𝟐𝒙 − 𝒙𝟑) ⟹
𝒅𝒚

𝒅𝒙
= (𝟐 − 𝟑𝒙𝟐)𝒔𝒆𝒄𝟐(𝟐𝒙 − 𝒙𝟑) 

(𝟑) 𝒚 =
𝟏

𝒄𝒐𝒔(𝒕𝒂𝒏𝒙)
⟹ 𝒚 = 𝒔𝒆𝒄(𝒕𝒂𝒏𝒙) ⟹ 

𝒅𝒚

𝒅𝒙
= 𝒔𝒆𝒄𝟐𝒙𝒔𝒆𝒄(𝒕𝒂𝒏𝒙) 𝒕𝒂𝒏(𝒕𝒂𝒏𝒙) 

(𝟒) 𝒚 = 𝒔𝒊𝒏(𝟕 − 𝟑𝒙) ⟹
𝒅𝒚

𝒅𝒙
= −𝟑𝒄𝒐𝒔(𝟕 − 𝟑𝒙) 

(𝟓) 𝒚 =
𝒙

𝒙𝟐 + 𝟑
⟹

𝒅𝒚

𝒅𝒙
=
𝒙𝟐 + 𝟑 − 𝒙(𝟐𝒙)

(𝒙𝟐 + 𝟑)𝟐
=

𝟑 − 𝒙𝟐

(𝒙𝟐 + 𝟑)𝟐
 

(𝟔) 𝒚 = 𝟓𝒄𝒐𝒕 (
𝟐

𝒙
) ⟹

𝒅𝒚

𝒅𝒙
=
−𝟏𝟎

𝒙𝟐
𝒄𝒔𝒄𝟐 (

𝟐

𝒙
) 
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(𝟕) 𝒚 = 𝒄𝒐𝒔(𝒔𝒊𝒏𝒙) ⟹
𝒅𝒚

𝒅𝒙
= −𝒄𝒐𝒔 𝒙 𝒔𝒊𝒏(𝒔𝒊𝒏𝒙)  

  -:الرابع والأربعون السؤال 

𝒙  عند القيم المعطاة لـ (𝒇𝒐𝐠)′ أوجد قيمة  

(𝟏)𝒚 =  𝒇(𝒖) = 𝒖𝟓 + 𝟏  , 𝒖 = 𝐠(𝒙) = √𝒙    , 𝒙 = 𝟏 

𝒅𝒚

𝒅𝒖
= 𝟓𝒖𝟒 ,

𝒅𝒖

𝒅𝒙
=

𝟏

𝟐√𝒙
 ⟹∵

𝒅𝒚

𝒅𝒙
=
𝒅𝒚

𝒅𝒖
×
𝒅𝒖

𝒅𝒙
⟹ 

𝒅𝒚

𝒅𝒙
= 𝟓(√𝒙)

𝟒
×

𝟏

𝟐√𝒙
=
𝟓

𝟐
 

𝒚 = (√𝒙)
𝟓
+ 𝟏⟹

𝒅𝒚

𝒅𝒙
= (𝒇𝒐𝐠)′(𝟏) = 𝟓(√𝒙)

𝟒
×

𝟏

𝟐√𝒙
|𝒙=𝟏 =

𝟓

𝟐
       ⟸  حل آخر  

(𝟐) 𝒇(𝒖) = 𝒖 +
𝟏

𝒄𝒐𝒔𝟐𝒖
 ,    𝒖 = 𝐠(𝒙) = 𝝅𝒙 , 𝒙 =

𝟏

𝟒
 

 𝒇(𝒖) = 𝒖 + 𝒔𝒆𝒄𝟐𝒖⟹
𝒅𝒚

𝒅𝒖
= 𝟏 + 𝟐𝒔𝒆𝒄𝟐𝒖 𝒕𝒂𝒏𝒖 , 

 
𝒅𝒖

𝒅𝒙
= 𝝅 , 𝒙 =

𝟏

𝟒
∴ 𝒖 =

𝝅

𝟒
  

∴  (𝒇𝒐𝐠)′|
𝒙=
𝟏
𝟒
= 
𝒅𝒚

𝒅𝒖
×
𝒅𝒖

𝒅𝒙
= (𝟏 + 𝟐 × 𝟐 × 𝟏) × (𝝅) = 𝟓𝝅  

 

 ل حسين أحمدمع تمنياتي بالتوفيق والنجاح...... أ.هلا
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  ∵ (𝒇𝒐𝐠)′|
𝒙=

𝟏

𝟒

= 𝒇′ (𝐠 (
𝟏

𝟒
)) × 𝐠′ (

𝟏

𝟒
) 

 

 

 

 

 

(𝟐) 𝒚 = 𝒇(𝒖) =
𝟐𝒖

𝒖𝟐 + 𝟏
 ,    𝒖 = 𝐠(𝒙) = 𝟏𝟎𝒙𝟐 + 𝒙 + 𝟏 , 𝒙 = 𝟎 

⟹
𝒅𝒚

𝒅𝒖
=
𝟐(𝒖𝟐 + 𝟏) − 𝟐𝒖 × 𝟐𝒖

(𝒖𝟐 + 𝟏)𝟐
=

𝟐 − 𝟐𝒖𝟐

(𝒖𝟐 + 𝟏)𝟐
 ,
𝒅𝒖

𝒅𝒙
= 𝟐𝟎𝒙 + 𝟏 ,  

𝒙 = 𝟎 ⟹ 𝒖 = 𝟏  

∴  (𝒇𝒐𝐠)′|𝒙=𝟎 = 
𝒅𝒚

𝒅𝒖
×
𝒅𝒖

𝒅𝒙
= (

𝟐 − 𝟐

𝟒
) × (𝟏) = 𝟎  

 2كما في رقم   ويمكن إستخدام الحل الآخر المذكور أعلاه

: 𝒚   وذلك بكتابة  𝒚   كدالة الدالة مكونة من = 𝐜𝐨𝐬(𝟔𝒙 +   حيث (𝟐
𝒅𝒚

𝒅𝒙
 (𝟑) أوجد 

 𝒚 = 𝐜𝐨𝐬𝒖 , 𝒖 = 𝟔𝒙 + 𝟐 

𝒅𝒚

𝒅𝒖
= −𝒔𝒊𝒏𝒖  ,

𝒅𝒖

𝒅𝒙
= 𝟔 ⟹

𝒅𝒚

𝒅𝒙
= −𝟔𝒔𝒊𝒏𝒖 = −𝟔𝒔𝒊𝒏(𝟔𝒙 + 𝟐) 

 

 مع تمنياتي بالتوفيق والنجاح...... أ.هلال حسين أحمد

𝒇′(𝒖) = 𝟏 + 𝟐𝒔𝒆𝒄𝟐𝒖 𝒕𝒂𝒏𝒖 

𝒇′ (𝐠 (
𝟏

𝟒
)) = 𝒇′ (

𝝅

𝟒
) = 𝟓 

  ∴ (𝒇𝒐𝐠)′|
𝒙=
𝟏
𝟒

= 𝟓𝝅 

 

𝐠′(𝒙) = 𝝅 

𝐠′ (
𝟏

𝟒
) = 𝝅 

 

-حل آخر :  
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(𝟒) 𝒚 = 𝐜𝐨𝐬𝟐𝒖 , 𝒖 = 𝟑𝒙 + 𝟏 

𝒅𝒚

𝒅𝒖
= −𝟐𝒔𝒊𝒏𝟐𝒖  ,

𝒅𝒖

𝒅𝒙
= 𝟑  

⟹
𝒅𝒚

𝒅𝒙
=
𝒅𝒚

𝒅𝒖
×
𝒅𝒖

𝒅𝒙
= −𝟔𝒔𝒊𝒏𝟐𝒖 = −𝟔𝒔𝒊𝒏𝟐(𝟑𝒙 + 𝟏) 

𝒕 ≥   (5) يتحرك جسيم علي محور السينات محور بحيث إن موضعة عند أي زمن 𝟎

𝑡 أوجد السرعة المتجهة للجسم كدالة في   𝑺(𝒕) = 𝐜𝐨𝐬(𝒕𝟐 + 𝟏) ∶  يعطي بالدالة

𝑺′(𝒕) = −𝟐𝒕 𝐬𝐢𝐧(𝒕𝟐 + 𝟏) 

  -:الخامس والأربعون السؤال 

𝒅𝒚

𝒅𝒙
 أوجـــــــــــــــــــــــــــد   

(𝟔)  𝒚 = 𝒔𝒊𝒏𝟐(𝟑𝒙 − 𝟐)     ⟹
𝒅𝒚

𝒅𝒙
= 𝟔𝒔𝒊𝒏(𝟑𝒙 − 𝟐) 𝒄𝒐𝒔(𝟑𝒙 − 𝟐) 

(𝟕)  𝐲 = (𝟏 + 𝒄𝒐𝒔𝟐𝟕𝒙)
𝟑
     

⟹
𝒅𝒚

𝒅𝒙
= −𝟑(𝟏 + 𝒄𝒐𝒔𝟐𝟕𝒙)

𝟐
× 𝟏𝟒𝐜𝐨𝐬𝟕𝒙 × 𝐬𝐢𝐧𝟕𝒙 

= −𝟐𝟏(𝟏 + 𝒄𝒐𝒔𝟐𝟕𝒙)
𝟐
× 𝐬𝐢𝐧𝟏𝟒𝒙 

 مع تمنياتي بالتوفيق والنجاح...... أ.هلال حسين أحمد
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(𝟖)  𝐲 = 𝒙𝟑(𝟐𝒙 − 𝟓)𝟑    

 ⟹
𝒅𝒚

𝒅𝒙
= 𝟑𝒙𝟐(𝟐𝒙 − 𝟓)𝟑 + 𝟔(𝟐𝒙 − 𝟓)𝟐 × 𝒙𝟑 

(𝟗)  𝒚 = 𝒔𝒊𝒏𝟑𝒙 𝒕𝒂𝒏𝟒𝒙    

 ⟹
𝒅𝒚

𝒅𝒙
= 𝟑𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙 𝐜𝐨𝐬𝒙  𝒕𝒂𝒏𝟒𝒙 + 𝟒𝒔𝒆𝒄𝟐𝟒𝒙 𝒔𝒊𝒏𝟑𝒙 

(𝟏𝟎)  𝒚 = 𝐜𝐨𝐬(𝟓 − 𝒔𝒊𝒏𝒙) ⟹
𝒅𝒚

𝒅𝒙
= 𝐜𝐨𝐬 𝒙 𝐬𝐢𝐧(𝟓 − 𝒔𝒊𝒏𝒙)  

 (𝟏𝟏) أوجد ميل خط مماس المنحني

   𝒙 =
𝝅

𝟑
𝒚 عند النقطة حيث    =  𝒔𝒊𝒏𝟓𝒙    

𝒅𝒚

𝒅𝒙
= 𝟓𝒔𝒊𝒏𝟒𝒙 𝒄𝒐𝒔 𝒙 |

𝒙=
𝝅
𝟑
=  𝟓 (

√𝟑

𝟐
)

𝟒

×
𝟏

𝟐
= 𝟓(

𝟗

𝟏𝟔
) ×

𝟏

𝟐
=
𝟒𝟓

𝟑𝟐
 

. 𝒚 يكون موجبا   =
𝟏

(𝟏 − 𝟐𝒙)𝟑
 (𝟏𝟐)  بين أن كل خط مماس المنحني   

𝒚 = (𝟏 − 𝟐𝒙)−𝟑 ⟹ 𝒚′ = −𝟑 × −𝟐(𝟏 − 𝟐𝒙)−𝟒 

⟹ 𝒚′ =
𝟔

(𝟏 − 𝟐𝒙)𝟒
: 𝒙 ≠

𝟏

𝟐
  (𝒙 الميل موجب مهما قيمة) 

 

 مع تمنياتي بالتوفيق والنجاح...... أ.هلال حسين أحمد
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  -:السادس والأربعون السؤال 

 −: (
𝒅𝟐𝒚

𝒅𝒙𝟐
) = 𝒚′′ أوجد (∎) 

(𝟏)  𝒚 = 𝒕𝒂𝒏𝒙  ⟹ 𝒚′ = 𝒔𝒆𝒄𝟐𝒙 ⟹ 𝒚′′ = 𝟐𝒔𝒆𝒄𝟐𝒙 𝒕𝒂𝒏𝒙 

(𝟐)  𝒚 = 𝒄𝒐𝒕 𝒙  ⟹ 𝒚′ = −𝒄𝒔𝒄𝟐𝒙 ⟹ 𝒚′′ = 𝟐𝒄𝒔𝒄𝟐𝒙 𝒄𝒐𝒕 𝒙 

(𝟑)  𝒚 = 𝟗 𝒕𝒂𝒏
𝒙

𝟑
 ⟹ 𝒚′ = 𝟗 ×

𝟏

𝟑
𝒔𝒆𝒄𝟐

𝒙

𝟑
 ⟹ 𝒚′′ = 𝟐𝒔𝒆𝒄𝟐

𝒙

𝟑
𝒕𝒂𝒏

𝒙

𝟑
 

(𝟒)  𝒚 = 𝒄𝒐𝒕(𝟑𝒙 − 𝟏)  ⟹ 𝒚′ = −𝟑𝒄𝒔𝒄𝟐(𝟑𝒙 − 𝟏) 

 ⟹ 𝒚′′ = 𝟐𝒄𝒔𝒄𝟐(𝟑𝒙 − 𝟏) 𝒄𝒐𝒕(𝟑𝒙 − 𝟏) 

  -:السابع والأربعون السؤال 

  (𝟏)𝒚𝟐 = 𝒙   حيث  
𝒅𝒚

𝒅𝒙
   أوجد    

⟹  𝟐𝒚𝒚′ = 𝟏⟹ 𝒚′ =
𝟏

𝟐𝒚
⟹ 𝒚′ =

±𝟏

𝟐√𝒙
 

 (2)أوجــــــــــــد

 (𝑎)  معادلة المماس على المنحني.

لعموديا المماس فى النقاط المعطاة على منحني الدلات.  (𝑏) معادلة الخط 

  𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 = 𝟐𝟓                   , (𝟑 ,     عند النقطة  (𝟒−
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(𝒂)  𝟐𝒙 + 𝟐𝒚𝒚′ = 𝟎⟹ 𝒚′ =
−𝒙

𝒚
 

⟹ 𝒚′ =
𝟑

𝟒
 (يمكن التعويض مباشرة بعد الإشتقاق)   الميل   

(𝒃)𝒚 + 𝟒 =
𝟑

𝟒
(𝒙 −    معادلة المماس    (𝟑

𝒚 + 𝟒 =
−𝟒

𝟑
(𝒙 −    معادلة العمودي   (𝟑

 

(𝟑)  𝒙𝟐 + 𝒙𝒚 − 𝒚𝟐 = 𝟏   , (𝟐 ,  عند النقطة  (𝟑

(𝒂)  𝟐𝒙 + 𝒚 + 𝒙𝒚′ − 𝟐𝒚𝒚′|(𝟐,𝟑) = 𝟎 

⟹ 𝟒+ 𝟑 + 𝟐𝒚′ − 𝟔𝒚′ = 𝟎⟹ 𝒚′ =
𝟕

𝟒
  الميل 

(𝒃)𝒚 − 𝟑 =
𝟕

𝟒
(𝒙 −  معادلة المماس                    (𝟐

(𝒃)𝒚 − 𝟑 =
−𝟒

𝟕
(𝒙 −  معادل العمودي                   (𝟐

(𝟒)  𝒙𝟐𝒚𝟐 = 𝟒                   , (𝟏 ,     عند النقطة  (𝟐

(𝒂)  𝟐𝒙𝒚𝟐 + 𝟐𝒚𝒚′𝒙𝟐 = 𝟎⟹ 

𝟐 × 𝟏 × 𝟒 + 𝟐 × 𝟐 × 𝒚′ × 𝟏 = 𝟎 ⟹ 𝒚′ =
−𝟖

𝟒
=  الميل 𝟐−
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(𝒃)𝒚 − 𝟐 = −𝟐(𝒙 −     معادلة المماس    (𝟏

𝒚 − 𝟐 =
𝟏

𝟐
(𝒙 −     معادلة العمودي   (𝟏

 (𝟓)أوجــــــــــــد

 (𝒂)  معادلة المماس على المنحني.

 (𝒃) معادلة الخط العمودي المماس فى النقاط المعطاة على منحني الدلات.

(∎) 𝟐 𝒙𝒚 + 𝝅𝐬𝐢𝐧𝒚 = 𝟐𝝅        , (𝟏 ,
𝝅

𝟐
)  عند النقطة  

(𝒂)  𝟐(𝒚 + 𝒙𝒚′) + 𝝅𝒚′ 𝒄𝒐𝒔 𝒚 |
(𝟏 ,

𝝅
𝟐
)
= 𝟎 ⟹ 

𝟐(
𝝅

𝟐
+ 𝒚′) + 𝝅𝒚′ 𝒄𝒐𝒔

𝝅

𝟐
= 𝟎 ⟹ 

𝒚′ = − 
𝝅

𝟐
𝒚(𝒃) ⟹الميل −

𝝅

𝟐
= −

𝝅

𝟐
(𝒙 −  معادلة المماس (𝟏

𝒚 −
𝝅

𝟐
=
𝟐

𝝅
(𝒙 −  معادلة العمودي                (𝟏

(𝟔)  𝒙 𝐬𝐢𝐧 𝟐𝒙 = 𝒚𝐜𝐨𝐬𝟐𝒙   , (
𝝅

𝟒
 ,
𝝅

𝟐
)  عند النقطة  

(𝒂)  (𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙 + 𝟐𝒙 𝐜𝐨𝐬𝟐𝒙) = 𝒚′ 𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙 − 𝟐𝒚 𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙  

⟹ 𝒚′ =
𝐬𝐢𝐧 𝟐𝒙 + 𝟐𝒙 𝐜𝐨𝐬𝟐𝒙 + 𝟐𝒚𝐬𝐢𝐧𝟐𝒙

𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙
 |
(
𝝅
𝟒
 ,
𝝅
𝟐
)
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𝒚′ = − 
𝟏 + 𝟎 + 𝝅 

𝟎
𝒙(𝒃)    ⟹الميل  غير معرف   =

𝝅

𝟒
 معادلة المماس   

⟹  𝒚 −
𝝅

𝟐
=  معادلة العمودي       𝟎

(𝟕)  𝟔𝒙𝟐 + 𝟑𝒙𝒚 + 𝟐𝒚𝟐 + 𝟏𝟕𝒚 − 𝟔 = 𝟎   , (−𝟏 ,  عند النقطة  (𝟎

(𝒂)  𝟏𝟐𝒙 + 𝟑(𝒚 + 𝒙𝒚′) + 𝟒𝒚𝒚′ + 𝟏𝟕𝒚′|(−𝟏,𝟎) = 𝟎

⟹ −𝟏𝟐 − 𝟑𝒚′ + 𝟎 + 𝟏𝟕𝒚′|(−𝟏,𝟎) = 𝟎 

⟹ 𝒚′ =
𝟏𝟐

𝟏𝟒
=
𝟔

𝟕
𝒚(𝒃) ⟹   الميل  =

𝟔

𝟕
(𝒙 +  معادلة المماس    (𝟏

⟹  𝒚 =
−𝟕

𝟔
(𝒙 +  معادلة العمودي       (𝟏

  (𝟖)  𝒙𝟐 + 𝒙𝒚√𝟑 + 𝟐𝒚𝟐 = 𝟓        , (√𝟑 ,  عند النقطة  (𝟐

(𝒂)  𝟐𝒙 + √𝟑(𝒚 + 𝒙𝒚′) + 𝟒𝒚𝒚′|(√𝟑 ,𝟐) = 𝟎 

⟹ 𝟐√𝟑 + √𝟑(𝟐 + √𝟑𝒚′) + 𝟖𝒚′|(√𝟑 ,𝟐) = 𝟎

⟹ 𝟏𝟏𝒚′ = −𝟒√𝟑 

⟹ 𝒚′ =
−𝟒√𝟑

𝟏𝟏
,   الميل  (𝒃)𝒚 − 𝟐 =

−𝟒√𝟑

𝟏𝟏
(𝒙 −  معادلة المماس       (𝟑√

⟹  𝒚 − 𝟐 =
𝟏𝟏

𝟒√𝟑
(𝒙 −  معادلة العمودي       (𝟑√
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𝟐𝒚 = 𝒙𝟐 + 𝒔𝒊𝒏𝒚 ∶  معرف عند أي نقطة على منحني المعادلة
𝒅𝒚

𝒅𝒙
  (𝟗) بين أن الميل  

𝟐𝒚′ = 𝟐𝒙 + 𝒚′ 𝐜𝐨𝐬𝒚   ⟹ 

𝒚′(𝟐 − 𝐜𝐨𝐬𝒚) = 𝟐𝒙 ⟹ 𝒚′ = 
𝟐𝒙

𝟐 − 𝐜𝐨𝐬𝒚
 

∵  −𝟏 ≤ 𝐜𝐨𝐬𝒚 ≤ 𝟏  ∀ 𝒚 ∈ 𝑹  ⟹ 

 معرف عند أي نقطة على منحني المعادلة
𝒅𝒚

𝒅𝒙
 ∴   الميل  

𝟐 − 𝐜𝐨𝐬 𝒚 ≠ 𝟎 ∀ 𝒚 ∈ 𝑹    

(𝟏𝟎) 𝒚𝟐 =
𝒙 − 𝟏

𝒙 + 𝟏
    ⟹  𝒚𝟐(𝒙 + 𝟏) = (𝒙 − 𝟏) 

⟹ 𝟐𝒚𝒚′ (𝒙 + 𝟏) + 𝒚𝟐 = 𝟏  

𝟐𝒚𝒚′ (𝒙 + 𝟏) = 𝟏 − 𝒚𝟐 ⟹ 𝒚′ =
𝟏 − 𝒚𝟐

𝟐𝒚(𝒙 + 𝟏)
 

(𝟏𝟏) 𝒙𝟐 =
𝒙 − 𝒚

𝒙 + 𝒚
  ⟹ 𝒙𝟐(𝒙 + 𝒚) = 𝒙 − 𝒚    

⟹  𝒙𝟑 + 𝒙𝟐𝒚 = 𝒙 − 𝒚 

𝟑𝒙𝟐 + 𝟐𝒙𝒚 + 𝒚′𝒙𝟐 = 𝟏 − 𝒚′ 

⟹ 𝒚′ (𝒙𝟐 + 𝟏) = −𝟑𝒙𝟐 − 𝟐𝒙𝒚 + 𝟏  
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𝒚′ = 
−𝟑𝒙𝟐 − 𝟐𝒙𝒚 + 𝟏 

𝒙𝟐 + 𝟏
  

(𝟏𝟐)  𝟏 = 𝒚′ 𝒔𝒆𝒄𝟐𝒚  ⟹   𝒚′ =
𝟏

𝒔𝒆𝒄𝟐𝒚
= 𝒄𝒐𝒔𝟐𝒚 

(𝟏𝟑)   𝒙 + 𝒔𝒊𝒏𝒚 = 𝒙𝒚    ⟹ 𝟏 + 𝒚′  𝐜𝐨𝐬 𝒚 = 𝒚 + 𝒙𝒚′ 

 ⟹ 𝒚′(𝐜𝐨𝐬𝒚 − 𝒙) = 𝒚 − 𝟏 

𝒚′ = 
𝒚 − 𝟏

𝐜𝐨𝐬𝒚 − 𝒙
  

  -:الثامن والأربعون السؤال 

 

(𝟏) 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟏

(𝒇(𝒙) + 𝟐𝐠(𝒙))    

  (𝒙 = ∴ متصلة عند 𝟏 𝒙 =  (الدالتين قابلتين للاشتقاق عند 𝟏

𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟏

(𝒇(𝒙) + 𝟐𝐠(𝒙)) = 𝒇(𝟏) + 𝟐𝐠(𝟏) = 𝟐 − 𝟐 = 𝟎 
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(𝟐) 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟏

(
𝐠(𝒙) + 𝒙

𝒇(𝒙)
) =

−𝟏 + 𝟏

𝟐
= 𝟎 

(𝟑) 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟏

(
(𝒇 + 𝐠)(𝒙) − 𝟏

𝒙 − 𝟏
) = (𝒇 + 𝐠)′(𝟏) 

= 𝒇′(𝟏) + 𝐠′(𝟏) = −𝟑 + 𝟐 = −𝟏 

(𝟒)
𝒅

𝒅𝒙
(𝟐𝒇(𝒙) −

𝐠(𝒙)

𝟑
) |

𝒙=𝟏
 

= 𝟐𝒇′(𝟏) −
𝐠′(𝟏)

𝟑
= −𝟔 −

𝟐

𝟑
=
−𝟐𝟎

𝟑
 

(𝟓)
𝒅

𝒅𝒙
(𝒇(𝒙) × 𝐠(𝒙)|

𝒙=𝟏
 

= 𝒇′(𝟏). 𝐠(𝟏) + 𝒇(𝟏). 𝐠′(𝟏) = 𝟑 + 𝟒 = 𝟕 

(𝟔)
𝒅

𝒅𝒙
(
𝐠

𝒇
) |

𝒙=𝟏
=
𝐠′(𝟏). 𝒇(𝟏) − 𝒇′(𝟏). 𝐠(𝟏)

𝒇𝟐(𝟏)
=
𝟑 − 𝟒

𝟒
=
−𝟏

𝟒
 

(𝟕)
𝒅

𝒅𝒙
(
𝟏

𝐠
) |

𝒙=𝟏
=
−𝐠′(𝟏)

𝐠𝟐(𝟏)
=
−𝟐

𝟏
= −𝟐 

(𝟖)
𝒅

𝒅𝒙
(𝐠(𝒇(𝟏))) =

𝒅

𝒅𝒙
(𝐠(𝟐)) = 𝟎 
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  -:التاسع والأربعونالسؤال 

      𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 = 𝟐𝟓 ∶  (𝟏) إذا كانت

(𝒚′)𝟐 + 𝒚𝒚′′ + 𝟏 = 𝟎  ∶  فأثبت أن

𝟐𝒙 + 𝟐𝒚𝒚′ = 𝟎⟹ 𝒙+ 𝒚𝒚′ = 𝟎 ⟹ 

𝟏 + 𝒚′𝒚′ + 𝒚𝒚′′ = 𝟎⟹ (𝒚′)𝟐 + 𝒚𝒚′′ + 𝟏 = 𝟎 
 

𝐲 = 𝒂𝒙𝐜𝐨𝐬𝒙  ∶  (𝟐) إذا كانت

y′′ ∶  أوجد 

𝒚′ = 𝒂(𝐜𝐨𝐬 𝒙 − 𝒙 𝐬𝐢𝐧 𝒙) ⟹ 

𝒚′′ = 𝒂(−𝐬𝐢𝐧𝒙 − 𝐬𝐢𝐧𝒙 − 𝒙 𝐜𝐨𝐬𝒙) 

𝒚′′ = −𝟐𝒂𝐬𝐢𝐧𝒙 − 𝒂𝒙𝐜𝐨𝐬𝒙 

⟹ 𝒚′′ + 𝒂𝒙𝐜𝐨𝐬𝒙 = −𝟐𝒂𝐬𝐢𝐧𝒙 

𝒂 أوجد قيمة الثابت 𝒚′′ + 𝒚 = 𝒔𝒊𝒏𝒙    (𝟑) إذا كانت  

𝒚′′ + 𝒂𝒙𝐜𝐨𝐬𝒙 = −𝟐𝒂𝐬𝐢𝐧𝒙 ⟹ 𝒚′′ + 𝒚 

= −𝟐𝒂𝐬𝐢𝐧𝒙 ⟹ −𝟐𝒂𝐬𝐢𝐧𝒙 = 𝒔𝒊𝒏𝒙 

   -مقارنة المعاملات نجد أن :

 
−𝟐𝒂 = 𝟏 ⟹ 𝒂 =

−𝟏

𝟐
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 𝟔𝒙𝟐 − 𝟐𝒙𝒚 + 𝒚𝟑 = 𝟗                         
𝒅𝒚

𝒅𝒙
 (4)أوجد   

 

𝟏𝟐𝒙 − 𝟐(𝒚 + 𝒙𝒚′) + 𝟑𝒚𝟐𝒚′ = 𝟎 

⟹ 𝟏𝟐𝒙 − 𝟐𝒚 − 𝟐𝒙𝒚′ + 𝟑𝒚𝟐𝒚′ = 𝟎 

⟹ 𝟏𝟐𝒙 − 𝟐𝒚 = 𝟐𝒙𝒚′ − 𝟑𝒚𝟐𝒚′ ⟹ 𝟏𝟐𝒙 − 𝟐𝒚 = 

𝒚′(𝟐𝒙 − 𝟑𝒚𝟐) ⟹ 𝒚′ =
𝟏𝟐𝒙 − 𝟐𝒚

(𝟐𝒙 − 𝟑𝒚𝟐)
 

 

 (4) أوجد معادلة خط المماس المرسوم للمنحني المعرف  بارامتريا   كالتالي:

𝒚 = 𝐭𝐚𝐧(𝒕 +
𝝅

𝟒
)    , 𝒙 = 𝟑𝒕𝟐 − 𝟐𝒕    . 𝒕 =  حيث 𝟎

𝒕 = 𝟎 ⟹ 𝒙 = 𝟎 , 𝒕 = 𝟎 ⟹ 𝒚 = 𝟏 ⟹ (𝟎 ,   نقطة التماس  (𝟏

𝒅𝒚

𝒅𝒕
= 𝒔𝒆𝒄𝟐 (𝒕 +

𝝅

𝟒
) |𝒕=𝟎 = 𝟐⟹

𝒅𝒙

𝒅𝒕
= 𝟔𝒕 − 𝟐|𝒕=𝟎 = −𝟐 

⟹
𝒅𝒚

𝒅𝒙
=

𝟐

−𝟐
= −𝟏 

𝒚 − 𝟏 = −𝟏(𝒙 − 𝟎) ⟹ 𝒚 = −𝒙 +    معادلة خط المماس      𝟏
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𝒕 =  عند𝟑
𝒅𝒚

𝒅𝒙
𝒚  أوجد  = √𝟑 + 𝟐𝒕    , 𝒙 = 𝒕𝟐 − 𝟐𝒕  (𝟓)   لتكن  

𝒅𝒚

𝒅𝒕
=

𝟐

𝟐√𝟑 + 𝟐𝒕
|𝒕=𝟑 =

𝟏

𝟑
⟹

𝒅𝒙

𝒅𝒕
= 𝟐𝒕 − 𝟐|𝒕=𝟑 = 𝟒 

⟹
𝒅𝒚

𝒅𝒙
=
𝟏

𝟏𝟐
    

 

(𝟔)    𝒚 = 𝟒𝒙
−𝟐
𝟕 + 𝒙𝟑 ⟹ 

𝒚′ = 𝟒 ×
−𝟐

𝟕
𝒙
−𝟗
𝟕 + 𝟑𝒙𝟐 =

−𝟖

𝟕
 𝒙
−𝟗
𝟕 + 𝟑𝒙𝟐 

(𝟕)    𝒚 = 𝟔√𝒙 ⟹ 𝒚′ = 𝟔 ×
𝟏

𝟐√𝒙
=
𝟑

√𝒙
 

(𝟖)    𝒚 = (𝒙𝟐 − 𝟓𝒙)
𝟕
𝟐 ⟹ 

𝒚′ =
𝟕

𝟐
× (𝒙𝟐 − 𝟓𝒙)

𝟓
𝟐 × (𝟐𝒙 − 𝟓) 

(𝟗)    𝒚 = √𝒙𝟑 + 𝟒𝒙𝟐 ⟹ 𝒚′ =
𝟑𝒙𝟐 + 𝟖𝒙

𝟐√𝒙𝟑 + 𝟒𝒙𝟐
 

(𝟏𝟎)    𝒚 = √𝒙𝟐 − 𝟑⟹ 𝒚′ =
𝟐𝒙

𝟐√𝒙𝟐 − 𝟑
=

𝒙

√𝒙𝟐 − 𝟑
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(𝟏𝟏)    𝒚 = √𝒙𝟐 + 𝟏⟹ 𝒚′ =
𝟐𝒙

𝟐√𝒙𝟐 + 𝟏
=

𝒙

√𝒙𝟐 + 𝟏
 

 

 

(𝟏𝟐)   𝒚 =
𝒙

√𝒙𝟐 + 𝟏
⟹ 

𝒚′ =

√𝒙𝟐 + 𝟏 − 𝒙 ×
𝒙

√𝒙𝟐 + 𝟏

(√𝒙𝟐 + 𝟏)
𝟐 =

𝟏

(𝒙𝟐 + 𝟏)
𝟑
𝟐

 

 

(𝟏𝟑)    𝒚 = (𝟏 − 𝟔𝒙)
𝟐
𝟑 ⟹ 

𝒚′ =
𝟐

𝟑
× (𝟏 − 𝟔𝒙)−

𝟏
𝟑 × −𝟔 = −𝟒(𝟏 − 𝟔𝒙)

−𝟏
𝟑  

 

(𝟏𝟒)    𝒚 = (𝒙𝟐 − 𝟑𝒙)
𝟓
𝟑 ⟹ 

𝒚′ =
𝟓

𝟑
× (𝒙𝟐 − 𝟑𝒙)

𝟐
𝟑 × (𝟐𝒙 − 𝟑) 

(𝟏𝟓)    𝒚 = √𝟒 + 𝐜𝐨𝐬𝟓𝒙 ⟹ 𝒚′ =
−𝟓𝒔𝒊𝒏𝟓𝒙

𝟐√𝟒 + 𝐜𝐨𝐬𝟓𝒙
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(𝟏𝟔)   √𝒙 + √𝒚 = 𝟏𝟎 ⟹
𝟏

𝟐√𝒙
+

𝒚′

𝟐√𝒚
= 𝟎 

⟹
−𝟏

𝟐√𝒙
=

𝒚′

𝟐√𝒚
⟹ 𝒚′ =

−√𝒚

√𝒙
 

 

(𝟏𝟕)    𝒚 = (𝒙𝟑 − 𝟏)
𝟑
𝟕 ⟹ 

𝒚′ =
𝟑

𝟕
× (𝒙𝟑 − 𝟏)

−𝟒
𝟕 × (𝟑𝒙𝟐) 

  -:الخمسونالسؤال 

 𝒇(𝒙) = 𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙     (𝟏)     لتكن 

𝒇′′(𝒙) + 𝟒𝒇(𝒙) = 𝟐  −:    أثبت أن

𝒇′(𝒙) = −𝟐𝐜𝐨𝐬𝒙 𝐬𝐢𝐧 𝒙 = −𝐬𝐢𝐧𝟐𝒙 

⟹ 𝒇(𝒙)′′ = −𝟐𝐜𝐨𝐬𝟐𝒙 

∴ الأيسر = 𝒇′′(𝒙) + 𝟒𝒇(𝒙) = −𝟐𝐜𝐨𝐬𝟐𝒙 + 𝟒𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙 

= −𝟐(𝟐𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙 − 𝟏) + 𝟒𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙 

= −𝟒𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙 + 𝟐 + 𝟒𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙 =   الأيمن𝟐

 الطرفان متساويان
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𝟑𝐠′(𝟐) = 𝐠(𝟐) = 𝟔    , 𝒇(𝟐) = 𝟏 , 𝒇′(𝟐) =  (𝟐) لتكن   𝟑

 

𝒅

𝒅𝒙
(
𝒇(𝒙) + 𝒙

𝐠(𝒙)
)    ∶ 𝒙 قيمة =  (∎) أوجد عند 𝟐

 

𝒅

𝒅𝒙
(
𝒇(𝒙) + 𝒙

𝐠(𝒙)
) =

(𝒇′(𝒙) + 𝟏)𝐠(𝒙) − 𝐠′(𝒙)(𝒇(𝒙) + 𝒙)

(𝐠(𝒙))𝟐
|𝒙=𝟐  

 

(𝒇′(𝟐) + 𝟏)𝐠(𝟐) − 𝐠′(𝟐)(𝒇(𝟐) + 𝟐)

(𝐠(𝟐))𝟐
=
𝟒 × 𝟔 − 𝟐 × 𝟑

𝟑𝟔
 
𝟏𝟖

𝟑𝟔
=
𝟏

𝟐
  

  -:الواحد الخمسون السؤال 

. [𝟎 , 𝒇(𝒙) تحقق شروط القيمة المتوسطة علي الفترة[𝟐 = 𝒙𝟐(𝟏) بين أن الدالة 

. 𝒇′(𝒙) علي هذة الفترة =
𝒇(𝒃) − 𝒇(𝒂)

𝒃 − 𝒂
:  ثم أوجد 𝒄 في المعادلة

[𝟎 ,  (𝟏)  الدالة حدودية متصلة علي الفترة المغلقة[𝟐

(𝟎 , ∴  قابلة للإشتقاق علي الفترة المفتوحة(𝟐 𝒇′(𝒙) = 𝟐𝒙  (𝟐) 

   ∴  شروط النظرية متوفرة

𝒇′(𝒄) =
𝒇(𝟐) − 𝒇(𝟎)

𝟐 − 𝟎
, 𝟎) يكون عندها  فأنة توجد نقطة واحدة علي الأقل 𝒄     في الفترة(𝟐

∴   𝟐𝒄 =
𝟒 − 𝟎

𝟐 − 𝟎
= 𝟐 ⟹ 𝒄 = 𝟏 ∈ (𝟎 , 𝟐) 
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. [−𝟑 , 𝒇(𝒙) تحقق شروط المتوسطة علي الفترة[𝟏 = 𝒙𝟑 +  (2) بين أن الدالة 𝟏 

. 𝑐 ثم أوجد قيمة 

[−𝟑 ,  (𝟏)  الدالة حدودية متصلة علي الفترة المغلقة[𝟏

(−𝟑 , ∴  قابلة للإشتقاق علي الفترة المفتوحة(𝟏 𝒇′(𝒙) = 𝟑𝒙𝟐(𝟐) 

  ∴  شروط النظرية متوفرة

𝒇′(𝒄) =
𝒇(𝟏) − 𝒇(−𝟑)

𝟏 + 𝟑
,𝟑−) يكون عندها      في الفترة(𝟏

 𝒄 فأنة توجد نقطة واحدة علي الأقل 

∴   𝟑𝒙𝟐 =
𝟐 + 𝟐𝟔

𝟒
= 𝟕 ⟹ 𝒄 = −√

𝟕

𝟑
≈ 𝟏. 𝟓 ∈ (−𝟑 , 𝟏) 

 𝒇(𝒙) = 𝒙𝟑 − 𝟐𝒙𝟐 + 𝒙 نأ الدالة  (3) بين 

. [𝟎 ,  تحقق شروط المتوسطة علي الفترة[𝟐

. 𝒄 ثم أوجد قيمة 

[𝟎 ,  (𝟏)  الدالة حدودية متصلة علي الفترة المغلقة[𝟐

(𝟎 , ∴  قابلة للإشتقاق علي الفترة المفتوحة(𝟐 𝒇′(𝒙) = 𝟑𝒙𝟐 − 𝟒𝒙 + 𝟏  (𝟐) 

  ∴  شروط النظرية متوفرة
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,𝟎) يكون لأقلا 𝒄     في الفترة(𝟐  فأنة توجد نقطة واحدة علي 

𝒇′(𝒄) =
𝒇(𝟐) − 𝒇(𝟎)

𝟐 − 𝟎
 عندها

∴   𝟑𝒄𝟐 − 𝟒𝒄 + 𝟏 =
𝟐

𝟐
⟹ 𝒄 =

𝟒

𝟑
∈ (𝟎 , 𝟐)  , 𝒄 = 𝟎 ∉ (𝟎 , 𝟐) 

𝒇أوجد مماسا   للدالة  𝑩(𝟏 , 𝒇(𝟏)), 𝑨(−𝟏 , 𝒇(−𝟏)), 𝒇(𝒙) = √𝟏 − 𝒙𝟐(𝟒)لتكن 

𝑨𝑩 𝟏−) يكون موازيا   للقاطع ,  في الفترة(𝟏

 

[−𝟏 ,  (𝟏)  الدالة متصلة علي الفترة المغلقة[𝟏

𝒇′(𝒙) =
−𝒙

√𝟏 − 𝒙𝟐
 

(−1 ,   ∴  قابلة للإشتقاق علي الفترة المفتوحة(1

  ∴  شروط النظرية متوفرة

 فأنة توجد نقطة واحدة علي الأقل 𝑐     في الفترة

 

𝒇′(𝒄) =
𝒇(𝟏) − 𝒇(−𝟏)

𝟏 − (−𝟏)
,𝟏−) يكون عندها 𝟏) 

∴
−𝒄

√𝟏 − 𝒄𝟐
 =

𝟎

𝟐
⟹ 𝒄 = 𝟎 ∈ (−𝟏 , 𝟏)  , 𝒄 = 𝟎 ∈ (−𝟏 , 𝟏) 

𝒙 = 𝒇′(𝒙) عند 𝟎 =  فإن المماس الذي نبحث عنة أفقي. نجد أن 𝟎

𝒚 =  حيث الرسم البياني لة مماس أفقي 𝟏

-1 1 2 3

-1

1

2

x

y

F(x)
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. [𝟎 , 𝒇(𝒙) تحقق شروط القيمة المتوسطة علي الفترة[𝟏 = 𝒙𝟐 + 𝟐𝒙 −  (5) بين أن الدالة 𝟏

𝒇′(𝒙) =
𝒇(𝟏) − 𝒇(𝟎)

𝟏 − 𝟎
: , 𝒂) التي تحقق المعادلة 𝒃)الفترةفي 𝒄 ثم أوجد 

[𝟎 ,  (𝟏)  الدالة حدودية متصلة علي الفترة المغلقة[𝟏

(𝟎 , ∴  قابلة للإشتقاق علي الفترة المفتوحة(𝟏 𝒇′(𝒙) = 𝟐𝒙 + 𝟐  (𝟐) 

  ∴  شروط النظرية متوفرة

,𝟎) يكون يف الفترة(𝟏      𝒄 فأنة توجد نقطة واحدة علي الأقل 

𝒇′(𝒄) =
𝒇(𝟏) − 𝒇(𝟎)

𝟏 − 𝟎
 عندها

∴   𝟐𝒄 + 𝟐 =
𝟑

𝟏
⟹ 𝒄 =

𝟏

𝟐
∈ (𝟎 , 𝟏) 

. 𝑓(𝑥) تحقق شروط القيمة المتوسطة علي الفترة[1, 0] = 𝑥
2
 (6) بين أن الدالة3

𝑓′(𝑐) =
𝑓(1) − 𝑓(0)

1 − 0
:  ثم أوجد 𝑐 الفترةفي(1, 0) التي تحقق المعادلة

[𝟎 ,  (𝟏)  الدالة متصلة علي الفترة المغلقة[𝟏

(𝟎 , ∴  قابلة للإشتقاق علي الفترة المفتوحة(𝟏 𝒇′(𝒙) =
𝟐

𝟑√𝒙
𝟑

(𝟐) 

  ∴  شروط النظرية متوفرة

𝒇′(𝒄) =
𝒇(𝟏) − 𝒇(𝟎)

𝟏 − 𝟎
,𝟎) يكون عندها  فأنة توجد نقطة واحدة علي الأقل 𝒄     في الفترة(𝟏
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∴
𝟐

𝟑√𝒄
𝟑  = 𝟏 ⟹ 𝒄 =

𝟖

𝟐𝟕
∈ (𝟎 , 𝟏) 

[𝒂 , 𝒃]لا تحقق شروط نظرية القيمة المتوسطة علي الفترة المعطاة 𝒇 أثبت أن الدالة (∎) 

(𝟔)𝒇(𝒙) = 𝒙
𝟏
𝟑        , [−𝟏 , 𝟏] 

[−𝟏 ,  (𝟏)  الدالة متصلة علي الفترة المغلقة[𝟏

(−𝟏 , ∴  الدالة غير قابلة للإشتقاق علي الفترة المفتوحة(𝟏 𝒇′(𝒙) =
𝟏

𝟑√𝒙𝟐
𝟑

(𝟐) 

  ∴  شروط النظرية غير متوفرة

𝒇′(𝒄) =
𝒇(𝟏) − 𝒇(−𝟏)

𝟏 − (−𝟏)
,𝟏−) يكون عندها  فأنة قد توجد𝒄أو لا توجد في الفترة(𝟏

∴
𝟏

𝟑√𝒄𝟐
𝟑  = 𝟏 ⟹ 𝒄 = ±

√𝟑

𝟖
= ±𝟎. 𝟏𝟗𝟐 ∈ (−𝟏 , 𝟏) 

(𝟕)  𝒇(𝒙) = |𝒙 − 𝟏|  , [𝟎 , 𝟑] 

[𝟎 ,  (𝟏)  الدالة متصلة علي الفترة المغلقة[𝟑

(𝟎 ,   الدالة غير قابلة للإشتقاق علي الفترة المفتوحة(𝟑

∴ 𝒇′(𝒙) = {
𝟏            ∶ 𝒙 > 𝟏

غير موجودة ∶ 𝒙 = 𝟏
−𝟏         ∶ 𝒙 < 𝟏

(𝟐) 

  ∴  شروط النظرية متوفرةغير

𝒇′(𝒄) =
𝒇(𝟑) − 𝒇(𝟎)

𝟑 − 𝟎
,𝟎) يكون عندها  فأنة قد توجد 𝒄أو لا توجد في الفترة(𝟑
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(𝒊)𝒇′(𝒙) = 𝟏      ∶ 𝒙 > 𝟏  ⟹     1 =
𝒇(𝟑)−𝒇(𝟎)

𝟑−𝟎
=

1

3
  عبارة خطأ

(𝒊𝒊)𝒇′(𝒙) = −𝟏    ∶ 𝒙 < 𝟏 ⟹  −1 =
𝒇(𝟑)−𝒇(𝟎)

𝟑−𝟎
=

1

3
  عبارة خطأ

𝒄 لا توجد ∴ 

 

(𝟖)𝒇(𝒙) = { 𝒙𝟐 + 𝒙               ∶ 𝒙 > 2
𝟓𝒙 − 𝟏                  ∶ 𝒙 ≤ 𝟐     

                   , [𝟎 , 𝟑] 

[𝟎 , ∴ غير متصلة علي الفترة المغلقة[𝟑    𝒙 =    الدالة غير متصلة عند   𝟐

  ∴  شروط النظرية غير متوفرة

𝒇′(𝒄) =
𝒇(𝟑) − 𝒇(𝟎)

𝟑 − 𝟎
,𝟎) يكون عندها  فأنة قد توجد𝒄أو لا توجد في الفترة(𝟑

𝒇′(𝒙) = {
𝟐𝒙 + 𝟏            ∶ 𝒙 > 2

∶       غير موجودة 𝒙 = 𝟐
𝟓                      ∶ 𝒙 < 2

 

(𝒊)𝒇′(𝒙) = 𝟐𝒙 + 𝟏             ∶ 𝒙 > 𝟐      

   ⟹    𝟐𝒙 + 𝟏 =
𝒇(𝟑) − 𝒇(𝟎)

𝟑 − 𝟎
=
13

3
 

𝟐𝒙 =
𝟏𝟑

𝟑
− 𝟏 ⟹ 𝒙 =

𝟓

𝟑
∈ (𝟎 , 𝟑) 

(𝒊𝒊)𝒇′(𝒙) = 𝟓       ∶ 𝒙 < 𝟐   

 ⟹   𝟓 =
𝒇(𝟑) − 𝒇(𝟎)

𝟑 − 𝟎
=
𝟏𝟑

𝟑
⟹   عبارة    خطأ 𝒄 =

𝟓

𝟑
  ∴ يوجد
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(𝟗)𝒇(𝒙) = {
𝐜𝐨𝐬𝒙                         ∶ −𝝅 ≤ 𝒙 ≤ 𝟎
𝟏 + 𝐬𝐢𝐧𝒙                   ∶ 𝟎 < 𝒙 ≤ 𝝅    

                   , [−𝝅 , 𝝅] 

, 𝝅−]لتوفر شروط الإتصال 𝝅](𝟏)  الدالة متصلة علي الفترة المغلقة 

𝒇′(𝟎+) = 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎+

𝐜𝐨𝐬 𝒙 − 𝟏

𝒙
=  𝟎                                 (𝟐) 

𝒇′(𝟎−) = 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎+

𝟏 + 𝐬𝐢𝐧 𝒙 − 𝟏

𝒙
=  𝟏 ⟹ 𝒇′(𝟎+) ≠ 𝒇′(𝟎−) 

(−𝝅 , 𝝅)ترةالف المفتوحة  ∴ الدالة غير قابلة للإشتقاق علي 

  ∴  شروط النظرية غير متوفرة

, 𝜋−) يكون عندها 𝜋)أو لا توجد في الفترة𝑐فأنة قد توجد 

𝒇′(𝒄) =
𝒇(−𝝅) − 𝒇(𝝅)

𝝅 + 𝝅
 

𝒇′(𝒙) = {
−𝒔𝒊𝒏𝒙                         ∶ −𝝅 ≤ 𝒙 < 0
𝒄𝒐𝒔 𝒙                            ∶ 𝟎 < 𝑥 ≤ 𝜋    

 

−𝐬𝐢𝐧 𝒄 =
𝒇(−𝝅) − 𝒇(𝝅)

𝝅 + 𝝅
=
𝟏

𝝅
    ⟹ 

𝒄 = −𝐬𝐢𝐧−𝟏 (
𝟏

𝝅
)   ⟹ 𝒄 ≈ −𝟎. 𝟑𝟐𝟒𝟓,−𝟐. 𝟖𝟏𝟖 ∈ (−𝝅, 𝟎) 

𝐜𝐨𝐬 𝒙 =
𝒇(−𝝅) − 𝒇(𝝅)

𝝅 + 𝝅
=
𝟏

𝝅
     

⟹ 𝒄 = 𝐜𝐨𝐬−𝟏 (
𝟏

𝝅
)   ⟹ 𝒄 ≈ 𝟏. 𝟐𝟒𝟕 ∈ (𝟎, 𝝅) 
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𝟏. 𝟐𝟒𝟕 , −𝟎. 𝟑𝟐𝟒 , −𝟐.   القيم لـالممكنة 𝒄  هي تقريبا   𝟖𝟏𝟖

𝒇(𝒙) = 𝐬𝐢𝐧 𝒙  (𝟏𝟎) لتكن

[𝒂 , 𝒃 ] = [𝟎 ,
𝝅

𝟐
]  ∎ أثبت أن𝒇(𝒙) تحقق شروط نظرية القيمة المتوسطة في الفترة

[𝟎 ,
𝝅

𝟐
]  (𝟏)  الدالة مثلثية متصلة علي الفترة المغلقة

(𝟎 ,
𝝅

𝟐
) ∴  قابلة للإشتقاق علي الفترة المفتوحة 𝒇′(𝒙) = 𝐜𝐨𝐬𝒙 (𝟐) 

  ∴  شروط النظرية متوفرة

𝑓′(𝑐) =
𝒇(𝒃) − 𝒇(𝒂)

𝒃 − 𝒂
, 𝒂) حيث 𝐛)في الفترة  𝐶 أوجد قيم ∎ 

𝒇′(𝒄) =
𝒇 (
𝝅
𝟐)
− 𝒇(𝟎)

𝝅
𝟐
− 𝟎

, 𝟎) يكون عندها
𝝅

𝟐
)  فأنة توجد نقطة واحدة علي الأقل 𝒄     في الفترة

∴ 𝐜𝐨𝐬 𝒄  =
𝟐

𝝅
⟹ 𝒄 = 𝟎. 𝟔𝟗 ∈ (𝟎 ,

𝝅

𝟐
) 

𝑨(𝒂 , 𝒇(𝒂)) , 𝑩(𝒃, 𝒇(𝒃))أكتب معادلة الوتر المار بالنقطتين ∎ 

𝑨(𝟎 , 𝟎) , 𝑩 (
𝝅

𝟐
, 𝟏)  ⟹   𝒚 =

𝟐

𝝅
𝒙 

.  فسر هندسيا   العلاقة بين الوتر 𝑨𝑩 والمماس المرسومة للدالة𝒇(𝒙) عند 𝑪 التي حصلت عليها

𝑨𝑩يوازي الوتر المار 𝑪 = 𝟎.  المماس المرسوم من𝟔𝟗
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𝒇(𝒙) = 𝒙𝟐 + 𝐱 +  (𝟏𝟏) لتكن                         𝟏

[𝟎 ,  ∎ أثبت أن𝒇(𝒙) تحقق شروط نظرية القيمة المتوسطة في الفترة[𝟒

[𝟎 ,  (𝟏)  الدالة حدودية متصلة علي الفترة المغلقة[𝟒

(𝟎 , ∴  قابلة للإشتقاق علي الفترة المفتوحة(𝟒 𝒇′(𝒙) = 𝟐𝒙 + 𝟏  (𝟐) 

 شروط النظرية متوفرة

𝑓′(𝑐) =
𝒇(𝟒) − 𝒇(𝟎)

𝟒 − 𝟎
, 𝟎) حيث  ∎ أوجد قيم 𝐶  في الفترة(𝟒

𝑓′(𝑐) =
𝒇(𝟒) − 𝒇(𝟎)

𝟒 − 𝟎
, 𝟎) يكون عندها  فأنة توجد نقطة واحدة علي الأقل 𝒄     في الفترة(𝟒

∴   𝟐𝒄 + 𝟏 = 𝟓 ⟹ 𝒄 = 𝟐 ∈ (𝟎 , 𝟒) 

𝒇(𝒙) = 𝒙𝟐 − 𝟐𝒙 +  (𝟏𝟐) لتكن                         𝟑

[𝟎 ,  ∎ أثبت أن𝒇(𝒙) تحقق شروط نظرية القيمة المتوسطة في الفترة[𝟑

[𝟎 ,  (𝟏)  متصلةحدوديةالدالة علي الفترة المغلقة[𝟑

(𝟎 , ∴  قابلة للإشتقاق علي الفترة المفتوحة(𝟑 𝒇′(𝒙) = 𝟐𝒙 − 𝟐  (𝟐) 

 شروط النظرية متوفرة

𝑓′(𝑐) =
𝒇(𝟑) − 𝒇(𝟎)

𝟑 − 𝟎
, 𝟎) حيث  ∎ أوجد قيم 𝐶  في الفترة(𝟑

𝑓′(𝑐) =
𝒇(𝟑) − 𝒇(𝟎)

𝟑 − 𝟎
, 𝟎) يكون عندها  فأنة توجد نقطة واحدة علي الأقل 𝒄     في الفترة(𝟑

∴   𝟐𝒄 − 𝟐 = 𝟐 ⟹ 𝒄 = 𝟐 ∈ (𝟎 , 𝟑) 

 

 

 مع تمنياتي بالتوفيق والنجاح.......أ.هلال حسين أحمد
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(𝟐 , , 𝟐] وقابلة للإشتقاق علي الفترة(𝟓  (𝟏𝟑) أنلتكن𝒇(𝒙)  دالة متصلة علي الفترة[𝟓

 أجب عما يلي .

  ∎ هل𝒇(𝒙) تحقق نظرية القيمة ؟المتوسطة

, 𝟐)(معطي) , 𝟐] وقابلة للإشتقاق علي الفترة(𝟓 𝒇(𝒙)  دالة متصلة علي الفترة[𝟓 ∵ 

 نعم شروط النظرية متوفرة  .

(𝟐 , ميعج قيم 𝒙 في الفترة(𝟓 𝟐 من أجمل  ≤ 𝒇′(𝒙) ≤  ∎ لتكن      𝟓

𝟔 ≤ 𝒇(𝟓) − 𝒇(𝟐) ≤  أثبت أن 𝟏𝟓

شروط النظرية متوفرة  . ∵ 

∴   𝒇′(𝒄) =
𝒇(𝟓) − 𝒇(𝟐)

𝟓 − 𝟐
   ∵ 𝟐 ≤ 𝒇′(𝒙) ≤ 𝟓 ⟹    𝟐 ≤

𝒇(𝟓) − 𝒇(𝟐)

𝟓 − 𝟐

≤ 𝟓  

∴      𝟐 ≤
𝒇(𝟓) − 𝒇(𝟐)

𝟑
≤ 𝟓   ⇒∴   𝟔 ≤ 𝒇(𝟓) − 𝒇(𝟐) ≤ 𝟏𝟓 

 

𝒇(𝒙) = 𝒙
𝟐
 (𝟏𝟒) الدالة المرسوسة أمامك هي𝟑

[−𝟑 ,  ∎ وضح أن نظرية القيمة المتوسطة لا يمكن تطبيقها في الفترة[𝟑

الدالة غير ∴ 𝑥 =   الدالة غير قابلة للإشتقاق  0

(−𝟑 ,  قابلة عليللإشتقاق الفترة المفتوحة(𝟑

 

 ق والنجاح.......أ.هلال حسين أحمدمع تمنياتي بالتوفي
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.  ∎   اختر فترة يمكن تطبيق النظرية عليها ثم عين(𝑪) تنص عليها النظرية في هذة الفترة

(𝒃 − 𝒂)𝒇′(𝒄) = 𝒇(𝒃) − 𝒇(𝒂)   

[𝟎 ,   نختر الفترة[𝟑

 𝑓(𝑥)دالة متصلة علي الفترة[3, 0] وقابلة للإشتقاق علي الفترة(3, 0)

 الشروط متوفرة لنظرية القيمة المتوسطة

𝒇′(𝒄) ( بحيث يكونCإذاً يوجد ) =
𝒇(𝟑)−𝒇(𝟎)

𝟑−𝟎
 

𝒄
𝟐
𝟑 =

𝟏

√𝒄
𝟑 ⟹ 𝒄 = 𝟏 ∈ (𝟎 , 𝟑) 

[−𝝅 , 𝝅]تقع في الفترة 𝒙 حيث 𝑵(𝒙) = 𝟒 − 𝒙 + 𝐬𝐢𝐧 𝒙(𝟏𝟓) إذا كانت 

[−𝜋 , 𝜋]تحقق شروط نظرية القيمة المتوسطة للمشتقات علي الفترة 𝑁(𝑥)أثبت الدالةأن ∎ 

[−𝝅 , 𝝅]ليع الفترة المغلقة  (𝟏)  الدالة مجموع دالتين متصلتين 

(−𝝅 , 𝝅)قابلة للإشتقاق علي الفترة المفتوحة  ∴ 𝒇′(𝒙) = −𝟏 + 𝐜𝐨𝐬𝒙 (𝟐) 

 شروط النظرية متوفرة
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𝑁′(𝑐) =
𝑵(𝝅) − 𝑵(−𝝅)

𝟐𝝅
, 𝝅−) حيث 𝝅)في الفترة  𝐶 أوجد قيم ∎ 

 ∵ شروط النظرية متوفرة

 

, 𝜋−) يكون 𝜋)في الفترة    𝑐 فأنة توجد نقطة واحدة علي الأقل 

𝑵′(𝒄) =
𝑵(𝝅) − 𝑵(−𝝅)

𝝅 − (−𝝅)
 عندها

∴   −𝟏 + 𝐜𝐨𝐬 𝒄 = −𝟏 ⟹ 𝐜𝐨𝐬 𝒄 = 𝟎 ⟹ 𝒄 =
𝝅

𝟐
 ,
−𝝅

𝟐
 ∈ (−𝝅 , 𝝅) 

  -:الثاني الخمسون السؤال 

𝒇(𝒙) =  𝒙𝟓 + 𝟑𝒙𝟑 + 𝟐𝒙 +  (𝟏)على فرض أن الدالة𝟏

𝐠′(𝟕)أحسب 𝐠 لها دالة عكسية 

𝐠′(𝟕) =
𝟏

𝒇′(𝐠(𝟕))
  ⟹ 𝐠′(𝟕) = 𝒇−𝟏(𝟕) = 𝟏 

𝒇′(𝒙) =  𝟓𝒙𝟒 + 𝟗𝒙𝟐 + 𝟐⟹  𝒇′(𝟏) = 𝟓 + 𝟗 + 𝟐 = 𝟏𝟔  

𝐠′(𝟕) =
𝟏

𝒇′(𝟏)
=
𝟏

𝟏𝟔
 

 ق والنجاح.......أ.هلال حسين أحمدمع تمنياتي بالتوفي

 



 
هلال حسين .توام الخاصة   2019/   2018متقدم... 12سؤال وجواب للفصل الدراسي الأول     

 

 Page 130    هلال حسين .توام الخاصة   2019/   2018متقدم... 12سؤال وجواب للفصل الدراسي الأول   

 

𝒇(𝒙) =  √𝒙𝟑 + 𝟐𝒙 +  (𝟐)على فرض أن   الدالة𝟒

𝐠′(𝟐)أحسب 𝐠 لها دالة عكسية 

𝐠′(𝟐) =
𝟏

𝒇′(𝐠(𝟐))
  ⟹ 𝐠′(𝟐) = 𝒇−𝟏(𝟐) = 𝟎 

𝒇′(𝒙) =  
𝟑𝒙𝟐 + 𝟐

𝟐√𝒙𝟑 + 𝟐𝒙 + 𝟒
⟹ 𝒇′(𝟎) =

𝟐

𝟒
=
𝟏

𝟐
 

𝐠′(𝟕) =
𝟏

𝒇′(𝟎)
=
𝟏

𝟏
𝟐

= 𝟐 

  -:الثالث الخمسون السؤال 

𝒂)   𝒇(𝒙) = 𝟑𝒆𝒙
𝟐
 𝟏)   أوجد المشتقة         

   𝒃)   𝐠(𝒙) = 𝒙𝒆𝟐 𝒙⁄      ,     𝒄)   𝒉(𝒙) = 𝟑𝟐𝒙
𝟐
 

 الحل

  من قاعدة السلسلة نحصل على

𝒇′(𝒙) = 𝟑𝒆𝒙
𝟐 𝒅

𝒅𝒙
 (𝒙𝟐) = 𝟑𝒆𝒙

𝟐
(𝟐𝒙) = 𝟔𝒙𝒆𝒙

𝟐
(𝒂) 

 𝒃) باستخدام قاعدة ناتج الضرب و قاعدة السلسلة ، نحصل على

𝐠′(𝒙) = (𝟏)𝒆𝟐 𝒙⁄ + 𝒙𝒆𝟐 𝒙⁄
𝒅

𝒅𝒙
(
𝟐

𝒙
) = 𝒆𝟐 𝒙⁄ + 𝒙𝒆𝟐 𝒙⁄ (−

𝟐

𝒙𝟐
) 
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= 𝒆𝟐 𝒙⁄ − 𝟐
𝒆𝟐 𝒙⁄

𝒙
= 𝒆𝟐 𝒙⁄ (𝟏 − 𝟐 𝒙⁄ ) 

𝒉′(𝒙) = 𝟑𝟐𝒙
𝟐
𝒍𝒏𝟑

𝒅

𝒅𝒙
(𝟐𝒙𝟐) في النهاية ، يوجد لدينا (𝒄 

= 𝟑𝟐𝒙
𝟐
𝒍𝒏𝟑(𝟒𝒙) = 𝟒𝒙(𝒍𝒏𝟑)𝟑𝟐𝒙

𝟐
 

 

إذا صممنا مضائلة )أي مقاومة للحركة بسبب الاحتكاك على سبيل (𝟐 ) 

. 𝒕الكتلة ، الإزاحة الرأسية في الزمن  –المثال( في نموذج نظام الزنبرك 
 ط معين يمكن وصفها باستخدامللكتلة المعلقة من زنبر

 𝒖(𝒕) = 𝑨𝒆𝜶𝒕𝒄𝒐𝒔(𝝎𝒕) + 𝑩𝒆𝜶𝒕𝒔𝒊𝒏(𝝎𝒕) 

 بالنسبة إلى كل من  بتثوا 𝝎 ، 𝜶 ، 𝑨 ، 𝑩حيث يكون كل من 

𝒃) 𝒖𝟐(𝒕) = 𝒆
−𝒕 𝟔⁄ 𝒄𝒐𝒔𝟒𝒕        ،         𝒂)  𝒖𝟏(𝒕) = 𝒆

−𝒕𝒄𝒐𝒔𝒕 

 الحل

𝒖𝟏
′ (𝒕) =

𝒅

𝒅𝒕
(𝒆−𝒕)𝒄𝒐𝒔𝒕 + 𝒆−𝒕

𝒅

𝒅𝒕
(𝒄𝒐𝒔𝒕) 

= 𝒆−𝒕
𝒅

𝒅𝒕
(−𝒕) 𝒄𝒐𝒔𝒕 − 𝒆−𝒕𝒔𝒊𝒏𝒕 

= −𝒆−𝒕(𝒄𝒐𝒔𝒕 + 𝒔𝒊𝒏𝒕) 

𝒖𝟐
′ (𝒕) =

𝒅

𝒅𝒕
(𝒆−𝒕 𝟔⁄ ) 𝒄𝒐𝒔(𝟒𝒕) + 𝒆−𝒕 𝟔⁄

𝒅

𝒅𝒕
[𝒄𝒐𝒔(𝟒𝒕)] 

= 𝒆−𝒕 𝟔⁄
𝒅

𝒅𝒕
(−

𝒕

𝟔
)  𝒄𝒐𝒔(𝟒𝒕) + 𝒆−𝒕 𝟔⁄ [−𝒔𝒊𝒏(𝟒𝒕)]

𝒅

𝒅𝒕
(𝟒𝒕) 
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= −
𝟏

𝟔
𝒆−𝒕 𝟔⁄ 𝒄𝒐𝒔(𝟒𝒕) − 𝟒𝒆−𝒕 𝟔⁄ 𝒔𝒊𝒏(𝟒𝒕) 

  𝒃)  𝐠(𝒙) = 𝒍𝒏𝒙𝟑  ،   𝒂)  𝒇(𝒙) = 𝒙𝒍𝒏𝒙 ∶ . أوجد مشتقة ما يأتي   (𝟑) 

𝒄)  𝒉(𝒙) = 𝒍𝒏(𝒙𝟐 + 𝟏)  ، 

 الحل

 𝒂) باستخدام قاعدة ناتج الضرب ، نحصل على

𝒇′(𝒙) = (𝟏)𝒍𝒏𝒙 + 𝒙(
𝟏

𝒙
) = 𝒍𝒏𝒙 + 𝟏 

. 𝐠(𝒙) يمكننا بالتأكيد استخدام قاعدة السلسلة لاشتقاق (𝒃 

  و مع ذلك ، باستخدام خصائص اللوغاريتمات ، تذكر أن بإمكاننا 

𝐠(𝒙)𝒍𝒏𝒙𝟑 ، و نحصل على =  𝟑𝒍𝒏𝒙 إعادة كتابة 

𝐠′(𝒙) = 𝟑
𝒅

𝒅𝒙
(𝒍𝒏𝒙) = 𝟑 (

𝟏

𝒙
) =

𝟑

𝒙
 

 𝒄) باستخدام قاعدة السلسلة 𝒉(𝒙) ، نحصل على

𝒉′(𝒙) =
𝟏

𝒙𝟐 + 𝟏

𝒅

𝒅𝒙
(𝒙𝟐 + 𝟏) =

𝟏

𝒙𝟐 + 𝟏
(𝟐𝒙) =

𝟐𝒙

𝒙𝟐 + 𝟏
 

و كبديل لتعليم قانون اشتقاق منفصل للدالة الأسية العامة ، لاحظ أنه 

𝒂بالنسبة إلى أي أساس  >  يمكننا كتابة ، 𝟎

𝒂𝒙 = 𝒆𝒍𝒏(𝒂
𝒙) = 𝒆𝒙.𝒍𝒏𝒂 

 باستخدام القواعد العادية للأسس و اللوغاريتميات. ثم يتبع ذلك
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𝒅

𝒅𝒙
𝒂𝒙 =

𝒅

𝒅𝒙
𝒆𝒙𝒍𝒏𝒂 = 𝒆𝒙𝒍𝒏𝒂 ×

𝒅

𝒅𝒙
(𝒙𝒍𝒏𝒂)

= 𝒆𝒙𝒍𝒏𝒂 × 𝒍𝒏𝒂 = 𝒂𝒙 × 𝒍𝒏𝒂 

ثانية )ثوانٍ(  𝑡لمادة كيميائية معينة بعد  𝑐يتم تحديد تركيز   (4)

𝒄(𝒕)من التفاعل ذاتي التحفيز باستخدام   =
𝟏𝟎

𝟗𝒆−𝟐𝟎𝒕+𝟏
بينّ أن  .

𝑐′(𝑡) > و استخدم هذه المعلومات للتأكيد على أن تركيز  0

 .10المركب الكيميائي لا يتخطى 

 الحل

𝒄(𝒕) = 𝟏𝟎(𝟗𝒆−𝟐𝟎𝒕 + 𝟏)
−𝟏

 

𝒄′(𝒕) = −𝟏𝟎(𝟗𝒆−𝟐𝟎𝒕 + 𝟏)
−𝟐 𝒅

𝒅𝒕
(𝟗𝒆−𝟐𝟎𝒕 + 𝟏) 

= −𝟏𝟎(𝟗𝒆−𝟐𝟎𝒕 + 𝟏)
−𝟐
(−𝟏𝟖𝟎𝒆−𝟐𝟎𝒕) 

= 𝟏𝟖𝟎𝟎𝒆−𝟐𝟎𝒕(𝟗𝒆−𝟐𝟎𝒕 + 𝟏)
−𝟐

 

=
𝟏𝟖𝟎𝟎𝒆−𝟐𝟎𝒕

(𝟗𝒆−𝟐𝟎𝒕 + 𝟏)𝟐
> 𝟎 

بما أن التركيز يزداد في كل الوقت ، فإن التركيز يظل دائما  أقل من 

𝒍𝒊𝒎القيمة المحددة 
𝒕→∞

𝒄(𝒕)   و التي يمكن حسابها بسهولة لتصبح

𝒍𝒊𝒎
𝒕→∞

𝟏𝟎

𝟗𝒆−𝟐𝟎𝒕+𝟏
=

𝟏𝟎

𝟎+𝟏
= 𝟏𝟎 

 ق والنجاح.......أ.هلال حسين أحمدمع تمنياتي بالتوفي
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.أوجد مشتقة    (5) 𝒙 > 𝒇(𝒙)  ،  لـ  𝟎 = 𝒙𝒙 

 الحل

 بأخذ اللوغاريتم الطبيعي لكلا طرفي المعادلة 

𝒍𝒏[𝒇(𝒙)] = 𝒍𝒏(𝒙𝒙) = 𝒙𝒍𝒏𝒙 

𝟏

𝒇(𝒙)
𝒇′(𝒙) = (𝟏)𝒍𝒏𝒙 + 𝒙

𝟏

𝒙
⟹

𝒇′(𝒙)

𝒇(𝒙)
= 𝒍𝒏𝒙 + 𝟏 

𝒇′(𝒙) = (𝒍𝒏𝒙 + 𝟏)𝒇(𝒙) = (𝒍𝒏𝒙 + 𝟏)𝒙𝒙 

========================================= 

. في ظل ظروف معينة ، تكون معادلة فإن دير والز التي تربط   𝟔

 لغاز معين هي  𝑽الحجم  𝑷بين الضغط 

(𝑷 +
𝟓

𝑽𝟐
) (𝑽 − 𝟎. 𝟎𝟑) = 𝟗. 𝟕 

كدالة للضغط  𝑽على فرض أن المعادلة السابقة تحدد ضمنياً الحجم 

𝑷  استخدم الاشتقاق الضمني لإيجاد
𝒅𝑽

𝒅𝑷
,𝟓)عند النقطة   𝟏). 

 الحل

𝒅

𝒅𝑷
[(𝑷 + 𝟓𝑽−𝟐)(𝑽 − 𝟎. 𝟎𝟑)] =

𝒅

𝒅𝑷
(𝟗. 𝟕) 

(𝟏 − 𝟏𝟎𝑽−𝟑
𝒅𝑽

𝒅𝑷
) (𝑽 − 𝟎. 𝟎𝟑) + (𝑷 + 𝟓𝑽−𝟐)

𝒅𝑽

𝒅𝑷
= 𝟎 

[−𝟏𝟎𝑽−𝟑(𝑽 − 𝟎. 𝟎𝟑) + 𝑷 + 𝟓𝑽−𝟐]
𝒅𝑽

𝒅𝑷
= 𝟎. 𝟎𝟑 − 𝑽 
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𝒅𝑽

𝒅𝑷
=

𝟎. 𝟎𝟑 − 𝑽

−𝟏𝟎𝑽−𝟑(𝑽 − 𝟎. 𝟎𝟑) + 𝑷 + 𝟓𝑽−𝟐
 

𝑽′(𝟓) =
𝟎. 𝟎𝟑 − 𝟏

−𝟏𝟎(𝟏)(𝟎. 𝟗𝟕) + 𝟓 + 𝟓(𝟏)
=
−𝟎. 𝟗𝟕

𝟎. 𝟑
= −

𝟗𝟕

𝟑𝟎
 

========================================= 

  احسب مشتقة  (𝟕)

𝒄) 𝒕𝒂𝒏−𝟏(𝒙𝟑)  ، 𝒃) (𝒔𝒆𝒄−𝟏𝒙)
𝟐
   ،   𝒂) 𝒄𝒐𝒔−𝟏(𝟑𝒙𝟐) 

 الحل

𝒂)   
𝒅

𝒅𝒙
𝒄𝒐𝒔−𝟏(𝟑𝒙𝟐) =

−𝟏

√𝟏 − (𝟑𝒙𝟐)𝟐

𝒅

𝒅𝒙
(𝟑𝒙𝟐) =  

−𝟔𝒙

√𝟏 − 𝟗𝒙𝟒
 

𝒃)   
𝒅

𝒅𝒙
(𝒔𝒆𝒄−𝟏𝒙)

𝟐
= 𝟐(𝒔𝒆𝒄−𝟏𝒙)

𝒅

𝒅𝒙
(𝒔𝒆𝒄−𝟏𝒙) 

= 𝟐(𝒔𝒆𝒄−𝟏𝒙)
𝟏

|𝒙|√𝒙𝟐 − 𝟏
 

𝒄)   
𝒅

𝒅𝒙
[𝒕𝒂𝒏−𝟏(𝒙𝟑)] =

𝟏

𝟏 + (𝒙𝟑)𝟐
𝒅

𝒅𝒙
(𝒙𝟑) =

𝟑𝒙𝟐

𝟏 + 𝒙𝟔
 

========================================= 

𝒇(𝒙) حساب مشتقة  (𝟖) = 𝒔𝒊𝒏𝒉𝟐(𝟑𝒙) 

 الحل

𝒇′(𝒙) =
𝒅

𝒅𝒙
𝒔𝒊𝒏𝒉𝟐(𝟑𝒙) =

𝒅

𝒅𝒙
[𝒔𝒊𝒏𝒉(𝟑𝒙)]𝟐  
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= 𝟐𝒔𝒊𝒏𝒉(𝟑𝒙)
𝒅

𝒅𝒙
[𝒔𝒊𝒏𝒉(𝟑𝒙)] 

= 𝟐𝒔𝒊𝒏𝒉(𝟑𝒙)𝒄𝒐𝒔𝒉(𝟑𝒙)
𝒅

𝒅𝒙
(𝟑𝒙) 

= 𝟐𝒔𝒊𝒏𝒉(𝟑𝒙)𝒄𝒐𝒔𝒉(𝟑𝒙)(𝟑) = 𝟔𝒔𝒊𝒏𝒉(𝟑𝒙)𝒄𝒐𝒔𝒉(𝟑𝒙) 

𝒇(𝒙)التي تحقق نظرية رول للدالة :   𝒄أوجد قيمة   (𝟗) =

𝒙𝟑 − 𝟑𝒙𝟐 + 𝟐𝒙 + ,𝟎]،  في الفترة    𝟐 𝟏]. 

 الحل

𝒇  قابلة للإشتقاق و متصلة لكل قيم𝒙  بما أن ،𝒇(𝒙)  كثيرة حدود

للإشتقاق دائماً ، كذلك  و جميع كثيرات الحدود متصلة و قابلة 

𝒇(𝟎) = 𝒇(𝟏) =  لدينا 𝟐

𝒇′(𝒙) = 𝟑𝒙𝟐 − 𝟔𝒙 + 𝟐 ⟹ 𝒇′(𝒄) = 𝟑𝒄𝟐 − 𝟔𝒄 + 𝟐 = 𝟎 

𝒄 = 𝟏 +
𝟏

𝟑
√𝟑 ≈ 𝟏. ,𝟎)ليست في الفترة   𝟓𝟕𝟕𝟒 𝟏) 

𝒄 = 𝟏 −
𝟏

𝟑
√𝟑 ≈ 𝟎. 𝟒𝟐𝟐𝟔𝟓 ∈ (𝟎, 𝟏) 

. |𝒔𝒊𝒏 𝒂|ت أن  اثب  (𝟏𝟎) ≤ |𝒂| 𝒇𝒐𝒓 𝒂𝒍𝒍 𝒂  

 الحل

𝒄𝒐𝒔𝒄 =
𝒔𝒊𝒏𝒂 − 𝒔𝒊𝒏𝟎

𝒂 − 𝟎
⟹ 𝒄𝒐𝒔𝒄 =

𝒔𝒊𝒏𝒂

𝒂
 

−𝟏 ≤ 𝒄𝒐𝒔𝒄 ≤ 𝟏 



 
هلال حسين .توام الخاصة   2019/   2018متقدم... 12سؤال وجواب للفصل الدراسي الأول     

 

 Page 137    هلال حسين .توام الخاصة   2019/   2018متقدم... 12سؤال وجواب للفصل الدراسي الأول   

 

−𝟏 ≤
𝒔𝒊𝒏𝒂

𝒂
≤ 𝟏 

|
𝒔𝒊𝒏𝒂

𝒂
| ≤ 𝟏 ⟹

|𝒔𝒊𝒏𝒂|

|𝒂|
≤ 𝟏 

|𝒔𝒊𝒏𝒂| ≤ |𝒂| 

========================================= 

 

 

 ق والنجاح.......أ.هلال حسينمع تمنياتي بالتوفي

قناة فن الرياضيات هلال حسينتابعوا   
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