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قائمة المحتويات

الصفحةِالموضوعُالمجالُ / المحورُ

4المقدمة

المجالُ: الهندسةُ والقياسُ

المحورُ: الدائرةُ

لً: أوتارُ الدائرةِ وأقطارُها ومماسّاتُها. 7أوَّ

12ثانيًا: الزوايا في الدائرةِ.

15ثالثًا: معادلةُ الدائرةِ.

المجالُ: الهندسةُ والقياسُ

المحورُ: حسابُ المثلَّثاتِ

لً: النسبُ المثلَّثيَّةُ. 22أوَّ

27ثانيًا: النسبُ المثلَّثيَّةُ للزوايا، ضمنَ الدورةِ الواحدةِ.

المجال: الأنماطُ والجبرُ والاقتراناتُ

المحور: الاقتراناتُ

لً: اقتراناتُ كثيراتِ الحدودِ. 34أوَّ

39ثانيًا: قسمةُ كثيراتِ الحدودِ والاقتراناتُ النسبيَّةُ

42ثالثًا: تركيبُ الاقتراناتِ.

44رابعًا: الاقترانُ العكسيُّ

المجال: معالجةُ البياناتِ والاحتمالُ

المحور: تحليلُ البياناتِ
لً: مقاييسُ التشتُّتِ لجدولٍ تكراريٍّ ذي فئاتٍ. 50أوَّ



بسم الله الرحمن الرحيم

المقدّمة

الحمد لله رب العالمين، والصلاة والسلام على سيد المرسلين سيدنا محمد وعلى آله 
وصحبه أجمعين.

وبعد، فانطلاقاً من رؤية وزارة التربية والتعليم إلى تحقيق التعليم النوعي المتميزّ على 
نحوٍ يلائم حاجات الطلبة، وإعداد جيل من المتعلمين على قدر من الكفاية في المهارات 
الأساسية اللازمة للتكيفّ مع متطلبات الحياة وتحدياتها، مزوّدين بمعارف ومهارات وقيِمَ 

تساعد على بناء شخصياتهم بصورة متوازنة.
الرياضيات  لمبحث  الأساسية  والنتاجات  المفاهيم  على  التعليمي  المحتوى  هذا  بنُيَِ 
الذي  العلمي، والأدبي، والصناعي، والفندقي والسياحي  للفروع:  الحادي عشر  للصف 
لتمكين  منها  بدّ  التي لا  المفاهيم  ويركّز على  الطلبة،  لدى  العلميةّ  الكفاءة  أساس  يشكّل 
التعّلمّ؛  في  فجوة  وجود  غير  من  سلسًا  انتقالً  اللاحقة  المرحلة  إلى  الانتقال  من  الطلّبة 
لذا حرصنا على بناء المفهوم بصورة مختزلة ومكثفّة ورشيقة بعيدًا عن التوسّع الأفقيّ 
والسّرد وحشد المعارف؛ إذْ عُني بالترّكيز على المهارات، وإبراز دور الطاّلب في عملية 

التعّلمّ، بتفعيل إستراتيجية التعلمّ الذاتيّ، وإشراك الأهل في عملية تعلمّ أبنائهم.
وقد اشتمل هذا المحتوى التعليمي على أربعة موضوعات رئيسة، يتضمّن كلٌّ منها 

المفاهيم الأساسيةّ لتعلمّ مهارات الرياضيات ومحاورها، بأسلوبٍ شائق ومركَّز.

لذا؛ بني هذا المحتوى على تحقيق النتاجات العامة الآتية: 
- توظيف نظريات خاصة بالعلاقات بين أوتار الدائرة، وأقطارها، ومماسّاتها، 

  والزوايا فيها لإيجاد وقياسات زوايا وأطوالٍ مجهولةٍ في الدائرةِ.
- ايجاد النسب المثلثية الأساسية )الجيب، جيب التمام، الظل( لزاوية معطاة ضمن 

  الدورة الواحدة والعكس.
- التعرف إلى الاقترانات )كثيرات الحدود، والنسبي، والجذر التربيعي( وتحديد مجال 

  ومدى كل منها وتمثيلها البياني.
- إيجاد مقاييس التشتت: )المدى، والانحراف المعياري، والتباين( لبيانات منظمة في 

  جدول تكراري ذي فئات.

والله ولي التوفيق
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المجالُ: الهندسةُ والقياسُ
المحورُ: الدائرةُ

أوتارُ الدائرةِ وأقطارُها 
ومماسّاتهُا

معادلةُ الدائرةِالزوايا في الدائرةِ

بيــنَ  العلاقــاتِ  فُ  أتعــرَّ 	-
وأقطارِهــا  الدائــرةِ  أوتــارِ 

. تهِا سّــا مما و
أوُظِّــفُ هــذهِ العــا قــاتِ فــي  	-
ــي  ــةٍ ف ــادِ أطــوالٍ مجهول إيج

ــرةِ. الدائ

بيــنَ  العلاقــاتِ  فُ  أتعــرَّ  -
الدائــرةِ. الزوايــا فــي 

العلاقــاتِ  هــذهِ  أوُظِّــفُ   -
فــي إيجــادِ قياســاتِ زوايــا 
فــي  مجهولــةٍ  وأطــوالٍ 

الدائــرةِ.

أجدُ مركزَ الدائرةِ وطولَ نصفِ  	-
قطرِها؛ إذا علمتُ معادلتهَا 

ةِ. بصورتهِا القياسيَّةِ أوِ العامَّ
أكتبُ معادلةَ الدائرةِ؛ إذا أعُطيتُ  	-

معلوماتٍ كافيةً.

قناةُ مائيَّةٌ مقطعُها العرضيُّ 
على شكلِ نصفِ دائرةٍ، طولُ 

قطرِها 6m وعرضُ سطحِ 
4.6m الماءِ فيها

 أجدُ عمقَ الماءِ في القناةِ. 

هلْ توجدُ علاقةٌ بينَ قياسَي 
 ABC، AOC ِالزاويتيَن
في الدائرةِ O المرسومةِ 

في الشكلِ الآتي؟

دائرتانِ مشترِكتانِ بالمركزِ، 
معادلتَاهمُا: 

(x - 6)2 + (y - 8)2 = 9
و

x2 + y2 + 12x + 2 = 0
كما في الشكلِ:

 

هلْ يمُكننُي حسابُ عرضِ الممرِّ 
الناتجِ بينهَما؟

١٢٣
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رُ  أتذكَّ أختبرُ نفسي
1( المثلَّثُ ABC قائمُ الزاويةِ 

         AB = 4cm, B في
AC ُأجد BC=3cm

.B قائمُ الزاويةِ في ABC ُ2( المثلَّث
AB=10cm , ِAC=20cm 

 .BC ُأجد    

3( أحسُــبُ المســافةَ بيــنَ النقطتيَــنِ 
لــكلٍّ ممّــا يأتــي: 

• (-1,6) , (-5,3) 
• (-1,-2) , (-3,6)
• (0.75 , 6), (2, 0.5)

لً: نظريَّةُ فيثاغورس: أوَّ
  : إذا كانَ ABC مثلَّثاً قائمَ الزاويةِ في B؛ فإنَّ

(AB)2 + (BC)2 = (AC)2

BC=3cm , AB=8cm فيه B مثلثٌ قائمُ الزاويةِ في ABC :ٌمثال
.AB ُأجد
الحلُّ	 

(AB)2 + (3)2 = (8)2 تعويضٌ في نظريَّةِ فيثاغورس:	

(AB)2 + 9 = 64 تبسيطٌ:	

(AB)2 = 64 - 9 = 55 طرحُ 9 منْ طرفيَ المعادلةِ:	

AB =   55 ≈ 7.4 cm أخذُ الجذرِ التربيعيِّ لطرفيَ المعادلةِ:	

AB = 7.4 cm أهملُ الإشارةَ السالبةَ لأن الطول موجبٌ	

ثانياً: المسافةُ بينَ نقطتيَنِ:
المسافةُ d بينَ النقطتيَنِ )x1 , y1),(x2 , y2( هيَ:
  d =    (x2-x1 )

2 + (y2-y1 )
2

مثالٌ: المسافةُ بينَ النقطتيَنِ (7 , 3) , (5 , 2) هيَ:

                        )x2 , y2) = (3 , 7( ُتعويض d =    (3-2)2 + (7-5)2 	
:)x1 , y1) = ( 2 , 5(و

   =   12 + 2 2 تبسيطٌ:	

 =   (1+4) =   5 ≈ 2.2 تبسيطٌ:	

A

6

4.6

A

B

B

C

C
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الساعةُ
أرادتْ حنيــنُ صنــعَ ســاعةِ حائــطٍ دائريَّــةٍ؛ فأحضــرتْ قطعــةَ 
ــتِ  ج ــمَّ درَّ ــاربِ، ث كًا للعق ــرِّ ــاربَ ومح ــةً وعق ــبٍ دائريَّ خش
مركــزِ  فــي  العقــاربِ  تثبيــتَ  وأرادتْ  الخشــبيَّةَ  القطعــةَ 
ــتَ  ــدِ مركــزِ الدائــرةِ؛ لتثُبَِّ ــنَ علــى تحدي الدائــرةِ. أسُــاعدُ حني

ــدَهُ.  ــاربَ عن العق

ةٌ بالدائرةِ:  مفاهيمُ خاصَّ

ماذا سأتعلَّمُ؟ 
العلاقاتُ التي  	-

تربطُ بينَ أوتارِ 
الدائرةِ وأقطارِها 

ومماسّاتهِا.

 أوتارُ الدائرةِ وأقطارُها ومماسّاتهُا

القاطعُ: مستقيمٌ يقطعُ 
الدائرةَ في نقطتيَنِ 
ويحوي وترًا فيها.

مركزُ الدائرةِ O هوَ: 
.................

قطرُ الدائرةِ هوَ: 
.................

نصفُ قطرِ الدائرةِ  
هو: .................

: مستقيمٌ  المماسُّ
أو جزءٌ منْ مستقيمٍ 

يشتركُ معَ الدائرةِ في 
نقطةٍ واحدةٍ فقط.

 : نقطةُ التماسِّ
نقطةُ التقاءِ المماسِّ 

بالدائرةِ.

وترُ الدائرةِ هوَ: 
.................

الدائرةُ

F

A

B

(x1 , y1)
d

C

C

D

B

A

E

D

مماس

قاطع

O

O

O

نقطةُ مماسٍّ

ax +
 by
 + c

 = 0

F

A

B

(x1 , y1)
d

C

C

D

B

A

E

D

مماس

قاطع

O

O

O

نقطةُ مماسٍّ

ax +
 by
 + c

 = 0

F

A

B

(x1 , y1)
d

C

C

D

B

A

E

D

مماس

قاطع

O

O

O

نقطةُ مماسٍّ

ax +
 by
 + c

 = 0

CD :مثلAB :مثل

OF :مثل
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يمُثِّلُ الشكلُ المجاورُ دائرةً مركزُها O أسُمّي:
3( نصفَ قطرٍ. 2( قطرًا.	  1( وترًا.	

. 6( نقطةَ التماسِّ ا.	 5( مماسًّ  4( قاطعًا.	

الحلُّ   
AB )1   وترٌ؛	 لأنَّهُ قطعةٌ مستقيمةٌ تصلُ بينَ نقطتيَنِ على الدائرةِ.

CD )2 قطرٌ؛ لأنَّهُ وترٌ يمرُّ في مركزِ الدائرةِ.    
OB )3 نصفُ قطرٍ؛ لأنَّهُ قطعةٌ مستقيمةٌ تصلُ بينَ المركزِ ونقطةٍ على الدائرةِ.

EC )4 قاطعٌ؛ لأنَّهُ ..........................................

EF )5 مماسٌّ لأنَّهُ: .........................................
؛ لأنَّها ....................... F )6 نقطةُ التماسِّ

فُ للوترِ يمرُّ بالمركزِ.  • العمودُ المنصِّ

مثالٌ بالرموزِ:  
إذا كانَ  BF ⊥ CD و  CF = FD؛ فإنَّ BF يمرُّ 

بالمركزِ.
فُ الوترَ.  • العمودُ المارُّ بالمركز ينُصِّ

مثالٌ بالرموزِ:
: إذا كان BF ⊥ CD و BF يمرُّ بالمركزِ؛ فإنَّ

CF = FD 

A

A

B
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D
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C C
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D
D

O

(O)

O
A

G

F

B

C

E

D

C

C C

F

E

O

F

O

مثالٌ )1(

 يبُيِّنُ الشكلُ المجاورُ دائرةً مركزُها O، أسُمّي:	
ا للدائرةِ.     1( قاطعًا للدائرةِ.     2( وترًا للدائرةِ.      3( مماسًّ

نظرياّتٌ تبُيِّنُ علاقاتٍ بينَ أوتارِ الدائرةِ، ونصفِ قطرِها، والعمودِ على الوترِ، وطولِ الوترِ.

   أحاول

• الوترانِ المتطابقانِ في الدائرةِ، يبعدانِ البعُدَ  
    نفسَهُ عنْ مركزِها.

مثالٌ بالرموزِ  
 OE = OF : إذا كانَ AB = CD فإنَّ

• الوترانِ اللذانِ يبعدانِ البعُدَ نفسَهُ عنِ المركزِ 
  متطابقانِ.

مثالٌ بالرموزِ 
AB = CD : إذا كانَ OE = OF فإنَّ

A
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B
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O
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• المماسّانِ المرسومانِ للدائرةِ منْ نقطةٍ 
   خارجَها متساويانِ. 

AC = AB  :ِبالرموز

مثالٌ )2(

 ،10cm وطولُ نصفِ قطرِها O في الشكلِ المجاورِ، دائرةٌ مركزُها
.AB , CD ِأجدُ طولَ الوترَين ON = 9cm = OM

الحلُّ 
المثلَّثُ AMO قائمُ الزاويةِ في M، إذنْ:

(AO)2 = (OM)2 + (AM)2 نظريَّةُ فيثاغورس:	

(10)2 = (9)2 + (AM)2 	 AO=10، OM=9  ُتعويض

100 = 81 + (AM)2 تبسيطٌ:	

(AM)2 = 100 - 81 = 19 تبسيطٌ:	

AM =   19 ≈ 4.4 أخذُ الجذرِ التربيعيِّ لطرفيَ المعادلةِ:	

AB = 2 AM فُ الوترَ:	 OM عمودٌ على الوترِ ويمرُّ بالمركزِ. إذنْ: ينُصِّ

     = 2 ×    19 ≈ 8.8 cm
CD = AB = 2   19 = 8.8 cm وترانِ يبعدانِ البعُدَ نفسَهُ عنِ المركزِ؛ فهمُا متساويانِ:	

• مماسُّ الدائرةِ عموديٌّ على نصفِ القطرِ 
.    المرسومِ منْ نقطةِ التماسِّ

OC ⊥ FD :ِبالرموز

في الشكلِ المجاورِ، دائرةٌ مركزُها O وAB، CD وترانِ للدائرةِ 
 ON = OM=6cm ، AB = 16 cm    DC ُمنتصف Nو  AB ُمنتصف Mو 

.OB , CD ُفأجد

   أحاول
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نظرياتُ المماسِ ونصفُ القطرِ
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مثالٌ )3(

بنــاءً علــى الشــكلِ المجــاورِ الــذي فيــهِ دائــرةٌ مركزُها O ومماسّــانِ 
.AO  ، ABُ؛ أجــدA ِللدائــرةِ مــنَ النقطــة

الحلُّ 
  OC ⊥ AC َّلأن C قائمُ الزاويةِ في ACO ُالمثلَّث

)نظريَّةُ نصفِ القطرِ المماسّ(.
(AO)2 = (AC)2 + (OC)2 نظريَّةُ فيثاغورس:	

(AO)2 = (12)2 + (7)2 	AC=12 ،  OC=7 ُتعويض

(AO)2 = 144 + 49 بالتربيعِ والجمعِ:	

          = 193
AO =   193 ≈ 13.9 cm 	: الجذرُ التربيعيُّ

   AB = AC =   193      :ِالمماسّانِ للدائرةِ من نقطةٍ خارجَها متساويان

          ≈ cm 13.9                                             

ــفُ  ــا O ، ونص ــرةٌ مركزُه ــهِ دائ ــذي في ــاورِ ال ــكلِ المج ــى الش ــاءً عل بنِ
قطرِهــا AB , AC , 5cm  مماسّــانِ للدائــرةِ  مــنْ نقطــةٍ خارجَهــا،

.AC ُأجد .AO = 14 cm 

   أحاول

A

B

O

C

A

B

O

C

7cm

5cm
14cm

12cm

A

B

O

C
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B
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C

7cm

5cm
14cm
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)1( )2( )3( )4(

O مركزُ الدائرةِ،
 OM ⊥ AB

 AB=8cm, OM=3cm
طولُ نصفِ قطرِ الدائرةِ 
بالسنتيمتراتِ يسُاوي ....

 

،AB ُمنتصف M
CD ُمنتصف N

m∠BED = 60°
m∠MON =….

AM = ……..

 

m∠OBC = 2g°
m∠ABC =….

a)   73      b)   55

c) 5          c) 10 

a) 60°        b) 90°

c) 120°      d) 30°

a)  15cm     b) 25cm

c) 20cm      d) 10cm

a) 29°      b) 58°

c) 61°      d) 90°

أختبُر تعلُّمي

1( لكلِّ فقرةٍ ممّا يأتي 4 إجاباتٍ واحدةٌ مِنها صحيحةٌ. أختارُ الإجابةَ الصحيحةَ لكلِّ فقرةٍ:

)2

)3

ــزِ، طــولُ نصــفِ  ــي المرك ــنِ مشــتركتيَنِ ف ــاورُ دائرتيَ ــنُ الشــكلُ المج يبُيِّ
قطــرِ الدائــرةِ الكبــرى 20cm و AB وتــرٌ للدائــرةِ الكبــرى وممــاسٌّ 

للدائــرةِ الصغــرى، AB=30cm. أجــدُ المســافةَ بيــنَ الدائرتيَــنِ.

ــرةٍ، طــولُ  ــوسِ دائ ــكلِ ق ــى ش ــةً عل م ــذةً مصمَّ ــاورُ ناف ــكلُ المج ــنُ الش يبُيِّ
قطرِهــا 4m، فــإذا كانَ ارتفــاعُ قــوسِ النافــذةِ فــوقَ منتصــفِ قاعدتهِــا 

.AB ِ1؛ فأجــدُ عــرضَ قاعــدةِ النافــذةm يسُــاوي
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طائرةٌ 
ــزُهُ  ــا مرك ــرةٌ مســارًا دائريًّ تســلكُ طائ
أطلــق   50km قطــرِهِ  ونصــفُ   ،O
ضــوء كشّــاف مــنَ الطائــرةِ وهــيَ فــي 
الموقــعِ A نحــوَ الموقــع B، الــذي يبعدُ 
عــنِ الــرادارِ الموجــودِ فــي مركــزِ 

90km مســافة ،O ِالدائــرة
مــا بعُــدُ الموقــعِ B عــنِ الطائــرةِ عنــدَ 

تلــكَ اللحظــةِ؟

ماذا سأتعلَّمُ؟
- الزاويةُ المركزيَّةُ.
- الزاويةُ المحيطيَّةُ. 
يَّةُ. - الزاويةُ المماسِّ

الزوايا في الدائرةِ 

أنواعُ الزوايا في الدائرةِ
يَّةُ الزاويةُ المماسِّ الزاويةُ المحيطيَّةُ الزاويةُ المركزيَّةُ 

الزاويةُ المحصورةُ بينَ المماسِّ 
والوترِ المرسومِ منْ نقطةِ 

. التماسِّ

مثال
يَّةٌ. ABC∠ زاويةٌ مماسِّ

الزاويةُ التي يكونُ رأسُها على 
الدائرةِ، وضِلعاها وترانِ في 

الدائرةِ.

مثال
ABC∠ زاويةٌ محيطيَّةٌ.

الزاويةُ التي يقعُ رأسُها على 
مركزِ الدائرةِ، وضِلعاها نصفا 

قطرَينِ فيها.

مثال
AOB∠ زاويةٌ مركزيَّةٌ.
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B
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العلاقاتُ بينَ الزوايا في الدائرةِ
يَّةُ و الزاويةُ المحيطيَّةُ  الزاويةُ المماسِّ الزوايا المحيطيَّةُ الزاويةُ المركزيَّةُ والزاويةُ المحيطيَّةُ

يَّةِ يسُاوي  قياسُ الزاويةِ المماسِّ
قياسَ الزاويةِ المحيطيَّةِ المشتركةِ 

معَها بالقوسِ.

مثال:
m∠ABC = m∠BDC

قياساتُ الزوايا المحيطيَّةِ 
المرسومةِ على قوسٍ واحدٍ جميعِها 

متساويةٌ.

مثال:
  m∠ADC = m∠ABC
 = m∠AEC = m∠AFC

قياسُ الزاويةِ المركزيَّةِ يسُاوي 
ضعفَ قياسِ الزاويةِ المحيطيَّةِ 

المرسومةِ على القوسِ نفسِهِ.

مثال:
m∠AOB = 2m∠ACB

مثالٌ )1(

 ، بناءً على الشكلِ المجاورِ، الذي فيهِ دائرةٌ مركزُها AB ،O مماسٌّ
m∠OCA = 35°. أجدُ قياسَ كلٍّ ممّا يأتي:

            )1(  m∠COA    )2( m∠ADC      )3( m∠BAC

 ، بناءً على الشكلِ المجاورِ، الذي فيهِ دائرةٌ مركزُها AB ، O مماسٌّ
m∠AOC = 130° . أجدُ قياسَ كلٍّ ممّا يأتي: 

)1(  m∠ADC    )2( m∠BAC                         

الحلُّ   
مجموعُ قياساتِ زوايا المثـلَّثِ 180°:

قياساتُ زوايا القاعدةِ في المثـلَّثِ المتطابقِ الضلعَينِ متساويةٌ:

تبسيطٌ: 

بطرحِ °70 منْ طرفيَ المعادلةِ:

قياسُ الزاويةِ المحيطيَّةِ يسُاوي نصفَ قياسِ الزاويةِ المركزيَّةِ المرسومتانِ على القوسِ نفسِهِ:       

 	 m∠AOC =110°  ُتعويض

يَّةٌ ومحيطيَّةٌ مشتركتانِ بالقوسِ نفسِهِ:   زاويةٌ مماسِّ

   أحاول
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)1( m∠COA + m∠OAC + m∠OCA = 180° 
m∠COA + 35° + 35° = 180° 

 m∠COA + 70° = 180° 
m∠COA  = 180° - 70° = 110° 

(2) m∠ADC = 2
1 ×m∠AOC  

   m∠ADC = 2
1  ×110° = 55°    

)3( m∠BAC = m∠ADC = 55°
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أختبُر تعلُّمي

رُ إجابتَــي؛ علمًــا بــأنَّ  أختــارُ مــنَ العمــودِ B قيمــةَ x فــي كلٍّ مــنَ الدوائــرِ فــي العمــودِ A؛ وأبُــرِّ
O هــيَ مركــزُ الدائــرةِ. 

)A( )B(

73°

31°

39°

59

17°

62°

64°

8

26°

O

2x+30

3x+20
78o
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O
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O

x
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 أبراجٌ             
؛  خــاصٌّ خلــويٍّ  هاتــفٍ  بــرجُ  ــمَ  صُمِّ
قطرِهــا  نصــفِ  طــولُ  دائــرةٍ  لخدمــةِ 
19km يقــعُ البــرجُ عنــدَ النقطــة )5 , 3-( 
ــا  ــلُ وحداتهُ ــاتٍ تمُثَّ ــى مســتوى إحداثيّ عل
الهاتــفِ  مســتعملُ  هــلْ  بالكيلومتــراتِ. 
الخلــويِّ عنــدَ النقطــةِ )8,0( ضمــنَ نطــاقِ 

الخدمــةِ؟

الدائــرةُ: النقــاطُ جميعهـُـا التــي تبعــدُ بعُــدًا ثابتـًـا عــنْ مركزِهــا، ويمُكننُــي كتابــةُ معادلــةِ الدائــرةِ بصورتيَْهــا 
ــةِ. القياســيَّةِ والعامَّ

ماذا سأتعلَّمُ؟
الصورةُ القياسيَّةُ 
لمعادلةِ الدائرةِ.
ةُ  - الصورةُ العامَّ

لمعادلةِ الدائرةِ.

معادلةُ الدائرةِ

بفكِّ التربيعِ في الصورةِ القياسيَّةِ؛ نحصلُ على معادلةِ الدائرةِ:
x2 + y2 + 2fx + 2gy + c = 0

  (-f , -g) = (a , b( وإحداثياّ نقطةِ مركزِها
)-f ,-g ( = ) x ِسالبُ نصفِ معامل ،y ِسالبُ نصفِ معامل(

r =    a2  + b2 - c     :وطولُ نصفِ قطرِها
a2 + b2 - c > 0 ُحيث               

x2 + y2 + 8x - 6y + 2 = 0 ُمثالٌ: الدائرة
إحداثياّ نقطةِ مركزِها:

 (  -8  ,  -(-6) ) = ( -4 , 3)2         2                                                         

طولُ نصفِ قطرِها:
 r =   (-4) 2+ 32 - 2  =    23 ≈ 4.8

إذنْ: طولُ نصفِ قطرِها 4.8 وحداتِ طولٍ.

ةُ الصورةُ العامَّ

معادلةُ الدائرةِ التي إحداثياّ نقطةِ مركزِها 
)a, b(، وطولُ نصفِ قطرِها r هيَ:   

(x - a)2 + (y - b)2 = r 2

مثالٌ: الدائرةُ 
(x - 3)2 + (y + 4)2 = 16

إحداثياّ مركزِها )4- ,3(، 
"لماذا b = -4؟".

r =   16 = 4 وطولُ نصفِ قطرِها
وحداتِ   4 قطرِها  نصفِ  طولُ  إذنْ: 

طولٍ.

الصورةُ القياسيَّةُ
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مثالٌ )1(

أمُيِّزُ معادلةَ الدائرةِ في كلٍّ ممّا يأتي، وأجدُ إحداثيَّي نقطةِ المركزِ وطولَ نصفِ القطرِ للمعادلةِ التي تمُثِّل دائرةً. 

x2 + y2 + 4x - 14y + 17 = 0  أجدُ إحداثيَّي نقطةِ المركزِ وطول َنصفِ قطرِ الدائرةِ التي معادلتهُا

حالاتٌ يمُكننُي إيجادُ معادلةِ الدائرةِ فيها

(1) 2x2 +y 2 +  8x +  6y  +1  =  0   
                
(2) x2 +  y 2 +4x +  6y  +  20  =  0
      a2 + b2 -  c = (-2)2 + (-3)2 - 20 = -7

(3) 2x2 + 2y2 + 8x + 12 y - 12 = 0
     x2 + y 2 + 4x +  6  y  -  6  = 0       
     a2 + b2 - c = (-2)2 + (-3)2 + 6
                          = 19

(1) 2x2 +y2 + 8x + 6y +1 =0                   
(2) x2 + y2 +4x + 6y + 20 = 0
(3) 2x2 + 2y2 + 8x + 12 y - 12 = 0

الحلُّ  
ليستْ معادلةَ دائرةٍ؛ لأنَّ معامليَ x2 ، y2   ليسا متساوييَنِ:

معاملا x2 ، y2 متساويانِ؛ فأتحقَّقُ منْ شرطِ ما تحتَ الجذرِ: 
a = -4

 2  = - 2  ، b = -6
 2  = -3 ، c = 20         ُض أعُوِّ

	  a2 + b2 - c < 0 َّليستْ معادلةَ دائرةٍ لأن
معاملا x2 ، y2  لا يساويانِ 1، لكنَّهمُا متساويانِ:

.)x2 ، y2 ُبالقسمةِ على 2 )معامل
a = -4

 2  = - 2  ، b = -6
 2  = -3 ، c = -6         ُض أعُوِّ

	a2 + b2 - c > 0 َّإذنْ: معادلةُ دائرةٍ لأن

     )a , b) = (-2 , -3( ِويكونُ إحداثياّ نقطةِ مركزُ الدائرة

وطولُ نصفِ القطرِ  19     وحدةَ طولٍ

   أحاول

معلوميَّةُ مركزِ الدائرةِ  )a , b( ونقطةٍ عليَْها.
 )a, b( ِمعلوميَّةُ إحداثيي نقطةِ مركزِ الدائرة
 ، d أوْ طولِ قطرِها  r وطولِ نصفِ قطرِها

.(r = 1
 2

 d)

2 1
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مثالٌ )2(

أجدُ معادلةَ الدائرةِ في الحالاتِ الآتيةِ:
1( مركزُها )2, 1( وطولُ نصفِ قطرِها 10 وحداتٍ.

2( مركزُها )5 , 1( وتمرُّ بالنقطةِ )4 , 2(. 

أجدُ معادلة الدائرة في الحالاتِ الآتيةِ:
1( مركزُها )1- , 3( وطولُ قطرِها 12 وحدةً. 

2( مركزُها )3- , 2( وتمرُّ بالنقطة )1 , 1(.

(x - a)2 + (y - b)2 = r2

(x - 1)2 + (y - 2)2 = (10)2

(x - 1)2 + (y - 2)2 = 100

r =     (x2-x1)
2+(y2-y1)

2  

   =    (2-1)2+(4-5)2 

   =    1+1  =   2

(x - a)2 + (y - b)2 = r2

(x - 1)2 + (y - 5)2 = (    2   )2

(x - 1)2 + (y - 5)2 = 2

الحلُّ   
1( مركزُها )2, 1( وطولُ نصفِ قطرِها 10 وحداتٍ.

    معادلةُ الدائرةِ:
r =10و  a = 1 , b = 2 ُض     المركزُ )a,b) = (1,2( فأعُوِّ

    تبسيطٌ:
2( مركزُها )5 , 1( وتمرُّ بالنقطةِ )4 , 2(.

    طولُ نصفِ القطرِ r هوَ المسافةُ بينَ مركزِ الدائرةِ وأيِّ نقطةٍ عليَْها:
)x2  , y2) = (2 , 4)  , (x1  ، y1) = (1 , 5( ,ُتعويض    

    تبسيطٌ:
   

معادلةُ الدائرةِ:

   أحاول
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أختبُر تعلُّمي

1( أجدُ إحداثيَّي نقطةِ المركزِ، وطولَ نصفِ القطرِ لكلِّ دائرةٍ في ما يأتي:
a) (x + 5)2 + (y - 2.25)2 = 17
b) x2 + y2 + 6x -20y -1 = 0
c) 5x2 + 5y2 + 100x + 60y + 20 = 0

2( أجدُ معادلةَ الدائرةِ؛ بناءً على الرسمِ في كلِّ حالةٍ ممّا يأتي:
 

 	

3( ليكنْ x2 + y2 - 6x + 4y = d  معادلةَ دائرةٍ. أجدُ كلًّ ممّا يأتي:
    )1( إحداثياّ نقطةِ مركزِ الدائرةِ. 

    )2( قيمةُ الثابتِ d علمًا بأنَّ طولَ نصفِ قطرِ الدائرةِ 6 وحداتِ طولٍ.

4( أوجدتْ فاطمةُ إحداثيَّي نقطةِ المركزِ وطولَ نصفِ القطرِ للدائرةِ:2x2 + 2y2 + 4x + 6y = 0؛ فكانتْ 

    إجابتهُا: "أقسمُ المعادلةَ على العددِ 2 لتصبحَ x2 + y2 + 2x + 3y = 0 إذنْ: إحداثياّ مركزِ الدائرةِ )3-,2-(". 

    ما الخطأُ الذي وقعتْ بهِِ فاطمة؟ُ

الدائرةُ مركزُها )3,2-(
.x َوتمسُّ محور

المعادلةُ:..................

الدائرةُ مركزُها )2,4-( 
.y َوتمسُ محور

المعادلةُ:..................

الدائرةُ مركزُها )2,2-( 
.x,y وتمسُّ محورَي
المعادلةُ:..................

0
1

1
-1

-1

2
3
4
5

-2

-2

-3

y

x
0
1

1
-1

-1

2
3
4
5

-2

-2

-3

y

x

)-3,2)

0
1

1
-1

-1

2
3
4
5

-2

-2

-3

y

x

)-2,2)

)-2,4)

0
1

1
-1

-1

2
3
4
5

-2

-2

-3

y

x
0
1

1
-1

-1

2
3
4
5

-2

-2

-3

y

x

)-3,2)

0
1

1
-1

-1

2
3
4
5

-2

-2

-3

y

x

)-2,2)

)-2,4)

0
1

1
-1

-1

2
3
4
5

-2

-2

-3

y

x
0
1

1
-1

-1

2
3
4
5

-2

-2

-3

y

x

)-3,2)

0
1

1
-1

-1

2
3
4
5

-2

-2

-3

y

x

)-2,2)

)-2,4)
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التقويمُ الختاميُّ

ــةٌ  ــهُ إجاب ــؤالٍ ل ــؤالٍ. كلُّ س ــكلِّ س ــةٍ ب ــاتٍ محيط ــةً بإجاب ــئلةً متبوع ــمُّ أس ــةُ تض ــبكةُ الآتي   الش
صحيحــةٌ واحــدةٌ تنقلنُــي إلــى الســؤالِ التالــي. أتَّبــعُ الإجابــاتِ الصحيحــةَ للخــروجِ مــنَ الشــبكةِ:

x = 3 , 2x = -3 , 2

145°

x = - 6138°

x = 642°

80°

O (1,-2)

 r =    3

59°

32°

(2x-2)2+(2y+4)2=12

إحداثياّ نقطةِ مركزِ 

الدائرةِ وطول نصفِ 

قطرِها:

A

B

D

O

C

N

M

32o

106o

35o

x

x

x

6-x

x2

k

O

O
OO

62o
40o

قياسُ الزاويةِ x يسُاوي:   

الدائرةُ O يمرُّ بهِا مماسّانِ؛ 

فإنَّ قيمةَ x تساوي:

A

B

D

O

C

N

M

32o

106o

35o

x

x

x

6-x

x2

k

O

O
OO

62o
40o

AB=12cm, OM=3cm
ON=6cm, CD=………

A

B

D

O

C

N

M

32o

106o

35o

x

x

x

6-x

x2

k

O

O
OO

62o
40o

قياسُ الزاويةِ x يسُاوي:

A

B

D

O

C

N

M

32o

106o

35o

x

x

x

6-x

x2

k

O

O
OO

62o
40o

قياسُ الزاويةِ x يسُاوي:

قياسُ الزاويةِ k يسُاوي:

A

B

D

O

C

N

M

32o

106o

35o

x

x

x

6-x

x2

k

O

O
OO

62o
40o

A

B

D

O

C

N

M

32o

106o

35o

x

x

x

6-x

x2

k

O

O
OO

62o
40o

نشاطٌ
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المجال: الهندسةُ والقياسُ
المحور: حسابُ المثلَّثاتِ

النسبُ المثلَّثيَّةُ للزوايا النسبُ المثلَّثيَّةُ
ضمنَ الدورةِ الواحدةِ

القياســيَّ  الوضــعَ  فُ  أتعــرَّ 	-
. يــةِ و للزا

أجــدُ النســبَ المثلَّثيَّةَ الأساســيَّةَ،  	-
ــا القياســيِّ  ــي وضعِه ــةٍ ف لزاوي
ضلــعِ  ـي  إحداثيّـَ علمــتُ 

انتهائهِــا.

أجدُ النسبَ المثلَّثيَّةَ الأساسيَّةَ  	-
للزوايا ضمنَ الدورةِ الواحدةِ.
أجدُ الزاويةَ إذا علمتُ إحدى  	-

نسبهِا المثلَّثيَّةِ؛ باستعمالِ الزوايا 
المشهورةِ أوِ الآلةِ الحاسبةِ.

ــرصٍ  ــى ق ــمَ عل ــارسٌ الرس أرادَ ف
ــمٍ  ــةِ رس ــى ورق ــهُ عل ــجٍ؛ فثبَّتَ مدم
المســتوى  عليَْهــا  رُسِــمَ  بيانــيٍّ 
؛ بحيــثُ جعــلَ نصــفَ  الإحداثــيُّ
واحــدةً،  وحــدةً  القــرصِ  قطــرِ 
الأصــلِ. نقطــةَ  مركــزَهُ  وجعــلَ 

أسُــاعدُ فارسًــا فــي رســمِ الزوايــا؛  
لتقســيمِ القــرصِ، وأعُيِّــنُ إحداثياّتِ 
النقــاطِ المشــتركةِ بيــنَ القــرصِ 

ــومةِ. ــةِ المرس والزاوي

أجدُ إحداثيَّي نقطةِ تقاطعِ 
ضلعِ انتهاءِ الزاويةِ 240° 

في الوضعِ القياسيِّ معَ دائرةِ 
الوحدةِ.

 

١٢

x

y

مستوى سطح الأرض

المستوى الأفقي

O

240o x

y

O

θ

240o

x

y

مستوى سطح الأرض

المستوى الأفقي

O

240o x

y

O

θ

240o
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المحور: حسابُ المثلَّثاتِ
x

x

x

x

x

x

60o

45o

θ
24cm

16cm

6cm

xo
2cm

7cm

7cm

50o30o

الوتر

المجاور

المقابل

9cm

20cm

5cm1cm

رُ  أتذكَّ أختبر نفسي
أجــدُ قيمــةَ x المجهولــةَ فــي 

كلٍّ ممّــا يأتــي: 

1) 
 

2) 
 

3)

 

4)

ــا بأضــاعِ  ةِ، وعلاقتهُ ــادَّ ــا الح ــيَّةُ للزواي ــةُ الأساس ــبُ المثلَّثيَّ النس
ــمِ. ــثِ القائ المثلَّ

cos θ = َالمجاور
الوتر  

sin θ = ُالمقابل
الوتر  

tan θ = ُالمقابل
   المجاورَ

مثالٌ 
المثلَّثــاتِ  مــنَ  كلٍّ  فــي   x قيمــةَ  أجــدُ 

الآتيــةِ: القائمــةِ 
x2 = 92 + 72        :نظريَّةُ فيثاغورس
x2 = 81 + 49                      :ٌَتبسيط

x2 = 130                              :ٌجمع

x = ±   130           :ِبأخذِ الجذرِ للطرفيَن

أهُمِلُ الإشارةَ السالبة؛َ لأنَّ x يمُثِّلُ طولَ:
x =    130 cm   

sin 30° = ُالمقابل
الوترِ قانونُ الجيبِ:           

sin 30° = 
x

20
        تعويضٌ:                   

x = 20 sin 30°    :20  ضربُ المعادلةِ  بـ

x = 20× 0.5                         :ٌتعويض 
x = 10 cm               :ِإيجادُ ناتجِ الضرب

    
                        

sin x = ُالمقابل
الوترِ            قانونُ الجيبِ:                  

sin x =  1
5

ضُ:                       أعُوِّ

                                          أستعملُ الآلةَ الحاسبةَ:

x = sin-1( 1
5

) =11.54°

x

x

x

x

x

x

60o

45o

θ
24cm

16cm

6cm

xo
2cm

7cm

7cm

50o30o

الوتر

المجاور

المقابل

9cm

20cm

5cm1cm

x

x

x

x

x

x

60o

45o

θ
24cm

16cm

6cm

xo
2cm

7cm

7cm

50o30o

الوتر

المجاور

المقابل

9cm

20cm

5cm1cm

x

x

x

x

x

x

60o

45o

θ
24cm

16cm

6cm

xo
2cm

7cm

7cm

50o30o

الوتر

المجاور

المقابل

9cm

20cm

5cm1cm

x

x

x

x

x

x

60o

45o

θ
24cm

16cm

6cm

xo
2cm

7cm

7cm

50o30o

الوتر

المجاور

المقابل

9cm

20cm

5cm1cm

1)

2)

3)
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مطعمٌ                
تنــاولَ ســعيدٌ وعائلتـُـهُ الطعــامَ فــي مطعــمٍ أرضيَّتـُـهُ 
كــتِ الأرضيَّــةُ  . تحرَّ كــةٌ بشــكلٍ دائــريٍّ مســتديرةٌ ومتحرِّ
ــاربِ الســاعةِ. هــلْ  ــةٍ مقدارُهــا °120 عكــسَ عق بزاوي
كــتِ  يختلــفُ مــكانُ طاولــةِ ســعيدٍ وعائلتـِـهِ؛ إذا تحرَّ
الأرضيَّــةُ بزاويــةٍ مقدارُهــا °240 مــعَ عقاربِ الســاعةِ؟ 

ةٌ بالزاويةِ: مفاهيمُ خاصَّ

ماذا سأتعلَّمُ؟
الوضعُ القياسيُّ  	-

للزاويةِ.
دائرةُ الوحدةِ. 	-
ربطُ النسبِ  	-

المثلَّثيَّةِ بدائرةِ 
الوحدةِ.

 النسبُ المثلَّثيَّةُ

الزاويةُ
قياسُ الزاويةِ

 للزاويةِ قياسٌ موجبٌ وآخرُ سالبٌ.
تعريفهُا

البدايــةِ  نقطــةُ  لهمُــا  شــعاعانِ 
نفسُــها، تسُــمّى النقطةُ المشــتركةُ 
رأسَ الزاويــةِ، وأحــدُ الشــعاعانِ 
ــعَ الابتــداءِ والشــعاعَ الآخــرَ  ضل

ــاءِ. ــعَ الانته ضل
أمثلةٌ

القيــاسُ الســالبُ: عنــدَ الاتِّجــاهِ 
ــعِ  ــنْ ضل ــاربِ الســاعةِ م ــعَ عق م

ــاءِ. ــعِ الانته ــى ضل ــداءِ إل الابت
أمثلةٌ

الاتِّجــاهِ  عنــدَ  الموجــبُ:  القيــاسُ 
ــعِ  عكــسَ عقــاربِ الســاعةِ مــنْ ضل

ــاءِ. ــعِ الانته ــى ضل ــداءِ إل الابت
أمثلةٌ

120o

 رأسُ الزاویةِ

 رأسُ الزاویةِ

الاتِّجاهُ عكسَ عقاربِ الساعةِ
 قیاسٌ موجبٌ 

الاتِّجاهُ معَ عقاربِ الساعةِ
قیاسٌ سالبٌ 

(A)

(B)

ضلعُ الابتداءِ 

ضلعُ الانتھاءِ 

ضلعُ الانتھاءِ 

ضلعُ الانتھاءِ 
ضلعُ الانتھاءِ 

ضلعُ الابتداءِ ضلعُ الابتداءِ 

ضلعُ الابتداءِ 

120o
A

B

120o

 رأسُ الزاویةِ

 رأسُ الزاویةِ

الاتِّجاهُ عكسَ عقاربِ الساعةِ
 قیاسٌ موجبٌ 

الاتِّجاهُ معَ عقاربِ الساعةِ
قیاسٌ سالبٌ 

(A)

(B)

ضلعُ الابتداءِ 

ضلعُ الانتھاءِ 

ضلعُ الانتھاءِ 

ضلعُ الانتھاءِ 
ضلعُ الانتھاءِ 

ضلعُ الابتداءِ ضلعُ الابتداءِ 

ضلعُ الابتداءِ 

120o
A

B

120o

 رأسُ الزاویةِ

 رأسُ الزاویةِ

الاتِّجاهُ عكسَ عقاربِ الساعةِ
 قیاسٌ موجبٌ 

الاتِّجاهُ معَ عقاربِ الساعةِ
قیاسٌ سالبٌ 

(A)

(B)

ضلعُ الابتداءِ 

ضلعُ الانتھاءِ 

ضلعُ الانتھاءِ 

ضلعُ الانتھاءِ 
ضلعُ الانتھاءِ 

ضلعُ الابتداءِ ضلعُ الابتداءِ 

ضلعُ الابتداءِ 

120o
A

B
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الوضعُ القياسيُّ للزاويةِ والزوايا الربعيَّةِ

؛  تكــونُ الزاويــةُ المرســومةُ علــى المســتوى الإحداثــيِّ فــي الوضــعِ القياســيِّ
إذا حقَّقــتْ الزاويــةُ ثلاثــةَ شــروطٍ، هــيَ:
1( يقعُ رأسُ الزاويةِ عندَ نقطةِ الأصلِ.

2( ينطبقُ ضلعُ الابتداءِ على محورِ x الموجبِ.
3( يقعُ ضلعُ الانتهاءِ في أحدِ الأرباعِ، أوْ على  أحدِ المحاورِ الرئيسةِ 

.     للمستوى الإحداثيِّ

 . ــا، وهــيَ مرســومةٌ فــي الوضــعِ القياســيِّ ــعُ انتهائهِ ــهِ ضل ــعُ في ــذي يق ــعِ ال ــةُ فــي الرب ــعُ الزاوي إرشــادٌ: تق
ــعِ الثانــي. ــا يقــعُ فــي الرب ــعَ انتهائهِ ــعِ الثانــي؛ لأنَّ ضل ــةُ التــي قياسُــها°120  تقــعُ فــي الرب فمثــاً: الزاوي

    : أمثلةٌ لزوايا في الوضعِ القياسيِّ

 

: أمثلةٌ على زوايا ليستْ في الوضعِ القياسيِّ

؛ لأنَّ رأسَــها:  الزاويــةُ ليســتْ فــي الوضعِ القياســيِّ
.............................................

ــعَ  ؛ لأنَّ ضل الزاويــةُ ليســتْ فــي الوضــعِ القياســيِّ
.......................................... الابتــداءِ: 

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y
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دائــرةُ الوحــدةِ: دائــرةٌ علــى المســتوى الإحداثــيِّ يقــعُ مركزُهــا فــي نقطــةِ الأصــلِ، ونصــفُ قطرِهــا وحــدةٌ 
واحــدةٌ.

.P(x , y) ِفي الوضعِ القياسيِّ دائرةَ الوحدةِ في النقطة θ ِيقطعُ ضلعُ انتهاءِ الزاوية
فتكونُ النسبُ المثلَّثيَّةُ الأساسيَّةُ هيَ:

دُ الربــعُ الــذي تقــعُ فيــهِ الزاويــةُ إشــارةَ النســبِ المثلَّثيَّــةِ. وهــوَ نفسُــهُ  إشــارةُ النســبِ المثلَّثيَّــةِ الأساســيَّةِ: يحُــدِّ
 .P (x , y) ِموقــعُ النقطــة

بالنظــرِ إلــى تمثيــلِ الزوايــا الآتــي، أســتنتجُ إشــارةَ كلٍّ مــنْ sin θ , cos θ , tan θ حســبَ الربــعِ الــذي 
تقــعُ فيــهِ الزاويــةُ.

cos θ = َالمجاور
الوتر   =  x

1   = x  ,

sin θ = ُالمقابل
الوتر   =  y

1  = y ,

tan θ = ُالمقابل
  = المجاورَ

y
x    

الزاويــةُ الربعيَّــةُ: زاويــةٌ فــي الوضــعِ القياســيِّ ينطبــقُ ضلــعُ الانتهــاءِ لهَــا علــى أحــدِ المحــاورِ الرئيســةِ فــي 
. ــتوى الإحداثيِّ المس
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الزاويةُ في الربعِ الثاني
النسبُ المثلَّثيَّةُ الموجبةُ:  .........  
النسبُ المثلَّثيَّةُ السالبةُ: ...........

الزاويةُ في الربعِ الرابعِ
النسبُ المثلَّثيَّةُ الموجبةُ:  ........  
النسبُ المثلَّثيَّةُ السالبةُ: ..........

لِ الزاويةُ في الربعِ الأوَّ
النسبُ المثلَّثيَّةُ الموجبةُ: ........  
النسبُ المثلَّثيَّةُ السالبةُ: .........

الزاويةُ في الربعِ الثالثِ
النسبُ المثلَّثيَّةُ الموجبةُ:  .........  
النسبُ المثلَّثيَّةُ السالبةُ:...........
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الحلُّ

(1) P (0.8 , 0.6)

      cos θ = x = 0.8		  sin θ = y = 0.6  	    tan θ = 
y
x = 

0.6
0.8  =  = 

3
4  

(2) P (-1 , 0)

      cos θ = x = -1		  sin θ = y = 0		    tan θ = 
y
x = 

0 
-1  = 0 

(3) P (- 1
5

, - 2
5

)  	

      cos θ = x = - 1
5

      sin θ = y = -
2
5  	    tan θ = 

y
x = 

 - 2
5

 - 1
5

   = 2 

(4) P (0 , -1)

      cos θ = x = 0		  sin θ = y = -1	     

      tan θ   ٍفةٍ؛ لأنَّهُ لا يمُكننُي القسمةُ على صفر غيرُ معرَّ

مثالٌ )1(

، ويقطــعُ ضلــعُ  أجــدُ النســبَ المثلَّثيَّــةَ الأساســيَّةَ لــكلِّ زاويــةٍ θ ممّــا يأتــي، والمرســومةِ فــي الوضــعِ القياســيِّ
انتهائهِــا دائــرةَ الوحــدةِ بالنقــاطِ الآتيــةِ:

(1) P (0.8 ,  0.6)	( 2) P (-1 , 0)		(  3) P (- 1
5

, - 2
5

)  	( 4) P (0 , -1)

، ويقطعُ ضلعُ انتهائهِا دائرةَ  أجدُ النسبَ المثلَّثيَّةَ الأساسيَّةَ لكلِّ زاويةٍ θ ممّا يأتي، والمرسومةِ في الوضعِ القياسيِّ
الوحدةِ بالنقاطِ الآتيةِ:

(1) P (- 0.8 , - 0.6)                            	( 2) P (1 , 0)	

(3) P (   3
7

, - 2
7

)     	                      (4) P (0 , 1)

أنُفِّذُ النشاطَ للإجابةِ عنِ السؤالِ الآتي: هلْ تسُاعدُني معرفةُ نسبةٍ مثلَّثيَّةٍ واحدةٍ والربعِ الذي تقعُ فيه الزاويةُ على 
حسابِ بقيَّةِ النسبِ المثلَّثيَّةِ الأساسيَّةِ؟

أطُبِّقُ نظريَّةَ فيثاغورس على المثلَّثِ المجاورِ: 
ضُ بكلٍّ ممّا يأتي:         أعُوِّ

فأحصلُ على:     
وأيضًا:  

x2 + ….= ….  
cos θ = x ، sin θ = y 
cos2 θ + ...... = .......
tan θ  = 

y
x  = .......  

   أحاول

نشاطٌ
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: دُ الربعَ الذي تقعُ فيهِ كلُّ زاويةٍ منَ الزوايا الآتيةِ؛ إذا رُسِمتْ في الوضعِ القياسيِّ 1(  أحُدِّ
(1) 43°	             ( 2) 290°		            (3) 110°		    (4) -110°
2( أجــدُ النســبَ المثلَّثيَّــةَ لــكلِّ زاويــةٍ θ مــنَ الزوايــا الآتيــةِ، والمرســومةِ فــي الوضــعِ القياســيِّ والتــي تقطــعُ 

دائــرةَ الوحــدةِ بالنقطةِ:

(1) P ( 6
45  ،  

3
45  )                                   (2) P ( -2

5
 ,  21

5
 )

3( أجدُ النسبتيَنِ المثلَّثتيَنِ الأساسيَّتيَنِ الباقيتيَنِ في الحالاتِ الآتيةِ:
1) sin θ = 1

4
 , 90° < θ < 180°  		  2) tan θ = -3 ,   270° < θ < 360°

ــثُ sin θ = 0.5 وtan θ = - 0.58، أنْ  ، بحي ــي الوضــعِ القياســيِّ ــةٍ θ مرســومةٍ ف ــنُ لزاوي 4( هــلْ يمُك
ــي. رُ إجابتَ ــرِّ يكــونَ قياسُــها °210 ؟ أبُ

أختبُر تعلُّمي

مثالٌ )2(

.cos θ, sin θ ْ؛ فأجدُ قيمةَ كلٍّ منtan θ = 3 َزاويةً تقعُ في الربعِ الثالثِ، وكان θ ْإذا كانت

.sin θ، tan θ ْ؛ فأجدُ قيمةَ كلٍّ من cos θ = 0.3 َزاويةً تقعُ في الربعِ الثالثِ، وكان θ ْإذا كانت

tan θ = 
sin θ
cos θ    = 3

sin θ = 3 cos θ........ (1)
cos2 θ + sin2 θ = 1 ...(2)
cos2 θ + (3 cos θ )2  = 1
cos2 θ + 9 cos2 θ = 1
10 cos2 θ = 1 

cos2 θ = 1
10

cos θ  = ±  
1
10

cos θ  =  - 
1
10

sin θ  =  - 
3
10

تعويضٌ:

: بالضربِ التبادليِّ

نظريَّةُ فيثاغورس:

تعويضُ المعادلةِ )1( في )2(.

3 cos θ ُتربيع

تبسيطٌ:

قسمةُ الطرفيَنِ على 10

أخذُ الجذرِ التربيعيِّ لطرفيَ المعادلةِ فينتجُ حلّنِ:
أهُمِلُ الإشارةَ الموجبة؛َ لأنَّ ضلعَ انتهاءِ θ في الوضعِ القياسيِّ في الربعِ الثالثِ، 

والنسبةَ cos سالبةٌ للزاويةِ في الربعِ الثالثِ:

تعويضٌ:

   أحاول

الحلُّ   
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كرةُ قدمٍ 
 يقــذفُ عمــرُ كرةً إلــى المرمــى بزاويةٍ 
ــيِّ  ــورِ الأفق ــعَ المح ــا °130 م مقدارُه
الموجــبِ، مــنْ بعُــدِ x m، كمــا هــوَ 
مُبيَّــنٌ فــي الشــكلِ المجــاورِ؛ فالتقطَهــا 
2.3 m ِحــارسُ المرمــى علــى ارتفــاع

إحــدى  باســتعمالِ   x المســافةَ  أجــدُ 
ـةِ. المثلَّثيّـَ النســبِ 

ماذا سأتعلَّمُ؟
 - الزاويةُ المرجعيَّةُ.

- معكوسُ النسبةِ 
المثلَّثيَّةِ.

النسبُ المثلَّثيَّةُ للزوايا ضمنَ الدورةِ الواحدةِ

 θ ِتسُمّى الزاويةُ الحادَّةُ المحصورةُ بينَ ضلعِ الانتهاءِ للزاوية
.θ ِللزاوية  θ′ َالزاويةَ المرجعيَّة x ِوالمحور

θ′ = 180°-θ  :في الربعِ الثاني θ′ = θ :ِل في الربعِ الأوَّ

θ′ = θ -180° :ِفي الربعِ الثالث θ′ = 360°- θ :ِفي الربعِ الرابع

ــةِ للنســبِ  ــمِ العدديَّ ــةِ للزاويــةِ 'θ، باســتعمالِ القيَِ ــةُ للنســبِ المثلَّثيَّ ــمُ العدديَّ دُ القيَِ تحُــدِّ
دُ الربــعُ الــذي تقــعُ فيــهِ الزاويــةُ إشــارةَ النســبةِ المثلَّثيَّــةِ  المثلَّثيَّــةِ للزاويــةِ θ، ويحُــدِّ

.θ ِــة للزاوي

180o

360o 180o

2.3m

x m

130o

θ = θʹ θ θ θ  θʹ

 θʹ  θʹ 0
x

y

x

y

x

y

x

y

ةٍ النسبُ المثلَّثيَّةُ لزوايا خاصَّ

رُ أتذكَّ

رُ أتذكَّ

180o

360o 180o

2.3m

x m

130o

θ = θʹ θ θ θ  θʹ

 θʹ  θʹ 0
x

y

x

y

x

y

x

y

180o

360o 180o

2.3m

x m

130o

θ = θʹ θ θ θ  θʹ

 θʹ  θʹ 0
x

y

x

y

x

y

x

y
θ sin θ cos θ tan θ

30° 1
2   

3
2

1
3  

45° 1
2

1
2

1

60° 3
2

1
2

3

sin θ
cos θ

tan θ

sin θ
cos θ

tan θ

sin θ
cos θ

tan θ

+

x

y

+

_

_
_

+

+sin θ
cos θ

tan θ

الربعُ الرابعُ       -       الربعُ الثالثُ

لُ       -       الربعُ الثاني    الربعُ الأوَّ
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مثالٌ )1(

مثالٌ )2(

أجدُ قيمةَ كلٍّ ممّا يأتي:
(1) sin 120°			                         (2) tan 330°

الحلُّ  

أجدُ قيمةَ كلٍّ ممّا يأتي:
(1) sin 200°			                             (2) cos 320°

الحلُّ  

 أجدُ قيمةَ كلٍّ ممّا يأتي:	
(1) cos 225°		                         	( 2) sin 330°
ــةِ. وفــي هــذِهِ الحالــةِ؛ أســتعملُ  يمُكــنُ أنْ تكــونَ الزاويــةُ المرجعيَّــةُ للزاويــةِ θ ليســتْ مــنَ الزوايــا الخاصَّ

ــحٌ فــي المثــالِ الآتــي. الآلــةَ الحاســبةَ فــي إيجــادِ النســبِ المثلَّثيَّــةِ الأساســيَّةِ، كمــا هــوَ موضَّ

(1) sin 120°
θ′= 180° - θ
θ′= 180° - 120° = 60°
 sin 120° = + sin 60°

            = + 3
2

(2) tan 330°
θ′= 360° - θ
θ′= 360° - 330° = 30°
tan 330° = - tan 30°

                    = - 1
3

(1) sin 200°	
θ′= θ - 180°  
θ′= 200° - 180° = 20°
sin 200° = - sin 20° 

°120 تقعُ في الربعِ الثاني:

الزاويةُ المرجعيَّةُ للزاويةِ في الربعِ الثاني: 

θ = 120° ُتعويض 		

°120 زاويةٌ في الربعِ الثاني، والنسبةُ  sin موجبةٌ: 

ةٌ: °60 زاويةٌ خاصَّ

°330 تقعُ في الربعِ الرابعِ:

الزاويةُ المرجعيَّةُ للزاويةِ في الربعِ الرابعِ: 

θ = 330° ُتعويض

°330 زاويةٌ في الربعِ الرابعِ، والنسبةُ  tan سالبةٌ: 

ةٌ: °30 زاويةٌ خاصَّ

°200 تقعُ في الربعِ الثالثِ:

الزاويةُ المرجعيَّةُ لزاويةٍ في الربعِ الثالثِ:

θ = 200° ُتعويض

°200 زاويةٌ في الربعِ الثالثِ، والنسبةُ sin سالبةٌ: 

   أحاول
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sin θ = - 0.65

أستعملُ الآلةَ الحاسبةَ بالضغطِ على مفتاحِ                   ثمَّ 20، ثمَّ مفتاحِ                 كالآتي؛ لأحصلَ على 

النتيجةِ:                  

أستعملُ الآلةَ الحاسبةَ بالضغطِ على مفتاحِ                   ثمَّ 20، ثمَّ مفتاحِ                 كالآتي؛ لأحصلَ على 

النتيجةِ:                  

sin 200° = - sin 20° = -0.342
(2) cos 320°

θ′= 360° - θ
θ′= 360° - 320° = 40°
cos 320° = + cos 40°

cos 320° = cos 40° = 0.766

بالتقريبِ لـ 3 منازلَ عشريَّةٍ:

°320 تقعُ في الربعِ الرابعِ:

الزاويةُ المرجعيَّةُ لزاويةٍ في الربعِ الرابعِ: 

θ = 320° ُتعويض

°320 زاويةٌ في الربعِ الرابعِ، والنسبةُ cos موجبةٌ: 

بالتقريبِ لـ 3 منازلَ عشريَّةٍ:

 أجدُ قيمةَ كلٍّ ممّا يأتي:	
(1) sin 130°			               (2) cos 200°                      (3) tan 315°

يمُكننُي إيجادُ الزاويةِ؛ إذا علمتُ إحدى النسبِ المثلَّثيَّةِ باستعمالِ الآلةِ الحاسبةِ.

   أحاول

مثالٌ )3(

0°  ≤ θ ≤ 360° ُحيث sin θ = - 0.65 ُالتي تجعل θ ََأجدُ قيِم 

الحلُّ

θ′ = sin-1 (0.65) 

shift                   

θ′ = sin-1 (0.65) = 40.5°
θ′= θ - 180°  ⇒ θ = θ′ + 180°      

θ  تقعُ في الربعِ الثالثِ أوِ الرابعِ:

إيجادُ الزاويةِ المرجعيَّةِ؛ باستعمالِ معكوسِ النسبةِ المثلَّثيَّةِ:

استعمالُ الآلةِ الحاسبةِ كما يأتي:      

              

التقريبُ إلى منزلةٍ عشريَّةٍ واحدةٍ:

في الربعِ الثالثِ:                                                     

دُ الزاويةَ. دُ الربعَ.القيمةُ العدديَّةُ تحُدِّ الإشارةُ تحُدِّ

Sin

cos
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0 . 7 6 6 0 4 4 4 4 3 1 1

4 0 . 5 4 1 6 0 1 8 7

2 0

4 0
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=
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2 0

4 0

=

=
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2 0
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=
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Sin
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2 0

4 0

=

=
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4 0 . 5 4 1 6 0 1 8 7

2 0

4 0

=

=

Sin 0 . 6 5 =

Sin
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0 . 7 6 6 0 4 4 4 4 3 1 1
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2 0

4 0

=

=

Sin 0 . 6 5 =

Sin

cos

0 . 3 4 2 0 2 0 1 4 3 3 2
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=

Sin 0 . 6 5 =
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       0°  ≤ θ ≤ 360° ُحيث cos θ = - 0.41ُالتي تجعل θ ََأجدُ قيِم

   أحاول

                   θ = 40.5° + 180° = 220.5°
θ′= 360° - θ  ⇒ θ = 360° - θ′
                   θ = 360° - 40.5° = 319.5°

                       	θ′ =  40.5°ُتعويض

في الربع ِالرابعِ:

:θ′ ِتعويضُ الزاويةِ المرجعيَّة

أختبُر تعلُّمي

1( أجدُ قيمةَ كلٍّ ممّا يأتي:
(1) sin 135°				(   2) cos 240°		(  3) cos 300°
(4) tan 90°            		(  5) sin 42°			(   6) tan 318°

   0° ≤ θ ≤ 360° َّبةً إلى منزلةٍ عشريَّةٍ في كلٍّ ممّا يأتي، علمًا بأن 2( أجدُ قيمةَ الزاويةِ θ مقرَّ
(1) cos θ =  0.32			(   2) sin θ = -1		(  3) tan θ =   3

tan θ = 1 هيَ °30؛ فهلْ هيَ على صوابٍ؟ 
3

3( تقولُ عبيرُ إنَّ قيمةَ الزاويةِ θ الوحيدةَ التي تجعلُ 
رُ إجابتَي. أبُرِّ

cos2 1° + cos2 2° + cos2 3° + … + cos2 177° + cos2 178° + cos2 179°  :َ4( أجدُ قيمة
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خطواتُ النشاطِ:

. 1( أرسمُ المستوى الإحداثيَّ على ورقِ الرسمِ البيانيِّ

2( أرسمُ الزاويةَ °110 على المستوى الإحداثيِّ في الوضعِ القياسيِّ باستخدامِ المنتقلةِ.

3( أرسمُ دائرةَ الوحدةِ )وهيَ دائرةٌ نصفُ قطرِها وحدةٌ واحدةٌ، ومركزُها نقطةُ الأصلِ(.

4( أجــدُ قيمــةً تقريبيَّــةً لإحداثيَّــي نقطــةِ تقاطــعِ ضلــعِ الانتهــاءِ للزاويــةِ، فــي الوضــعِ القياســيِّ 
مــعَ دائــرةِ الوحــدةِ.

5( عن طريقِ الرسمِ؛ أجدُ قيمةً تقريبيةً لكلٍّ ممّا يأتي:

.sin 110° ,  cos 110°  ,  tan 110°    

6( أجدُ الزاويةَ المرجعيَّةَ للزاويةِ 110°.

7( أستعملُ الآلةَ الحاسبةَ لإيجادِ النسبِ المثلَّثيَّةِ الأساسيَّةِ للزاويةِ المرجعيَّةِ.

8( أقُارنُ نتائجَ الخطوتيَنِ 5 و7

.tan 250°و cos 250°و  sin 250° َ9( أجدُ قيمة

ــثُ  ــلُ cos θ = 0.34 ، حي ــي تجع ــربِ درجــةٍ، الت ــى أق ــا إل ــةَ جميعَه ــمَ θ الممكن 10( أجــدُ قيَِ
0°  ≤ θ ≤ 360°

التقويمُ الختاميُّ

نشاطٌ
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المفهوم الحرج: الاقتراناتُ

المجال: الأنماطُ والجبُر والاقتراناتُ

فُ اقتراناتِ  أتعرَّ 	-
كثيراتِ الحدودِ. 

أجدُ ناتجَ عملياّتِ  	-
الجمعِ والطرحِ 
والضربِ، على 
كثيراتِ الحدودِ.

- أجدُ ناتجَ قسمةِ 
اقترانٍ كثيرِ حدودٍ 

على آخرَ.
فُ الاقترانَ  أتعرَّ 	-

، وأجدُ مجالهَُ  النسبيَّ
ومداه.

فُ الاقترانَ  أتعرَّ 	-
المركَّبَ وشروطَهُ.
أجدُ قاعدةَ اقترانٍ  	-
مركَّبٍ؛ إذا علمتُ 
بتيَهِ. قاعدتيَ مركَّ

فُ الاقترانَ  أتعرَّ 	-
العكسيَّ وشروطَهُ. 
أجدُ قاعدةَ الاقترانِ  	-

دُ مجالهَُ  ، وأحُدِّ العكسيِّ
ومداهُ. 

فُ الاقترانَ  أتعرَّ 	-
الجذريَّ ومجالهَُ ومداه.

قطعةُ أرضٍ مستطيلةُ 
الشكلِ بُعداها

 )2 6)، و)1–   + 5)

x < ½ ُوحدةَ طولٍ، حيث

ما طولُ السياجِ اللازمِ 
لإحاطةِ قطعةِ الأرضِ؟ 

وما مِساحةُ قطعةِ 
الأرضِ؟

لدى حسامٍ مبلغٌ منَ 
المالِ، وأرادَ توزيعَ 
زكاةِ أموالهِِ المقدرةِ 

بالمقدار
(2𝒙4 + 𝒙3 + 4𝒙2 + 1)

على )2𝒙+1( فقيرًا 
ما نصيبُ كلِّ فقيرٍ منْ 

أموالِ الزكاةِ؟

ــنْ  ــددًا م ــعيدٌ ع ــزرعُ س ي

علــى  الزيتــونِ  أشــجارِ 

مِســاحتهُا  أرضٍ  قطعــةِ 

)𝒙( متــرًا مربَّعًــا، وقــدْ 

ــنَ  ــاجِ م ــةَ الإنت يَّ ــدَّرَ كمِّ ق

بالاقتــرانِ الزيتــونِ 

f(𝒙) = 30𝒙 ، كَمــا أرادَ 
ــعِ  ــنْ بي ــرادِهِ م ــؤَ بإي التنبُّ

)f( مــنَ المحصــولِ وفــقَ 

المعادلــةِ:

g(f) = 2f-5، فمَــا إيرادُ 

إنتــاجِ  بيــعِ  مــنْ  ســعيدٍ 

أرضِــهِ بدلالــةِ 𝒙؟

إذا كانَ
g(𝒙) = 

4
3  π 𝒙3   

يمُثِّلُ حجمَ كرةٍ طولُ 
 .𝒙 cm نصفِ قطرِها
فما طولُ نصفِ قطرِ 
كرةٍ حجمُها 971cm3 ؟

اقتراناتُ كثيراتِ 
تركيبُ الاقتراناتِالحدودِ

قسمةُ كثيراتِ الحدودِ 
الاقترانُ العكسيُّوالاقتراناتُ النسبيَّةُ

المحور: الاقتراناتُ
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المفهوم الحرج: الاقتراناتُ

المجال: الأنماطُ والجبُر والاقتراناتُ
المحور: الاقتراناتُ

رُ  أتذكَّ أختبر نفسي
لً: أجدُ ناتجَ كلٍّ ممّا يأتي بأبسطِ  أوَّ

صورةٍ:

1) 5x + 4xy + 2x – 6xy

2) 3 x2 + y2 + x + 5y2

3) 2x (x + 4)

4) (5y + 1)( 3x – y)

5) 3x4 × 2x5

6) 
18 x9

2 x3

ثانياً :أمُثِّلُ الاقتراناتِ الآتيةَ بيانياًّ: 

1) f(x) = 2x+1

2) g(x) = 2x2 - 4x + 5

3) q(x)= 4-x2

أولً : أجدُ ناتجَ كلٍّ ممّا يأتي بأبسطِ صورةٍ:

1) x2 + 5 + 3xy – 4x2 + 2

     = (x2 – 4x2) + 3xy + (5 + 2) 

بتجميعِ الحدودِ المتشابهةِ ذاتِ المتغيِّرِ والأسُِّ نفسِهِ: 

     = - 3x2 + 3xy + 7

2) -2x3 × 5x2 = (-2 × 5)(x3 × x2) 

=   -10x5                :ِبضربِ الثوابتِ وجمعِ الأسُس

3) (2x + 3) (x – y) = 2x (x - y) + 3 (x – y)

                              = 2x2 – 2xy + 3x -3y 

4) 
6 x5

2 x4  = 3 x(5 – 4) = 3 x1          :ِبقسمةِ الثوابتِ وطرحِ الأسُس

ثانياً : أمُثِّلُ الاقترانَ التربيعيَّ الآتيَ بيانياًّ:
h(x) = x2 - 2x + 3

         ax2 + bx + c   ِعلى الصورة: h(x) ُالاقتران 
c = 3 ، b = -2 ، a = 1 :ُحيث

ــلُ  ــي تمُثِّ ــاوي 1، الت وتسُ -(-2)
ــاوي  1×2 ــي تسُ b- الت

2a
ــةَ  ــدُ قيم أج

ــى ــوي عل ــدولً يحت نُ ج ــوِّ ــم أكُ ــى، ث ــرأسِ المنحن ــيَّ x ل الإحداث
نقطةِ رأسِ المنحنى، ونقاطٍ قبلهَا وبعدَها كالآتي:

 

أعُيِّــنُ الأزواجَ المرتَّبــةَ (3 , 0)، (2 , 1) ،(3 , 2)  وأصِــلُ بينهَــا 

ــى كالآتي: بمنحنً

x 0 -b
2a  = 1 2

h(x) 3 2 3
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أشكالٌ بالبطاقاتِ
عددُ البطاقاتِ اللازمةِ لتكوينِ شكلٍ هرميٍّ عددُ صفوفهِِ

x كَما في الشكلِ المجاورِ يعُطى بالاقترانِ:
f(x) = x ، وعددُ البطاقاتِ اللازمةِ لتكوينِ 

2  (3x +1)  
نٍ منْ x منَ الصفوفِ كَما في الشكلِ  شكلِ درجٍ مكوَّ

المجاورِ يعُطى بالاقترانِ: g(x) = x2 + 2x. فمَا مجموعُ 
نٌ كلٌّ  البطاقاتِ اللازمةِ لتكوينِ شكليَنِ هرميٍّ ودرجيٍّ مكوَّ

منْهمُا منْ x صفاًّ. وكمْ يزيدُ عددُ بطاقاتِ الشكلِ الدرجيِّ 
؟ على الشكلِ الهرميِّ

الاقترانُ وحيدُ الحدِّ بمتغيِّرٍ واحدٍ، هوَ اقترانٌ قاعدتهُُ 
ناتجُ ضربِ ثابتٍ بمتغيِّرٍ مرفوعٍ لأسٍُّ صحيحٍ غيرِ 

2x   ،  1
3

 x2  ،    20 :ِسالبٍ، مثل
					     

الاقترانُ كثيرُ الحدودِ، هوَ اقترانٌ قاعدتهُُ وحيدُ الحدِّ 
أوْ مجموعُ وحيداتِ حدودٍ بمتغيِّرٍ واحدٍ، مثلِ: 

        f(x) = 5 ِ:ّاقترانُ وحيدِ الحد

g(x)= 2x7 + x2 – 3 :ٍمجموعُ وحيداتِ حدود

مجالُ اقترانِ كثيرِ الحدودِ هوَ مجموعةُ الأعدادِ 
الحقيقيَّةِ.

ماذا سأتعلَّمُ؟
- اقترانُ وحيدِ الحدِّ 

بمتغيِّرٍ واحدٍ. 
كثيرُ الحدودِ.  	-

درجةُ كثيرِ الحدودِ. 	-
الصورةُ القياسيَّةُ. 	-

 . التمثيلُ البيانيُّ 	-
جمعُ كثيراتِ الحدودِ  	-

وطرحُها وضربهُا.

 اقتراناتُ كثيراتِ الحدودِ 

العلاقةُ: تربطُ عناصرَ بينَ مجموعتيَنِ، تسُمّى 
المجموعةُ الأولى المجالَ، وتسُمّى المجموعةُ 

الثانيةُ المدى.
الاقترانُ: علاقةٌ يرتبطُ فيها كلُّ عنصرٍ في 

المجالِ بعنصرٍ واحدٍ فقطْ في المدى.
أشكالُ الاقترانِ: 

. 1(  مخطَّطٌ سهميٌّ

2( أزواجُ مرتَّبةٌ:
    مثلُ})4,2(، )2, 1(، )3,5({ 

    المجالُ =  }4 , 1, 3{، المدى = }2, 5{
  f(x) = 2x +1:ُ3( قاعدةٌ تعُبِّرُ عنهُ، مثل

    المجالُ: قيِمَُ )x( ومجالُ الاقترانِ )f( هوَ
    مجموعةُ الأعدادِ الحقيقيَّةِ.

   المدى: قيِمَُ )f(x بعدَ التعويضِ، ومدى 
  الاقترانِ )f( هوَ مجموعةُ الأعدادِ الحقيقيَّةِ.       

رُ أتذكَّ

3
1
4

5
2

المجالُالمدى
  معاملٌ

xx



35

الصورةُ القياسيَّةُ لاقترانِ كثيرِ الحدودِ، هيَ: 
f(x) = an xn  + an-1 xn-1 +…+ a1 x + a0

 حيثُ n عددٌ صحيحٌ غيرُ سالبٍ، x متغيِّرٌ،
.an ≠ 0 ُأعدادٌ حقيقيَّةٌ تسُمّى معاملاتِ الحدودِ، حيث  an  , an-1  , an-2 , … , a1 , a0 
.x درجةَ كثيرِ الحدودِ وهوَ أكبرُ أسٍُّ لـ n ،َالحدَّ الثابت  a0،َالمعاملَ الرئيس an يسُمّى

ألُاحظُ في اقترانِ كثيرِ الحدودِ الآتي، أنَّ الأسُسَ مرتَّبةٌ منَ الأكبرِ إلى الأصغرِ، ولم تكُتبِ الحدودُ التي 
معاملاتهُا أصفارٌ.

f(x)    = 1
2  

x5      +    9x2   -  x   - 3

كثيرُ الحدودِ الصفريُّ هوَ f(x) = 0، وهوَ كثيرُ حدودٍ معاملاتهُُ جميعُها أصفارٌ وليسَ لهُ درجةٌ.

أيُّ الاقتراناتِ الآتيةِ اقترانُ كثيرِ حدودٍ؟ وأيُّها ليسَ اقترانَ كثيرِ حدودٍ؟ أكتبُ الصورةَ القياسيَّةَ والدرجةَ 
والمعاملَ الرئيسَ والحدَّ الثابتَ للاقترانِ كثيرِ الحدودِ مِنْها.

الحل 
نٌ منْ مجموعِ وحيداتِ حدودٍ.                                  كثيرُ حدودٍ مكوَّ

أرُتِّبُ الحدودَ منَ الأسُسِ الأكبرِ إلى الأصغرِ؛ لأكتبَ كثيرَ الحدودِ بالصورةِ القياسيَّةِ. 
 f(x) = -    3 x2 + 5x +2                                           

a2 = -    3  وأنَّ الحدَّ الثابتَ  وهوَ منَ الدرجةِ الثانيةِ؛ لأنَّ n = 2 وأنَّ المعاملَ الرئيسَ يسُاوي 3   -  لأنَّ
 a0 = 2 َهو

2)  g(x) = 4x3 –x                
g(x) = 4x3 -x ِنٌ منْ مجموعِ وحيداتِ حدودٍ، ومكتوبٌ بالصورةِ القياسيَّة كثيرُ حدودٍ مكوَّ

a0 = 0 َوأنَّ الحدَ الثابتَ هو a3 = 4 َّوأنَّ المعاملَ الرئيسَ يسُاوي  4؛ لأن n = 3 َّوهوَ منَ الدرجةِ الثالثةِ؛ لأن
3) h(x) = 4 x-2 +1

الاقترانُ ليسَ اقترانَ كثيرِ حدودٍ؛ لأنَّ المتغيِّرَ في الحدِّ 4x-2 مرفوعٌ للأسُِّ 2- وهوَ عددٌ صحيحٌ سالبٌ.

الحدُّ الثابتُ 3-  
أيْ إنَّ

a0 = -3 

n=5  إذنْ: الاقترانُ منَ 

الدرجةِ الخامسةِ، وهوَ أكبرُ 

.x أسٍُّ لـ

المعاملُ الرئيسُ هوَ

 a5 = 1
2

1 لأنَّ 
2

 

مثالٌ )1(

	 1) f(x) = 5 x -    3 x2 + 2     	 2) g(x) = 4x3 –x        3) h(x) = 4 x-2 +1

1) f(x) = 5 x -    3 x2 + 2



36

أيُّ الاقتراناتِ الآتيةِ اقترانُ كثيرِ حدودٍ؟ وأيُّها ليسَ اقترانَ كثيرِ حدودٍ؟ أكتبُ الصورةَ القياسيَّةَ والدرجةَ 
والمعاملَ الرئيسَ والحدَّ الثابتَ للاقترانِ كثيرِ الحدودِ مِنْها.

1) f(x) = 5 - 3
2

 x4 			  2) g(x) = 7			   3) h(x) = 3   x3 + 2x + 1

                    مجالُ كثيرِ الحدودِ ومداه، هما مجموعةُ الأعدادِ الحقيقيَّةِ أوْ مجموعةٌ جزئيَّةٌ مِنْها.

دُ مجالهَُ ومداه. أمُثِّلُ بيانياًّ الاقترانَ f(x) = x3 + 2.5 x2 , -3 ≤ x ≤ 1 وأحُدِّ
الحلُّ 

مجالُ الاقترانِ هوَ قيِمَُ x التي يسُمحُ بتعويضِها في الاقترانِ f(x)، وتسُاوي [ 1 , 3- ].
[-4.5 , 3.5 ] = [ f( -3) , f(1)]   َوهي f(x) ِوالمدى هو نتائجُ التعويضِ في الاقتران

نُ جدولَ القيِمَِ الآتي:  أكُوِّ

 ،  أعُيِّنُ الأزواجَ المرتَّبةَ على المستوى الإحداثيِّ
وأصلُ بينهَا بخطٍّ منحنٍ كَما في الشكلِ المجاورِ.

 أمُثِّلُ الاقترانَ
     g(x) = x3    , -2 ≤ x ≤ 2  بيانيَّا. 

ــسَ  ــراتِ والأس ــكُ المتغيِّ ــي تمتل ــيَ الت ــابهةَ )وه ــدودَ المتش ــعُ الح ــدودِ؛ أجُمِّ ــرَي الح ــنِ كثي ــعِ اقترانيَ لجم
 ،f(x) + g(x) ذاتهَــا، ولا يشُــترطُ تســاوي المعامــاتِ(، ثــمَّ أجَمــعُ معاملاتهِــا، وأرمــزُ لعمليَّــةِ الجمــعِ  بـــ 

.f(x) +(– g(x)) ــاوي  f(x) – g(x) وتسُ f(x)  بـــ  g(x) مــن ــرانِ  ــةِ طــرحِ الاقت وأرمــزُ لعمليَّ

f(x) – g(x) و f(x) + g(x) g(x) = -5x3 - x2 – 2x +1, f(x) = 5x4 + 3x2 – x؛ فأجدُ ناتجَ  إذا كانَ

   أحُاولُ 

أتعلَّمُ

مثالٌ )2(

10.50-1-2-3x
3.50.7501.52-4.5f(x)

(1 , 3.5)(0.5 , 0.75)(0 , 0)(-1 , 1.5)(-2 , 2)(-3 , -4.5)(x , y)

-7    -6     -5    -4    -3    -2    -1   0       1      2      3     4      5     6      7

7
  6

5

4

3

2

1

-1

-2

-3

-4

-5

-6

-7

x

y

   أحُاولُ 

   جمعُ اقتراناتِ كثيراتِ الحدودِ وطرحُها  

مثالٌ )3(
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1) f(x) + g(x) = (  5x4 + 3x2 – x ) + (-5x3 - x2 – 2x +1) 
                      = 5x4 + -5x3 + (3x2 + - x2 ) + (– x + – 2x) + 1

                      = 5x4 + -5x3 + ( 3 + -1) x2 + ( -1+ - 2) x + 1
                      = 5x4 + -5x3 + 2 x2 + -3x + 1
2) f(x) - g(x) = (5x4 + 3x2 – x) – (-5x3 - x2 - 2x +1) 

                      = (5x4 + 3x2 – x) + (5x3 + x2 + 2x -1) 
                      = 5x4 + 5x3 + (3x2 + x2 ) + (– x +  2x) +(- 1)

                      = 5x4 + 5x3 + ( 3 + 1) x2 + (– 1 +  2) x +(- 1)
                      = 5x4 + 5x3 + 4 x2 + 1x – 1

1) f(x) . g(x) = (2x + 3) . ( x3 + x – 2) 
                     = 2x . x3 + 2x . x + 2x . (-2) + 3 . x3  + 3 . x + 3. (-2)    
                     = 2 x4  + 2 x2 + -4x  + 3x3 + 3x -6 
  
                     = 2x4 + 3 x3 + 2 x2 + (- 1)x + (-6) 

   أحُاولُ 

   أحُاولُ 

g(x) – h(x)و h(x) + g(x) g(x) = 8x3 + 3x2 + 2 , h(x) = 2x3 – x2 + x + 4؛ فأجدُ ناتجَ:  إذا كان َ

 f(x) . g(x) g(x) = 5x2  + x , f(x) = 2x4 + x + 1؛ فأجدُ ناتجَ:  إذا كانَ 

أرمــزُ لعمليَّــةِ ضــربِ اقتــرانِ كثيــرِ حــدودٍ f(x) فــي اقتــرانِ كثيــرِ حــدودٍ 
f(x) . g(x) g(x)  بالرمــزِ  آخــرَ 

ــى  ــعِ الضــربِ عل ــةَ توزي يَّ ــتعملُ خاصِّ ــدودٍ؛ أس ــراتِ ح ــدَ ضــربِ كثي عن
ــعِ. الجم

     ضربُ كثيراتِ الحدودِ

مثالٌ )4(

قاعدةُ ضربِ المقاديرِ الأسُيِّةِ:
    an . am = an+m

رُ أتذكَّ

خاصيَّةُ توزيعِ الضربِ على الجمعِ:

a×(b+c) = a×b + a×c

(a+b)×(c+d)= 

(a×c)+(a×d)+(b×c)+(b×d)

رُ أتذكَّ

 بتوزيعِ الضربِ على الجمعِ:

يَّةِ.   بضربِ معاملاتِ الحدودِ، وتطبيقِ قاعدةِ ضربِ المقاديرِ الأسُِّ

بجمعِ الحدودِ المتشابهةِ، وكتابةِ الناتجِ بالصورةِ القياسيَّةِ.

الحلُّ 
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g(x)= x2 + 3x  ، f(x) = x5 -5x؛ فأجدُ كلًّ ممّا يأتي: 1( إذا كانَ 

f(x) والمعاملُ الرئيسُ والحدُّ الثابتُ لهُ.	         	 )1( درجةُ 

.f(x) ِ2( الصورةُ القياسيَّةُ للاقتران(

(3) f(x) + g(x)			(   4) g(x) – f(x)		(  5) f(x) . g(x) 

g(x) = 2x -6 x2 + 2  , f(x) = -4x5 + 2x. أملأُ المربَّعاتِ الفارغةَ في الشكلِ بالحدِّ    2( ليكنْ 

   الجبريِّ المناسبِ؛ بحيثُ تحُقِّقُ الآتيَ:

   المربَّعاتُ الأفُقيَّةُ:

f(x) + g(x) )1( 4x2             )2( ناتجُ 

 -8x6 ، g(x) a2 x  للاقترانِ 
)3( النظيرُ الجمعيُّ للحدِّ 2

12 x7 مضروباً بـ g(x) g(x)، درجةِ  )4( معكوسُ الحدِّ الثابتِ لـ 

المربَّعاتُ العموديَّةُ

 x2 مضروباً بـ g(x) f(x) – g(x)         )2( المعاملُ الرئيسُ لـ  )1( ناتجُ 

g(x) f(x) . g(x)          )4( الحدُ الثابتُ لـ  )3( ناتجُ 

هذهِ روابطُ لتمارينِ جمعِ كثيراتِ حدودٍ وطرحِها وضربهِا:

https://www.ixl.com/math/algebra-1/add-and-subtract-polynomials-using-algebra-tiles

1

2

3

4

5

6

1     2      3     4

أختبُر تعلُّمي
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مصنعُ الألبانِ
ينُتجُ مصنعُ ألبانٍ يومياًّ، ما مقدارُهُ: 

(2x3 + 9x2 + 10x + 3) لترًا منَ الحليبِ، يرُادُ 

تعبئتهُا في عبوّاتٍ سعةُ كلٌ منها )2x+1( لترًا، 
ةً ينُتجُ المصنعُ يومياًّ؟ فكم عبوَّ

 ألُاحظُ أنَّ إيجادَ عددِ العبوّاتِ المنتجَةِ في مسألةِ مصنعِ الألبانِ، يحتاجُ إلى 
إجراءِ عمليَّةِ قسمةِ كثيرِ حدودٍ على كثيرِ حدودٍ آخرَ. 

 g(x) يمُكننُي إجراءُ قسمةِ اقترانِ كثيرِ حدودٍ f(x) على كثيرِ حدودٍ آخرَ 
.g(x) حيثُ g(x) ≠ 0، إذا كانتْ درجةُ f(x) أكبرَ منْ أوْ تسُاوي درجةَ 

f(x) المقسومَ وg(x) المقسومَ عليهِ.   أسُمّي
نا الحدودَ جميعَها منَ الحدِّ ذي  عندَ قسمةِ f(x) على g(x) ، أكتبُ الاقترانَ f(x) بالصورةِ القياسيَّةِ مُضمِّ

الأسُِّ الأكبرِ إلى الثابتِ، وأكتبُ أصفارًا مكانَ معاملاتِ الحدودِ غيرِ الموجودةِ. 
f(x) = 3x4 + x+ 5 تصبحُ:  فمثلً 

                                                f(x) = 3x4 + 0x3  + 0x2 + x + 5

 أستعملُ خوارزميَّةَ القسمةِ:                                     ناتجُ القسمةِ   
                                                      المقسومُ                                   المقسومُ عليهِ

خطواتُ القسمةِ: أبدأُ        

ماذا سأتعلَّمُ؟
- قسمةُ كثيراتِ 

الحدودِ.
- الاقترانُ النسبيُّ 

ومجالهُُ ومداهُ.

 قسمةُ كثيراتِ الحدودِ والاقتراناتُ النسبيَّةُ 

قاعدةُ قسمةِ المقاديرِ الأسُيِّةِ:
am

an  = am-n  , a ≠ 0   

رُ أتذكَّ

f(x)g(x)

رُ الخطواتِ إذا كانتْ درجةُ ناتجِ الطرحِ  أكُرِّ
أكبرَ منْ أوْ تسُاوي درجةَ المقسومِ عليهِ.

إذا كانتْ درجةُ ناتجِ الطرحِ 
أصغرَ منْ درجةِ المقسومِ عليه.

قفْطرحٌضربٌقسمةٌ

مثالٌ )1(
g(x) = x + 2  على f(x) = 2x2 + 5x4 + 7 أجدُ ناتجَ قسمةِ 

الحلُّ 
ناً الحدودَ التي معاملاتهُا أصفارٌ كَما يأتي:   أكتبُ f(x) بالصورةِ القياسيةِّ مضمِّ

f(x)=5x4 + 0x3 + 2x2 + 0x + 7         
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ةِ القسمةِ؛ أضرِبُ ناتجَ القسمةِ في المقسومِ عليهِ، وأضُيفُ للناتجِ باقيَ القسمةِ كالآتي: للتحقُّقِ منْ صحَّ

h(x) × g(x) + r(x)

(5x3 – 10x2 + 22x – 44) × (x + 2) +(95) =…………………………………….

...............................................................:  ألُاحظُ أنَّ

إذا كانَ f(x) = h(x) × g(x) + r(x)؛ فإنَّ ناتجَ القسمةِ صحيحٌ.

. ةِ الحلِّ f(x) = 3x2 + x3 + 4 على g(x) = x + 1 وأتحقَّقُ منْ صحَّ أجدُ ناتجَ قسمةِ 

. g(x) ≠ 0كثيراتُ حدودٍ و g(x)و h(x) ُحيث 
h(x)
g(x) الاقترانُ النسبيُّ هوَ اقترانٌ مكتوبٌ على الصورةِ 

 g(x) مجالُ الاقترانِ النسبيِّ هوَ مجموعةُ الأعدادِ الحقيقيَّةِ عدا أصفارِ 

إذا كانَ باقــي قســمةِ المقســومِ على المقســومِ عليــهِ صفرًا؛ 
فــإنَّ المقســومَ يقبــلُ القســمةَ علــى المقســومِ عليــهِ، ونقــولُ 

إنَّ المقســومَ عليــهِ عامــلٌ مــنْ عواملِ المقســومِ.

رُ أتذكَّ

أصفارُ الاقترانِ g(x) هيَ قيِمَُ x التي 
  g(x) = 0  ُتجعل

رُ أتذكَّ

5x4 َوأكتبُ الناتجَ فوق ،x 5 علىx4 ُأقسِم

                                                        x + 2 ِ5  في المقسومِ عليهx3 ِأضرِبُ ناتجَ القسمة

x 10- علىx3 ُأطرحُ ناتجَ الضربِ منَ المقسومِ، ثمَّ أقسم

x + 2 10- فيx2 ُأضرِب

 x + 2 22 فيx   ُثمَّ أضرِب ،x 22  علىx2 ُأطرحُ ثمَّ أقسِم

أطرحُ ثمَّ أقسِمُ 44x- على x، ثمَّ أضرِبُ فأطرحُ.

درجةُ ناتجِ الطرحِ أقلُّ منْ درجةِ المقسومِ عليهِ، إذنْ: أتوقَّفُ عنِ القسمةِ

   h(x) =  (5x3 – 10x2 + 22x – 44 ) ناتجُ القسمةِ هوَ 

 r(x) = )95( ِوباقي القسمة

   أحُاولُ 

5x3 - 10x2 + 22x - 44
5x4 + 0x3 + 2x2 + 0x +7x + 2

)-)  5x4 + 10x3

0 + - 10x3 + 2x2 + 0x + 7
)-)  - 10x3 - 20x2

+ 22x2 + 0x +7
)-)  22x2 + 44x

- 44x +7
)-)  -44x - 88

95
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مثالٌ )2(

أجدُ مجالَ الاقتراناتِ النسبيَّةِ الآتيةِ:
1) 

 

 2 x3 + x + 1
 x2 + 3x + 2                      

2) 
 

(x + 3)(x + 2)
(x + 3)

الحلُّ

         x2 + 3x + 2 = 0 ِ؛ وذلكَ بحلِّ المعادلةx2 + 3x + 2  ِأجدُ أصفارَ المقام

x = -1 , x = -2 ِإذنْ: أصفارُ المقام  )x + 2) (x + 1) = 0  ِبالتحليل

}x | x ≠ -1, x ≠ -2{ ِمجالُ الاقترانِ هوَ مجموعةُ الأعدادِ الحقيقيَّةِ ما عدا 1- , 2-  وأكتبهُُ بصورةِ المجموعة

         

 x = -3 :ْإذن     x + 3 = 0 ِوذلكَ بحلِّ المعادلة  )x+3( ِأجدُ أصفارَ المقام

}x | x ≠ -3{   ِمجالُ الاقترانِ هوَ مجموعةُ الأعدادِ الحقيقيَّةِ ما عدا 3-، وأكتبهُُ بصورةِ المجموعة

1) 
 

 2 x3 + x + 1
 x2 + 3x + 2  

 
2) 

 

(x + 3)(x + 2)
(x + 3)

   أحُاولُ 

أجدُ مجالَ الاقترانِ النسبيِّ  
x2 + 4

 x2 + 2x 

رُ إجابتي: 1( أمُيِّزُ بينَ العباراتِ الصحيحةِ وغيرِ الصحيحةِ في ما يأتي، وأبُرِّ

. )2x2 + x -15( ِهوَ عاملٌ منْ عوامل )x+3( )1(      

.)x + 4( يقبلُ القسمةَ على  )x3 + 7x2 + 14x + 9( )2(

x2 - 4 هوَ مجموعةُ الأعدادِ الحقيقيَّةِ.
 x + 2   ِ3( مجالُ الاقتران(

   x = - 7 2( أقترحُ اقتراناً نسبياًّ مجالهُُ مجموعةُ الأعدادِ الحقيقيَّةِ ما عدا

3( لدى هدُى )x4 + 2x +1( لترًا منَ العصيرِ، تريدُ توزيعَها في اجتماعٍ على كؤوسٍ تتَّسعُ كلُّ واحدةٍ
    مِنْها لـ )x2 + 1(  لترًا. فهلْ تستطيعُ تعبئتهَا في كؤوسٍ كاملةٍ منْ دونِ نقصٍ أوْ زيادةٍ؟

https://www.ixl.com/math/algebra-2/divide-polynomials-using-long-division    ِللاستزادة

أختبُر تعلُّمي
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أحتاجُ إلى طلاءِ حائطٍ مربَّعِ الشكلِ مِساحتهُُ تعُطى 
A(x) = x2 حيثُ x طولُ ضلعِ الحائطِ بالعلاقةِ 

بالأمتارِ. وكانتِ التكلفةُ اللازمةُ لطلاءِ الحائطِ 
  A ُحيث  f(A) = 1.5A َبالدينارِ الأردنيِّ هي

مِساحةُ الحائطِ بالأمتارِ المربَّعةِ.
كيفَ أحسُبُ تكلفةَ طلاءِ جدارٍ طولُ ضلعِهِ 4m ؟ 

ضُ الناتجَ في  لً، ثمَّ سأعُوِّ ضُ x = 4 في اقترانِ A(x) لإيجادِ المِساحةِ أوَّ لحلِّ المسألةِ السابقةِ؛ سأعُوِّ
 JD24 ُلإيجادِ التكلفةِ؛ فتكونُ تكلفةُ الطلاءِ الكلِّيَّة f(A) ِالاقتران

ضُ  ماذا لوْ أردتُ حسابَ تكلفةِ طلاءِ حائطٍ طولُ ضلعِهِ x m؟ ألُاحظُ أنَّني أطُبِّقُ الاقترانَ A(x) ثمَّ أعُوِّ
 f(A) ِالمقدارَ الناتجَ في الاقتران

 x لـ A َبعد f وأقرؤُها )f ο A)(x) = f(A(x(( :ِأسُمّي هذهِ العمليةَ تركيبَ الاقتراناتِ وأرمزُ لهَا بالرمز
حُ ذلكَ. أيْ: تطبيقُ الاقترانِ A بدايةً ثمَّ تطبيقُ الاقترانِ f على الناتجِ. والشكلُ التالي يوُضِّ

ماذا سأتعلَّمُ؟
- الاقترانُ المركَّبُ. 

- تركيب اقترانيَنِ.
- شروطُ تركيبِ 

اقترانيَنِ.

 تركيبُ الاقتراناتِ

مثالٌ )1(
إذا كانَ g(x) = x2  , f(x) = x + 1، فأجدُ الآتيَ:

(1) g(x) ومدى f(x) ُمجال 		(  2) (f ο g)(x)
(3) (g ο f)(x)	                    (4) (f ο g) (1)

الحلُّ
g(x) هوَ مجموعةُ الأعدادِ الحقيقيَّةِ الموجبةِ والصفرِ. )1( مجالُ f(x) هوَ مجموعةُ الأعدادِ الحقيقيَّةِ، ومدى 

f(x) ِهوَ مجموعةٌ جزئيَّةٌ منْ مجال g(x) ألُاحظُ أنَّ مدى

A(a) = b
A(4) = 16

f(b) 
f(16) 

a=4

مجموعةٌ جزئيَّةٌ منْ
A(x) ِمجال

مجموعةٌ جزئيَّةٌ منْ
f(x) مجالِ 

A(x) مدى مجموعةٌ جزئيَّةٌ منْ
f(x) مدى

)f ο A( مدى)f ο A( ُمجال
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(2)  (f ο g)(x) = f(g(x)) = f(x2)
             f (x2) = x2 + 1 =  x2 + 1 

           :g(x) بتطبيقِ قاعدةِ تركيبِ الاقتراناتِ وتعويضِ الاقترانِ 

                                                             :f(x) ِبتطبيقِ قاعدة

     (3) (g ο f)(x) = g(f(x)) =
                     =g (x + 1) = (x + 1)2

      :f(x) بتطبيقِ قاعدةِ تركيبِ الاقتراناتِ وتعويضِ الاقترانِ 

                                                                           :g(x) ِبتطبيقِ قاعدة

.)g ο f )(x) ≠ (f ο g)(x( َّألُاحظُ أن
     4) (f ο g)(1) = f(g(1))

         = f (1) = 1 + 1 = 2 
بتعويضِ قيمةِ g(1) = (1)2 = 1  ثمَّ تعويضِ الإجابةِ            

                                                                      :f(x) في الاقترانِ 

f(x) ِمجموعةً جزئيَّةً منْ مجال g(x) إذا كانَ مدى ، )f ο g)(x( ُأستنتجُ: يمُكننُي إيجاد
مجالُ )x)(f ο g(  هوَ مجموعةٌ جزئيَّةٌ منْ مجالِ g(x) ، ومدى )x) (f ο g( هوَ مجموعةٌ جزئيَّةٌ منْ 

.f(x) مدى

   أحُاولُ 

  )f ο g) (x) , (f ο g)(2( :ُ؛  فأجدf(x) = x2 + 1 ,  g(x) = x + 1 َإذا كان

g(x) ؛ فأجدُ )f ο g)(x( ، ثمَّ أجدُ مجالهَُ ومداهُ.  =    x  ،f(x) = x+ 1 1( إذا كانَ 

2
 x2 + 1   يسُاوي  )f ο g)(x( ِبحيثُ يكونُ ناتجُ تركيب  g(x) 2( أقترحُ اقترانيَنِ f(x) و 

رُ إجابتي. 3( هلْ )f ο h)(x) = (h ο f)(x(؟ أبُرِّ

بُ منهُ الماءُ بحيثُ يتحدَّدُ طولُ نصفِ  قطرِ سطحِ 4( حوضُ ماءٍ على شكلِ نصفِ كرةٍ، يتسرَّ

 = )r(t، حيثُ t: الزمنُ بالثواني،  و r: طولُ نصفِ 
18

 2t + 3 
     الماءِ فيهِ وفقَ الاقترانِ 

12s ِالقطرِ بالأمتارِ. أجدُ مِساحةَ سطحِ الماءِ بعدَ مرور     
A(r(  ِمِساحةُ الدائرة

  A(r) = π r2      
حيثُ r: طولُ نصفِ قطرِ الدائرةِ.

أتذكّر

أختبُر تعلُّمي
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المكعَّباتُ
تسُتعملُ العلاقةُ V(x) = x3 لإيجادِ حجمِ قطعٍ 

.x cm بةِ الشكلِ عُلمَ طولُ ضلعِها مكعَّ
كيفَ أستطيعُ إيجادَ طولِ ضلعِ مكعَّبٍ حجمُهُ

8cm3 أوْ مكعَّبٍ حجمُهُ 64cm3؟ هلْ يمُكننُي 

ةٍ لذلكَ؟ استنتاجُ قاعدةٍ عامَّ

يسُتعملُ الاقترانُ f(x) = y = 100x، للتحويلِ منْ وحدةِ المترِ )m( إلى وحدةِ السنتيمترِ)cm(، حيثُ x عددُ 

الوحداتِ بالمترِ، وy عددُ الوحداتِ بالسنتيمترِ بعدَ التحويلِ. والاقترانُ f(x) خطيٌّ مجالهُُ .........، ومداهُ ........... .

 . ويمُكننُي إيجادُ اقترانٍ للتحويلِ منْ وحدةِ السنتيمترِ إلى المترِ، ويسُمّى مثلُ هذا الاقترانِ الاقترانَ العكسيَّ

 f -1(x( بالرمز f(x) ويرُمزُ للاقترانِ العكسيِّ لـ

 ،f -1(x( مجالً لـ f(x) بجعلِ مدى f -1(x( َّوأجدُ الاقترانَ العكسي

وجعلِ مجالِ f(x) مدى لـ )f -1(x، أيْ بعكسِ المجموعتيَنِ.  

ويكونُ للاقترانِ f(x) اقترانٌ عكسيٌّ إذا كانَ كلُّ عنصرٍ في مداهُ 

هوَ صورةٌ لعنصرٍ واحدٍ فقطْ في مجالهِِ، ومثلُ هذا الاقترانِ يسُمّى

رُ الصورةُ نفسُها لعنصرَينِ مختلفيَنِ(. اقترانَ واحدٍ لواحدٍ. )أيْ لا تتكرَّ

ماذا سأتعلَّمُ؟
 . - الاقترانُ العكسيُّ

- الاقترانُ واحدٌ لواحدٍ.
. - الاقترانُ الجذريُّ

- مجالُ الاقترانِ 
الجذريِّ ومداهُ.

الاقترانُ العكسيُّ

f(x) ُمجال

f -1(x(

f(x) f(x)مدى

مثالٌ )1(

أجدُ المجالَ والمدى والاقترانَ العكسيَّ لكلِّ اقترانٍ ممّا يأتي، ثمَّ أجدُ مجالَ الاقترانِ العكسيِّ الناتجِ ومداهُ:
(1) {(2,3), ( 4,5), (6,7)}                    (2) f(x) = 2x + 1

الحلُّ
1( المجالُ= {6 ,4 ,2}، والمدى = }7, 5, 3{. وبعكسِ الأزواجِ المرتَّبةِ يكونُ الاقترانُ العكسيُّ هوَ:

    {(7,6) ,(5,4) ,(3,2)}. ومجالُ الاقترانِ العكسيِّ = {7 ,5 ,3}، والمدى = {6 ,4 ,2}.
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y = 2x +1

y – 1 = 2x  

f -1(x( = x - 1
2

y - 1
2  

= 2x
2

x = 
y - 1

2

   أحُاولُ 

أجدُ الاقترانَ العكسيَّ لكلٍّ منْ:  
1) f(x) = x + 1

3                                   2) g(x) =x3

إذا كانَ n فردياًّ

 g(x) فمجالُ f(x) = مجالَ 

مثالٌ:

n = 2 ، f(x) =    x - 1  

x-1 ≥ 0  ُالتي تجعل x َِمجموعةَ قيِم = f(x) ُمجال

 }x | x ≥ 1 { ويساوي

إذا كانَ n زوجياًّ؛
 g(x) ≥ 0  ُالتي تجعل x َِمجموعةَ قيِم = f(x) ُفمجال

 }x | g(x) ≥ 0 { =

f(x)    حيثُ n عددٌ صحيحٌ.  =  n  g(x) صورتهُُ  

الاقترانُ الجذريُّ

مثالٌ:

 }x| x ≠ 0{هو f(x) = 3  1
x مجالُ 

f(x) = 5   x2 + x - 6 هوَ مجموعةُ الأعدادِ  مجالُ 
الحقيقيَّةِ.

 f(x) = 2x + 1 )2
     مجالُ الاقترانِ f هوَ مجموعةُ الأعدادِ الحقيقيَّةِ، ومداه أيضًا مجموعةُ الأعدادِ الحقيقيَّةِ.

                :y ِبدلالة x ُثمَّ أكتب y بـ f(x) لإيجادِ الاقترانِ العكسيِّ أسُمّى

بطرحِ العددِ 1 من طرفيَ المعادلةِ:                  

بقسمةِ طرفيَ المعادلةِ على العددِ 2:  

x بـ y والمتغير f -1(x( بـ x ِبإعادةِ تسمية

            ويكونُ مجالُ )f -1(x مجموعةَ الأعدادِ الحقيقيَّةِ، كذلكَ مدى  )f -1(x هوُ مجموعةُ الأعدادِ الحقيقيَّةِ.
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1( أجدُ الاقترانَ العكسيَّ )إنْ وُجدَ( لكلٍّ ممّا يأتي:

 (1) f(x) = x +2       	( 2) g(x) = x2  ,  x ≥ 0	          (3) h(x) = x3 - 11        	
       	

g(x)، ثمَّ أجدُ الاقترانَ العكسيَّ لهُ     =    x + 1
3 2( أجدُ المجالَ والمدى للاقتران ِ

3( أقَترحُ اقتراناً f(x) بحيثُ يكونُ )f(x) = f -1(x ، وأبررُ إجابتي.

f(x) =  3  2x + 1 أجدُ المجالَ والمدى للاقترانِ، ثمَّ أجدُ الاقترانَ العكسيَّ لهُ  

   أحُاولُ 

أختبُر تعلُّمي

مثالٌ )2(

f(x) =   x + 1  ثمَّ أجدُ الاقترانَ العكسيَّ )f -1(x لهُ. أجدُ المجالَ والمدى للاقترانِ الجذريِّ 
                                                                     

الحلُّ
   x + 1 ≥ 0 ُالتي تجعل x َِ1( المجالُ هوَ مجموعةُ قيِم 

     لحلِّ المتباينةِ السابقةِ أضُيفُ العددَ 1-  لطرفيَ المتباينةِ؛ فأحصلُ على
  {x | x ≥ -1} = [-1 , ∞)     x ≥ -1 . إذنْ: المجالُ هوَ 

2( المدى هوَ نواتجُ تعويضِ المجالِ في الاقترانِ، ويسُاوي (∞ , 0].
  :f(x) ِ3( لإيجادِ الاقترانِ العكسيِّ للاقتران

             
بتربيعِ الطرفيَِن: 

بإضافةِ العدد1ِ-  لطرفَ المعادلةِ       

x بـ y والمتغير f -1(x( بـ x ِبتسمية

y =    x + 1
y2 = (   x + 1)2

y2 = x + 1
y2 – 1 = x
f -1(x( = x2 -1

رُ أتذكَّ
{x| x ≥ a}= [a , ∞)
{x | x > a} = (a , ∞)
{x| x ≤ a}= (- ∞ , a ]
{x | x < a} = (- ∞ , a )
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التقويمُ الختاميُّ

g(x) = x2 + 1, h(x) = 2 – x , f(x) = x3 + 2x + 1 . أمَلأُ المربَّعاتِ المتقاطعةَ المجاورةَ    ليكنْ 
بحيثُ تحُقِّقُ الآتيَ:

المربَّعاتُ الأفقيَّةُ:  
1) x3 - f (x)       
2) - 3 . h-1 (x)
3) x . g(x)

المربَّعاتُ العموديَّةُ:
1) (hοh-1)(x)
2) f(x) – h(x)
3) 2 h (x) - 10

47

كثيراتُ الحدودِ 
وصورتهُا القياسيَّةُ هيَ: 

........................

العملياتُ على كثيراتِ 
الحدودِ:

الجمعُ والطرحُ و.............. 
و..............

الاقترانُ النسبيُّ 
ةُ  وصورتهُُ العامَّ

........................

مجالُ الاقترانِ النسبيِّ 
........................

الاقترانُ الجذريُّ 
ةُ  وصورتهُُ العامَّ

........................

مجالُ الاقترانِ الجذريِّ 
........................

١( أكُملُ المخططَّ الآتيَ:

2( ألعبُ معَ الاقتراناتِ:

الاقتراناتُ التي درستهُا

1

2

3

1            2            3   
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المجال: معالجةُ البياناتِ والاحتمالُ

أجدُ مقاييسَ التشتُّتِ:  	-
)المدى، والانحرافَ 

، والتباينَ( لبياناتٍ  المعياريَّ
منظَّمةٍ في جدولٍ تكراريٍّ 

ذي فئاتٍ.

أمامي تمثيلانِ بيانياّنِ لرواتبِ 
موظفَّينَ في مؤسَّستيَنِ مختلفتيَنِ. 

أيُّ المؤسَّستيَنِ رواتبُ موظَّفيها 
الأكثرُ تشتُّتاً؟

مقاييسُ التشتُّتِ لجدولٍ 
تكراريٍّ ذي فئاتٍ

المحورُ: تحليلُ البياناتِ

رواتبُ الموظَّفينَ

التكرارُ
أ

ب
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المجال: معالجةُ البياناتِ والاحتمالُ
رُ  أتذكَّ أختبر نفسي

الوسطُ الحسابيُّ
أجدُ الوسطَ الحسابيَّ للبياناتِ 

، في  المنظَّمةِ في الجدولِ التكراريِّ
كلٍّ ممّا يأتي:

)1

 )2

بــةٍ فــي جــدولٍ تكــراريٍّ ذي  الوســطُ الحســابيُّ لبيانــاتٍ مبوَّ
فئــاتٍ هــوَ

وبالرموزِ: 
                

، x مراكزُ الفئاتِ، f التكرارُ. حيثُ:  الوسطُ الحسابيُّ
المنظَّمــةِ فــي  للبيانــاتِ  مثــالٌ: أجــدُ الوســطَ الحســابيَّ 

الآتــي: الجــدولِ 

الحلُّ 
لً: أجدُ مركزَ الفئةِ لكلِّ فئةٍ في الجدولِ، حيثُ:  أوَّ

𝒙 = 
الحدَّ الأدنى + الحدِّ الأعلى

2
       مركزُ الفئةِ = 

1 + 5
2

       فمركزُ الفئةِ )5 – 1( هوَ: 3 =  

نُ الفئاتِ والتكرارَ ومراكزَ الفئاتِ،  ثانياً: أنُظِّمُ جدولً يتضمَّ
        وحاصلَ ضربِ مراكزِ الفئاتِ في تكرارِها كالآتي:

: ثالثاً: أطُبِّقُ قانونَ الوسطِ الحسابيِّ

  =   
∑ 𝒙 f
∑ f

 = 
165
20  = 8.25

الفئاتُ 2 - 4 5 - 7 8 - 10

التكرارُ 3 6 9

الفئاتُ 5 - 9 10 - 14 15 - 19

التكرارُ 3 8 9

الفئاتُ 1 - 5 6 - 10 11 - 15 المجموعُ

التكرارُ 4 11 5 20

الفئاتُ التكرارُ  𝒙 𝒙 
1 - 5 4 3 12

6 - 10 11 8 88

11 - 15 5 13 65

20 165

مجموعُ حواصلِ ضربِ مراكزِ الفئاتِ في تكرارِها

مجموعِ التكرارِ

 =   
∑ 𝒙 f
∑ f
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يَّةٌ ملاحةٌ بحرِّ
دراسـةٍ علـى طلبـةِ  فـي عمـلِ  باحـثٌ  يرغـبُ 
الصـفِّ العاشـرِ فـي مدرسـةٍ مـا، فاطَّلـعَ علـى 
علامـاتِ شـعبتيَ )أ( و)ب( لمبحثِ الرياضياتِ 

كَمـا فـي الجـدولِ المجـاورِ.
لُ الباحثُ عملَ دراستهِِ عليَْهِ؟ أيُّ الصفَّينِ يفُضِّ

لماذا؟

ماذا سأتعلَّمُ؟
- المدى. 

- الانحرافُ 
. المعياريُّ

- التباينُ.

مقاييسُ التشتُّتِ لجدولٍ تكراريٍّ ذي فئاتٍ

عَ أوْ تشتُّتَ البياناتِ باستعمالِ مقاييسِ التشتُّتِ، وهي: المدى، والتباينُ، والانحرافُ      أصفُ تجمُّ
. وكلَّما زادتْ قيمةُ أيٍّ منْ هذِهِ المقاييسِ زادَ التشتُّتُ والتباعدُ بينَ البياناتِ. توجدُ حالتانِ  المعياريُّ

للبياناتِ؛ أنْ تكونَ مفرداتٍ، أوْ أنْ تكونَ منظَّمةً في جداولَ تكراريَّةٍ.
 

1( المدى R هوَ الفرقُ بينَ أكبرِ قيمةٍ وأصغرِ قيمةٍ للبياناتِ. 
، وتعُطى بالقانونِ: 2( التباينُ يسُاوي الوسطَ الحسابيَّ لمربَّعاتِ انحرافاتِ القيِمَِ عنْ وسطِها الحسابيِّ

 

 =   
∑ 

n                                     حيثُ x قيِمَُ البياناتِ، و n عددها   

σ = ُّ3( الانحرافُ المعياري

البياناتُ الآتيةُ تمُثِّلُ درجاتِ الحرارةِ في 5 أياّمٍ في شهرِ شُباطَ: 8 ,9 ,15 ,18 ,20  أجدُ المدى والتباينَ 
. والانحرافَ المعياريَّ

الحلُّ
R =  20 – 8 = 12                            :ٍ1( المدى: أكبرُ قيمةٍ؛ مطروحًا مِنْها أصغرُ قيمة

 2( التباينُ:         

     أ( أحسُبُ الوسطَ الحسابيَّ باستعمالِ القانونِ. 

فئاتُ العلاماتِ
تكرارُ 
الشعبةِ أ

تكرارُ 
الشعبةِ ب

60 < x ≤ 70 2 31

70 < x ≤ 80 5 7

80 < x ≤ 90 3 6

90 < x ≤ 100 10 8

المجموعُ 20 22

     مقاييسُ التشتُّتِ للمفرداتِ

σ2 =
 (  -  )2

n

مثالٌ )1(

 =    =    =   20 + 18 + .....+.....+ 8   
5     5
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لِ فئةٍ.      1( المدى هوَ الفرقُ بينَ الحدِّ الفعليِّ الأعلى لآخرِ فئةٍ، والحدِّ الفعليِّ الأدني لأوَّ
     2( التباينُ يعُطى بالقانونِ:

σ  =    3(  الانحرافُ المعياريُّ = التباين     

  يمُثِّلُ الجدولُ التكراريُّ الآتي الأجرَ اليوميَّ لمجموعةٍ منَ العمالِ.
أجدُ التباينَ والانحرافَ المعياريَّ لأجورِهِم.

الحلُّ
1( لإيجادِ التباينِ؛ أكُمِلُ الجدولَ الآتيَ:  

(  -  )  (  -  )2

20 20 - 14  = 6 36

15 1

9 - 5 25

8  

18

المجموعُ 0 114

σ2 =
 (  -  )2

n

σ =
 (  -  )2

n
 =   5.7 

ب( أكُمِلُ الجدولَ الآتيَ:   

:  مركزُ الفئةِ و الوسطُ الحسابيُّ وf تكرارُ الفئةِ.  إذْ إنَّ

التباينُ

الانحرافُ المعياريُّ

     مقاييسُ التشتُّتِ للجداولِ التكراريَّةِ

σ2 =
 (  -  )2 f

     ∑ f

مثالٌ )2(

الفئاتُ التكرارُ

5 <  ≤ 10 6

10 <  ≤  15 9

15 <  ≤  20 5

الفئاتُ  -  (  -  )2  (  -  )2 
5 <  ≤ 10 6 7.5 45 -4.75 22.56 135.36

10 <  ≤  15 9 12.5 112.5 0.25 0.06 0.56

15 <  ≤  20 5

المجموعُ 20 245 273.5

 =    =  12.25 245
20

 =    =  5.7 114
5
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الجدولُ الآتي يبُيِّنُ زمنَ التأخيرِ عنِ الدوامِ بالدقائقِ لموظَّفي مؤسَّسةٍ ما. أكُمِلُ الجدولَ لأجدَ الوسطَ 
.σ َّالحسابيَّ والتباينَ ، والانحرافَ المعياري

 : الانحرافُ المعياريُّ

σ2 =
 (  -  )2 f

     ∑ f  ≈  13.685 

σ =   3.7 =   13.685    =  التباين 

=273.5
20

   أحُاولُ 

الفئاتُ التكرارُ  مركزُ الفئةِ   -  (  -  )2  (  -  )2 
5 < x ≤ 9 2

9 < x ≤  13 7

13 < x ≤  17 5

المجموعُ

الفئاتُ التكرارُ  مركزُ الفئةِ   -  (  -  )2  (  -  )2 
1 < x ≤ 4 2

4 < x ≤  7 7

7 < x ≤  10 5

المجموعُ

 =   			   σ2  =			   σ  =

 =   			   σ2  =			   σ  =

،Σ(  -  )2  = 450 ،Σ  = 18 ،   = 150 ، فكانَ 1( جُمعتْ بياناتُ دراسةٍ ما في جدولٍ تكراريٍّ
لِ بمِا يناسبهُا . أكُمِلُ الفقراتِ 1، 2، 3 في العمودِ الأوَّ     حيثُ  مركزُ كلِّ فئةٍ وf التكرارُ و الوسطُ الحسابيُّ

    منَ العمودِ الثاني:
      أ  ( إذا كانَ التباينُ يسُاوي 15؛ فإنَّ حجمَ عيِّنةِ الدراسةِ )مجموعِ التكراراتِ(:                     3.9

      ب( الوسطُ الحسابيُّ للبياناتِ يسُاوي:                                                                       30  

      جـ( الانحرافُ المعياريُّ يسُاوي:                                                                             5

: 2( أكُمِلُ الجدولَ الآتيَ؛ لإيجادِ الوسطِ الحسابيِّ والتباينِ والانحرافِ المعياريِّ

أختبُر تعلُّمي





تَمَّ بِحَمْدِ اللهِّ تَعالى


