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الوحدة السابعة: المتجهات

الوحدة 

7
المتجهـات

Vectors

أفكار الوحدة
z 

تع�رف المتجهات في المس�توى الإحداث�ي والفضاء 

ثلاثي الأبعاد.

z 

تعرف خصائص المتجهات واستعمالها.

z 

إجراء العمليات على المتجهات في المس�توى 

والفضاء ثلاثي الأبعاد.

z 

تع�رف متجه�ات الوحدة الأساس�ية 

واستعمالها.

z 

إيج�اد حاص�ل ضرب متجه�ن 

قياسياً.

z 

إيج�اد قي�اس الزاوي�ة ب�ن 

متجهن والزوايا الاتجاهية 

لمتجه ما.

z 
ح�ل مس�ائل حياتي�ة 

على المتجهات.

الربط مع الحياة:

يعتبر نظام الملاحة العالمي )GPS( من أهم التطبيقات التي س�اهمت في تس�هيل عملية الاس�تدلال على المواقع 

وتعيينها سواءً في بعدين أو ثلاثة أبعاد، ويقوم هذا النظام بتعيين المواقع والمسافات والاتجاهات اللازمة للوصول 

) 8.14km إلى نقطة الهدف ، حيث يقرن المسافة بالاتجاه مثل ) أكمل بشكل مستقيم مسافة

وكما تعلم، فإن تعيين المس�افة وحدها بين نقطة الانطلاق ونقطة الوصول لا يكفي للاس�تدلال على الموقع المراد الوصول 

إليه، ولا بد من تعيين اتجاه الحركة أيضاً بحيث تتشكل كمية ذات قياس )مقدار( ولها اتجاه. 
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الوحدة 

6
تطبيقات التكامل

Applications of Integration

أفكار الوحدة
z 

حساب المساحة باستعمال التكامل المحدود .

z 

حساب التكامل المحدود لدالة من المساحة .

z 

 􏷜􏷜 إیجاد حجم المجسم الدوراني حول محور

باستعمال التكامل المحدود .

z 

حل مسائل فیزیائیة باستعمال التكامل.

z 

تفاضلی�ة  تكوی�ن وح�ل مع�ادلات 

بسیطة بطریقة فصل المتغیرات.

z 

ح�ل مس�ائل فیزیائی�ة وحیاتی�ة 

تفاضلی�ة  مع�ادلات  تتضم�ن 

بسیطة قابلة للفصل.

ھن�اك العدید م�ن التطبیقات الحیاتی�ة التي یس�تعمل فیھا التكامل المح�دود ، مثل التطبیقات الھندس�یة 

والاقتصادیة والفیزیائیة والعلوم المختلفة ، حیث یعالج التكامل المحدود كیفیة إیجاد مساحات مناطق محدودة 

بمنحنیات یصعب حس�ابھا بالقوانین البسیطة كحساب مساحة واجھة مبنى لإیجاد تكلفة بنائه أوتكلفة دھانه ، 

وكذلك حساب الحجوم الدورانیة والكمیات الفیزیائیة . كما یدخل التكامل المحدود في حل المسائل الحیاتیة المتضمنة 

النمو والاضمحلال والمسافة والسرعة والعجلة .
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الوحدة الخامسة: التكامل

الوحدة 

5
الـتـكــامـــل

Integration

أفكار الوحدة
ll

تعرف مفهوم التكامل غير المحدود ورمزه.

ll

تعرف قواعد التكامل غير المحدود واستعمالها.

ll

حل مسائل هندسية على التكامل غير المحدود.

ll

تع�رف دال�ة اللوغاريت�م الطبيع�ي على أنه�ا الدالة 

f (􏷜􏷜)  =  1
􏷜􏷜  الأصلية للدالة

ll

إيج�اد التكام�ل غ�ير المح�دود لدال�ة المقل�وب  

ولمضاعفاتها ولتركيبات خطية منها . 

ll

التكام�ل غ�ير المح�دود لدال�ة الأس  إيج�اد 

الطبيع�ي ولمضاعفاته�ا ولتركيبات خطية 

منها.

ll

 إيجاد التكامل غ�ير المحدود لمضاعفات 

 sin 𝑥𝑥 , cos 𝑥𝑥 , sec2  𝑥𝑥 الدوال المثلثية الآتية

ولتركيبات خطية منها.

ll

تع�رف مفه�وم التكام�ل المح�دود 

للدوال وإيجاد قيمته 

ll

اس�تعمال التكام�ل بالتعويض 

لإيجاد تكاملات محدودة وغير 

محدودة.     

ll

استعمال التكامل بالأجزاء 

لإيجاد تكاملات محدودة 

وغير محدودة.

ll

استعم�ال الكس��ور 

الجزئي��ة لإيج��اد 

تكاملات محدودة 

وغير محدودة.

يس�تعمل التكامل في العديد من التطبيقات الحياتية كحساب مس�احة وحجم المجسمات غير المنتظمة الأبعاد والتي 

لا نس�تطيع حس�اب مساحتها أو حجمها باس�تعمال قوانين المساحة والحجوم للأش�كال المنتظمة وكذلك في هندسة 

العمارة وكيفية  حساب الخامات اللازمة لتصميم  المباني ذات المنحنيات والمنحدرات المعقدة ... إلخ.
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الوحدة 
5

الـتـكــامـــل
Integration

أفكار الوحدة
ll.تعرف مفهوم التكامل غير المحدود ورمزه

ll.تعرف قواعد التكامل غير المحدود واستعمالها

ll.حل مسائل هندسية على التكامل غير المحدود

ll تع�رف دال�ة اللوغاريت�م الطبيع�ي على أنه�ا الدالة

f (􏷜)  =  1
􏷜  الأصلية للدالة

ll  إيج�اد التكام�ل غري المح�دود لدال�ة المقل�وب
ولمضاعفاتها ولتركيبات خطية منها . 

ll التكام�ل غري المح�دود لدال�ة الأس إيج�اد 
الطبيع�ي ولمضاعفاته�ا ولتركيبات خطية 

منها.

ll إيجاد التكامل غري المحدود لمضاعفات 

 sin 𝑥 , cos 𝑥 , sec2  𝑥 الدوال المثلثية الآتية
ولتركيبات خطية منها.

ll تع�رف مفه�وم التكام�ل المح�دود
للدوال وإيجاد قيمته 

ll اس�تعمال التكام�ل بالتعويض
لإيجاد تكاملات محدودة وغير 

محدودة.     

ll استعمال التكامل بالأجزاء
لإيجاد تكاملات محدودة 

وغير محدودة.

ll استعمـال الكســور
الجزئيــة لإيجــاد 

تكاملات محدودة 
وغير محدودة.

يس�تعمل التكامل في العديد من التطبيقات الحياتية كحساب مس�احة وحجم المجسمات غير المنتظمة الأبعاد والتي 
لا نس�تطيع حس�اب مساحتها أو حجمها باس�تعمال قوانين المساحة والحجوم للأش�كال المنتظمة وكذلك في هندسة 

العمارة وكيفية  حساب الخامات اللازمة لتصميم  المباني ذات المنحنيات والمنحدرات المعقدة ... إلخ.



7 تهيئة الوحدة 5

مثال 1 :

أوجد مشتقة كل من الدوال الآتية:

1)  y = 4x3 − 5x + 3

􏷈
􏷈􏷜  [ 4𝑥3 – 5𝑥 + 3 ]	= 4 (3𝑥2) – 5

	 = 12𝑥2 –5 

2)  y = 5 sin x – 2 tan 3x

􏷈
􏷈􏷜  [ 5 sin 𝑥 – 2 tan 3𝑥 ]	 = 5 cos 𝑥 – 2(3 sec2 (3𝑥) ) 

	 = 5 cos 𝑥 – 6 sec2 (3𝑥) 

3)  y = 1n ( x + 1 ) – 2e –3x  

 􏷈
􏷈􏷜  [ 1n ( 𝑥 + 1 ) – 2𝑒 –3𝑥 ] = 1

􏷜 + 1        + 6𝑒 –3𝑥  

انظر للمراجعة  ثم اجب عن الاختبار الاتي:

أوجد مشتقة كل من الدوال الآتية:

1) 𝑦 = 3   𝑥4 + 2𝑥 –2 + 5

2) 𝑦 = –2 cos 𝑥 + 3 sin (2𝑥 – 1)

3) 𝑦 = 
3􏷜4 – 􏷜3

􏷜 + 1 

4) 𝑦 = 2𝑥 𝑒 𝑥
2

5) 𝑦 = 1n (2𝑥 3 –– 5𝑥) + 𝑒2

6) 𝑦 = 3 cos2 (2𝑥)

1) f (􏷜) = 2𝑥3 – 5𝑥 	 ,  𝑥 = 2

2) f (􏷜) = 𝑒 2𝑥 + 3𝑥 	 ,  𝑥 = 0

3) f (􏷜) = cos2 (3𝑥)  	,  𝑥 = 
π
6 

1) 𝑦 = (5𝑥3 – 2𝑥2 – 7)4

2) 𝑦 = (1 + 𝑥 )2
3

أوجد ميل المماس لمنحنى الدوال التالية عند قيم 𝑥 المحددة :

أوجد مشتقة كل من  الدوال الآتية :

مثال 2 :

مثال 3 :

x = 1 عند  f (x) = 3 x2 – x أوجد ميل المماس لمنحنى الدالة 

أوجد مشتقة الدالة الآتية :

f ΄(􏷜) نجد

f ΄(􏷜) = 􏷈
􏷈􏷜  ( 3𝑥2 – 𝑥   ) = 6𝑥  –  1

2  𝑥  

𝑥 =  1 نجد ميل المماس عند

f ΄( 1 ) = 6 ( 1 ) – 1
2  𝑥         = 6 – 1

2  = 5.5

إذن ميل المماس عند 𝑥 =  1  هو 5.5

𝑦 = ( 3𝑥4 – 5𝑥2 )5

􏷈
􏷈􏷜  (3𝑥4 – 5𝑥2)5 = 5 (3𝑥4 – 5𝑥2)4 (12𝑥3 – 10𝑥)

اختبــارمراجعة

تهيئة الوحدة الخامسة
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التكامل غير المحدود5-1
Indefinite Integration

أفكار الدرس

المعايير:

المصطلحات:

يمكنك استعمال التعريف السابق لإيجاد الدالة المقابلة.

ll تع�رف مفه�وم الدال�ة الأصلي�ة

وإيجادها.

ll غري التكام�ل  مفه�وم  تع�رف 

المحدود ورمزه.

ll إيجـ�اد التكام�ل غري المح�دود

معتمدا على التفاضل.

ll حل مسائل هندسية على التكامل

غير المحدود.

الدالة الأصلية ) المقابلة (

anti – derivative function 
تكامل غير محدود

indefinite integration
ثابت التكامل

 the constant of integration

12A.10.1

تمهيد
تعلمت أنه إذا أعطيت موقع جسم بـدالة ما ولتكن f (􏷜) = 𝑥2 + 3𝑥  فإن الدالة التي تمثل سرعة  الجسم هي 

مش�تقة f (􏷜)  أي f ΄(􏷜) = 2𝑥 + 3 ، لكن إذا أعطيت دالة تمثل السرعة المتجهة وطلب إليك إيجاد دالة الموقع 

منها فلا بد من وجود طريقة للعمل عكسيا والعودة إلى الدالة الأصلية وبمعنى آخر فإننا نبحث عن F (􏷜)  بحيث 

 )anti – derivative function( f (􏷜) للدالة )دالة مقابلة )أصلية  F (􏷜) وتسمى  F ΄(􏷜) = f (􏷜) إن

أي أن عملية إيجاد الدالة المقابلة للدالة المشتقة هي عكس عملية الاشتقاق. 

تكون الدالة F (x)  هي دالة مقابلة للدالة f (􏷜)  على فترة ما   Ι  إذا كانت f (􏷜) = F ΄(􏷜) لجميع قيم 

􏷜 في هذه الفترة .

الدالة المقابلة )الأصلیة( مفهوم

أوجد دالة مقابلة لكل دالة مما يأتي :

a)  f (􏷜) = 5􏷜4 

لنبحث عن دالة مشتقتها 5􏷜4 تذكر أن قوة 􏷜 في مشتقة الدالة أقل بواحد من قوة 􏷜 في الدالة وعليه إن قوة 

المتغير 􏷜 في الدالة المقابلة F (􏷜) ستكون 5 وبما أن معامل 􏷜 في مشتقة الدالة يساوي قوة 􏷜 في الدالة، فإن 

􏷈
􏷈􏷜    ( 𝑥

5 ) = 5𝑥4 لأن   f (􏷜) هي الدالة المقابلة للدالة  F (􏷜) = 􏷜5

لأن مقابلة  دالة   G )𝑥) = 𝑥5 – 2 فمثلا   ،  f (􏷜) للدالة  الوحيدة  المقابلة  الدالة  ليست   􏷜5� لاحظ أن 

 G΄ )𝑥) = 5𝑥4 وكذلك H )𝑥) = 𝑥5 + 7 دالة مقابلة أيضا.

b)  f (􏷜) = – 6􏷜–7 

بما أن قوة 􏷜 في مشتقة الدالة أقل بواحد من قوة 􏷜 في الدالة المقابلة فإن قوة المتغير 􏷜 في F (􏷜) ستكون 6 – 

                                􏷈
􏷈􏷜

    ( 􏷜– 6 )  = – 6􏷜–7 لأن   f (􏷜) دالة مقابلة للدالة F (􏷜) = 􏷜– 6 وعليه تكون

 . f (􏷜) تمثل دالة مقابلة للدالة  H )𝑥) = 􏷜–6 – 11 ، G )𝑥) = 􏷜– 6 + 3 لاحظ أن  كلا من

c)  f (􏷜) = – 5

بما أن قوة 􏷜 في مشتقة الدالة أقل بواحد من قوة 􏷜 في الدالة المقابلة فإن قوة المتغير 􏷜 في F (􏷜) ستكون 1 

     􏷈
􏷈􏷜

    ( –5􏷜 وعليه تكون F (􏷜) = –5𝑥 دالة مقابلة للدالة f (􏷜) لأن 5– = (

 . f (􏷜) تمثل دالة مقابلة للدالة H )𝑥) = –5􏷜  – 3 ، G )𝑥) = –5􏷜 لاحظ أن  كلا من  1 + 

الدالة المقابلة مثال 1 :



9 1-5: التكامل غير المحدود

أوجد دالة  مقابلة  لكل دالة مما يأتي :

1A)  f (𝑥) = –2􏷜–3	 	 1B)  g (𝑥) = 8􏷜7			   1C)  􏷌(𝑥) = –7

  ∫ f (􏷜) 􏷈􏷜 التعبري  يق�رأ 

تكام�ل الدل�ة f (􏷜)  بالنس�بة 

. 􏷜 للمتغير

قراءة الرياضيات

تحقق

تحقق

c)  􏾙 􏷉􏷜 􏷈􏷜 

Ö 􏷈
􏷈􏷜

 [􏷉􏷜] = 􏷉􏷜

أوجد التكامل غير المحدود فيما يلي  :

a)  􏾙7􏷜6 􏷈􏷜 

Ö 􏷈
􏷈􏷜

 [􏷜7] = 7􏷜6

Ñ 􏾙 7􏷜6 􏷈􏷜 = 􏷜7 + c 

b)  􏾙 – 4􏷜–5 􏷈􏷜 

Ö 􏷈
􏷈􏷜

 [􏷜–4] = –4􏷜–5

Ñ 􏾙 –4􏷜–5 􏷈􏷜 = 􏷜–4 + c 

إيجاد التكامل غير المحدود مثال 2 :

التكامل غير المحدود مفهوم
إذا كانت  الدالة F (􏷜) هي دالة مقابلة  للدالة f (􏷜) على فترة ما   Ι  فإن التكامل غير المحدود للدالة f (􏷜)  بالنسبة 

للمتغير 􏷜 في الفترة   Ι  هو :

􏾙 f (􏷜) 􏷈􏷜 = F (􏷜) + c

حي�ث  􏾙  ه�و رم�ز التكام�ل ، f (x)   هي الدالة المكاملة ، 􏷈􏷜 متغير التكامل ، F (􏷜) دال�ة مقابلة ، c  ثابت التكامل 

غير المحدود.

ويمكن استعمال مفهوم التكامل غير المحدود في إيجاد تكامل بعض الدوال. 

في المثال الس�ابق لاحظ أن إضافة ثابت لدالة مقابلة  ينتج عنه دالة مقابلة أخرى ، وبش�كل عام  فإن إضافة  ثابت c لدالة 

مقابلة ينتج دالة مقابلة أخرى ، لأن مشتقة الثابت تساوي صفرا .  

وعليه فإن هنالك عدد لا نهائي من الدوال المقابلة لأي دالة. 

   )indefinite integration(  إن عملية إيجاد عائلة الدوال المقابلة  للدالة تسمى التكامل غير المحدود

)constant of integration( ثابت التكامل غير المحدود c ويسمى

أوجد التكامل غیر المحدود فیما یلي :

2A) 􏾙 6􏷜5 􏷈􏷜 	 		  2B) 􏾙 sec2 𝑥 􏷈􏷜		  2C) 􏾙 – 11 𝑥–12 􏷈􏷜

Ñ 􏾙 􏷉􏷜 􏷈􏷜 = 􏷉􏷜 + c   
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أوجد المشتقة المطلوبة  لكل دالة مما يلي :

a)  f (􏷜) = 􏾙 (3􏷜2 + 2􏷜 + 1) 􏷈􏷜         ;  f ΄(􏷜) 

􏷈
􏷈􏷜  f (􏷜) = 􏷈

􏷈􏷜   [ 􏾙 (3􏷜2 + 2􏷜 + 1) 􏷈􏷜 ]

f ΄(􏷜) = 3􏷜2 + 2􏷜 + 1

f ΄(􏷜) = 3􏷜2 + 2􏷜 + 1  إذن

b)  f (􏷜) = 􏾙 (􏷜2 – 3􏷜 – 1) 􏷈􏷜         ;  f ΄(5) 

􏷈
􏷈􏷜

 f (􏷜) = 􏷈
􏷈􏷜

   [ 􏾙 (􏷜2 + 3􏷜 + 1) 􏷈􏷜 ]

f ΄(􏷜) = 􏷜2 – 3􏷜 + 1

f ΄(5) = (5)2 – 3(5) + 1 = 11

f ΄(5) = 11  إذن

إيجاد المشتقة من التكامل مثال 3 :

أوجد المشتقة المطلوبة لكل دالة مما يلي :

3A)  f (􏷜) = 􏾙 (􏷜2 – 5􏷜) 􏷈􏷜 ;  f ΄(􏷜)� 3B)  f (􏷜) = 􏾙 (3􏷜2 – 4􏷜 + 2) 􏷈􏷜 ;  f '(1)  

تحقق

معادلة المنحنى: 

يمكن�ك إيج�اد معادل�ة المنحنى إذا علمت دالة مي�ل المنحنى ونقطة تم�ر بالمنحنى. فإذا كان�ت دالة ميل المماس 

􏷈 y  فما معادلة هذا المنحنى؟
􏷈􏷜  = 2􏷜 للمنحنى  هي

􏷈 y بالنسبة للمتغير 􏷜  نجد أن  𝑦 = 𝑥2 + c  حيث c ثابت التكامل وبالتعويض 
􏷈􏷜  = 2􏷜  عند إيجاد تكامل الدالة

عن c بالقيم 2 , 0 , 2–  نجد أن :

𝑦 = 𝑥2 – 2  ,  𝑦 = 𝑥2  ,  𝑦 = 𝑥2 + 2  على الترتيب.   

ه�ذه دوال تربيعية وتمثيله�ا البياني موضح في الش�كل المجاور 

حيث أن الثابت c يمكن أن يأخذ أي قيمة حقيقية.

في هذه الحالة سوف تكون المعادلة لعائلة المنحنيات المتطابقة 

 . 𝑦 = 𝑥2 + c  والمزاحة رأسيا  في المستوى الإحداثي هي الدالة

أحد عناصر هذه العائلة من المنحنيات يمكن تعيينه إذا علمنا 

نقطة على المنحنى عندئذ يمكن حساب قيمة c وإيجاد معادلة  

المنحنى.

 F ΄(􏷜) = 􏷈
􏷈􏷜   [􏾙 f (􏷜) 􏷈􏷜] = f (􏷜)  فإن   F (􏷜) = 􏾙 f (􏷜) 􏷈􏷜 إذا كانت

نتيجة

  F (􏷜) = 􏾙 f (􏷜) 􏷈􏷜 بم�ا أن إيج�اد تكامل الدالة هو العملية العكس�ية لإيجاد مش�تقة الدال�ة ، وبالتالي إذا كان�ت

    􏷜 فيمكنك أخذ المشتقة لكل من طرفي المعادلة بالنسبة للمتغير

-2

-2 -1 0 1 2

A

B

C

2

4

𝑥

𝑦

𝑦 = 𝑥 2 – 2
𝑦 = 𝑥 2

𝑦 = 𝑥 2 + 2
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معادلة المنحنى مثال 4 :

إذا كان منحنى الدالة f (􏷜)  يمر بالنقطة (4 , 0) ودالة ميله عند أي نقطة  عليه تعطى بالعلاقة

f ΄(􏷜) = 3􏷜2 ،  فأوجد معادلة المنحنى ؟

f ΄(􏷜) الخطوة 1 :  أوجد تكامل الدالة

   f (􏷜) = 􏾙 f ΄(􏷜) 􏷈􏷜 = f  3𝑥2 􏷈􏷜 

   Ö 􏷈
􏷈􏷜

 (􏷜3 + c) = 3􏷜2

Ñ f (􏷜) = 􏾙 3􏷜2 􏷈􏷜 = 􏷜3 + c 
الخطوة 2 :  أوجد قيمة ثابت التكامل

 f (􏷜) بما أن منحنى الدالة يمر بالنقطة (4 , 0) نعوض في الدالة

f (0) = 4

3 (0)2 + c = 4

0 + c = 4

c = 4
الخطوة 3 :  اكتب معادلة المنحنى

Ñ f (􏷜) = 􏷜3 + 4
f (􏷜) = 􏷜3 + 4  إذن معادلة المنحنى هي

ميل المنحى:

l �ميل منحنى الدالة يساوي ميل 

نقطة  للمنحنى عن�د  المم�اس 

التماس. 

l �ميل المماس عن�د نقطة ما هو 

مشتقة الدالة عند تلك النقطة.

إرشـاد

بالعلاق�ة  تعط�ى  علي�ه  نقط�ة   أي  عن�د  ميل�ه  ودال�ة   (1 , 3) بالنقط�ة  يم�ر  الدال�ة  منحن�ى  كان   4( �إذا 

f ΄(􏷜) = 2􏷜 ، فأوجد معادلة المنحنى ؟ 

تحقق
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19( إذا كان f ΄΄(􏷜) = 12􏷜2 – 6􏷜 , f ΄(1) = 8 , f (1) = 5 ،  أوجد الدالة f (􏷜) ؟

( �إذا كان منحنى الدالة f (􏷜) يمر بالنقطة (3 , 1) ودالة ميله عند أي نقطة عليه تعطى بالعلاقة 20 

f ΄(􏷜) = 1،  فأوجد معادلة المنحنى ؟
2  𝑥         , 􏷜 > 0

f ΄􏿴 𝝅4 􏿷 –  f 􏿴 𝝅4 􏿷 =  1   أثبت أن ، 􏾙 f (􏷜) 􏷈􏷜 = cos2 􏷜  21( إذا كان

1( أوجد دالة مقابلة لكل دالة مما يأتي:

1) f (􏷜) = 3􏷜2	 2) g (𝑥) = –3􏷜– 4	 3) 􏷌 (𝑥) = 4

4) f (􏷜) = cos 􏷜	 5) g (𝑥) = 2􏷉2􏷜	 6) 􏷌 (𝑥) = π

مثال 1

مثال 2

مثال 3

مثال 4

تمارين 5-1

مسائل مهارات التفكير العليا

أوجد التكامل غير المحدود فيما يلي :

7) 􏾙 –2􏷜–3  􏷈􏷜	 8) 􏾙  
1
􏷜  􏷈􏷜 , 􏷜 > 0	 9) 􏾙 –2 􏷈􏷜	

10) f (􏷜) = 􏾙 (3􏷜4 – 5􏷜) 􏷈􏷜 ;  f ΄(􏷜)	 11) g(􏷜) = 􏾙 (􏷜3 – 5􏷜2 – 􏷜) 􏷈􏷜 ;  g  ́(2)

12) f (􏷜) = 􏾙 sin 􏷜 􏷈􏷜 ;  f ΄􏿴 π
2  􏿷    	 13) g(􏷜) = 􏾙 (2􏷜3 – 4􏷜2 – 􏷜) 􏷈􏷜 ;  g ΄́  (1)

14( �إذا كان منحنى الدالة يمر بالنقطة (0 , 2) ودالة ميله عند أي نقطة عليه تعطى بالعلاقة  f ΄(􏷜) = 4𝑥3  ، فأوجد معادلة المنحنى ؟

15( �إذا كان منحنى الدالة يمر بالنقطة (2 , 1) ودالة ميله عند أي نقطة عليه تعطى بالعلاقة  g΄(􏷜) = 6𝑥 – 12 ، فأوجد معادلة المنحنى ؟

16( إذا كان  􏾙 f (x) dx = x4 + 2x3 + 5x ،  فأوجد : 

a)  f (2) 							      b)  f ΄(3) 

a فأوجد قيمة ، f ΄(2) = 4 و 􏾙( f ΄(􏷜) + 􏷜3 + 3) 􏷈􏷜 = 3􏷜2 + a􏷜 – 6 17( إذا كان

 18( ���إذا كان f (􏷜)  متصلا على ℝ وكان : 

b 􏾙 [ f (􏷜) + 2 ] 􏷈􏷜 = 􏷜3 + b􏷜2 + 9 ,  f (1) = 5 أوجد قيمة الثابت

أوجد المشتقة المطلوبة لكل دالة مما یلي :

ℝ
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القواعد الأساسية للتكامل غير المحدود5-2
The Basic Indefinite Integration Rules

تمهيد

أفكار الدرس

المعايير:

المصطلحات:

ll تعرف قواعد التكامل غير المحدود

واستعمالها في إيجاد التكامل غير 

المحدود لبعض الدوال.

ll حل مسائل هندسية على التكامل

غير المحدود.

الدالة الثابتة

constant function 
دالة القوى 

power function

12A.10.2

درس�ت في الدرس الس�ابق أن التكامل هو العملية العكسية للتفاضل ولاس�تنتاج إحدى قواعد  التكامل غير 

المحدود أكمل ما يلي :

􏷈فإنf (􏷜) = 5􏷜 + 2إذا كانت :
􏷈􏷜 

 (5􏷜 + 2) =،

f (􏷜) = 5􏷜 + 2فإن􏷈
􏷈􏷜 

 (5􏷜 – 1) =،

f (􏷜) = 5􏷜فإن􏷈
􏷈􏷜 

 (5􏷜) =،

f (􏷜) = 5􏷜 + c   ,   c ∈ ℝفإن􏷈
􏷈􏷜 

 (5􏷜 + c) =،

= 􏾙 5 􏷈􏷜وبالتالي فإن :

    (constant function) وهذا يقودنا لقاعدة تكامل الدالة الثابتة 

إذا كانت f  (􏷜) = k دالة ثابتة فإن : 

إذا كانت f  (􏷜) = 􏷜n   فإن : 

􏾙 􏷜n 􏷈􏷜 =  􏷜
n + 1

n + 1       + c     ,    n ≠ – 1 ,    n , c ∈ ℝ

 􏾙 k 􏷈􏷜 = k􏷜 + c     ,     k , c ∈ ℝ

قاعدة )1(

قاعدة )2(

تكامل الدالة الثابتة

تكامل دالة القوى

(power function) تذكر بأن كل دالة ناتجة عن اشتقاق  يقابلها دالة مقابلة، ولاستنتاج  قاعدة تكامل دالة القوى

أكمل ما يلي : 

􏾙 􏷜 􏷈􏷜 =⇒􏷈
􏷈􏷜 

 ( 􏷜2

2 ) =

􏾙 􏷜2 􏷈􏷜 =⇒􏷈
􏷈􏷜 

 ( 􏷜3

3 ) =

􏾙 􏷜3 􏷈􏷜 =⇒􏷈
􏷈􏷜 

 ( 􏷜4

4 ) =

ماذا تستنتج مما سبق ؟ 

مما سبق نستنتج قاعدة تكامل دالة القوى. 
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استعمال قواعد التكامل غير المحدود مثال 1 :

أوجد التكامل غير المحدود فيما يلي :

a) 􏾙 5 􏷈􏷜

􏾙 5 􏷈􏷜 = 5􏷜 + c

b) 􏾙 – e3 􏷈􏷜

􏾙 – e3 􏷈􏷜 = – e3􏷜 + c

c) 􏾙 􏷜6 􏷈􏷜

􏾙 􏷜6 􏷈􏷜	 = 􏷜6 + 1

6 + 1       + c

	 = 􏷜
7

7   + c

d) 􏾙 1
􏷜4  􏷈􏷜

􏾙 1
􏷜4  􏷈􏷜	 = 􏾙 􏷜 – 4 􏷈􏷜

	 = 􏷜 – 4 + 1

– 4 + 1  + c

	 = 􏷜
– 3

– 3  + c

	 = – 1
3􏷜3  + c

e) 􏾙 􏷜
– 2
5  􏷈􏷜

􏾙 􏷜
–2
5 􏷈􏷜 = 􏷜

– 2
5  + 1

–2
5  + 1
         + c

	 = 􏷜
3
5

3
5

 + c

	 = 5
3  􏷜

3
5  + c

تحقق

أوجد التكامل غير المحدود فيما يلي :

1C) 􏾙 􏷜9 􏷈􏷜 1B) 􏾙 log3 9 􏷈􏷜1A) 􏾙 π2 􏷈􏷜 

1E) 􏾙 􏷜
3
4 􏷈􏷜1D) 􏾙 1

􏷜6  􏷈􏷜 

تكامل ضرب دالة  في عدد ثابتقاعدة )3(

ويمكن إيجاد تكامل حاصل ضرب دالة في عدد ثابت وتكامل جمع أو طرح دالتين كما يلي : 

􏾙 􏷏  f (􏷜) 􏷈􏷜 = 􏷏 􏾙 f (􏷜) 􏷈􏷜 = 􏷏F (􏷜) + c   ,   􏷏 , c ∈ ℝ
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استعمال القواعد الأساسية  للتكامل غير المحدود مثال 2 :

أوجد التكامل غير المحدود فيما يلي :

a) 􏾙 – 2
􏷜3   􏷈􏷜	= – 2 􏾙 1

􏷜3   􏷈􏷜

	 = – 2􏷜–3 􏷈􏷜

	 = (– 2) 􏷜– 3 + 1

–3 + 1  + c

	 = (– 2) 􏷜
–3

–2  + c = 1
􏷜2  + c

b) 􏾙 5    􏷜
–2
3 􏷈􏷜

􏾙 5    􏷜
–2
3 􏷈􏷜	 = 5   􏾙 􏷜

–2
3 􏷈􏷜

	 = ( 5 ) 􏷜
–2
3  + 1

–2
3  + 1

 + c

	 = ( 5 ) 􏷜
1
3

1
3

 + c

	 = 3 5  􏷜
1
3  + c

c) 􏾙 (􏷜2 – 2􏷜  + 5) 􏷈􏷜

􏾙 (􏷜2 – 2􏷜  + 5) 􏷈􏷜	 = 􏾙 􏷜2 􏷈􏷜 – 􏾙 2􏷜  􏷈􏷜 + 􏾙 5 􏷈􏷜

	 = 􏷜
3

3   – (2) 􏷜
2

2  + 5􏷜 + c 

	 = 1
3  􏷜3 – 􏷜2 + 5􏷜 + c

d) 􏾙 3􏷜5 – 2􏷜3 + 11
􏷜2                      􏷈􏷜

􏾙 3􏷜5 – 2􏷜3 + 11
􏷜2                      􏷈􏷜 = 􏾙 3􏷜5

􏷜2    􏷈􏷜 – 􏾙 2􏷜3

􏷜2    􏷈􏷜 + 􏾙 11
􏷜2   􏷈􏷜

	  = 􏾙 3􏷜3 􏷈􏷜 = 􏾙 2􏷜  􏷈􏷜 – 􏾙 11􏷜–2 􏷈􏷜 

	  = 3 􏷜3 + 1

3 + 1  – 2 􏷜1 + 1

1 + 1  + 11 􏷜
–2 + 1

–2 + 1  + c

	  = 3
4  􏷜4 – 2

2 􏷜2 + 11
–1 􏷜–1 + c

	  = 3
4  􏷜4 – 􏷜2 – 11

􏷜  + c

تكامل جمع أو طرح دالتينقاعدة )4(

􏾙 g (􏷜) 􏷈􏷜􏾙 f (􏷜) 􏷈􏷜  ±􏾙 [ f (􏷜)  ±  g (􏷜) ] d 􏷜 =

 􏾙 h (􏷜) dx􏾙  f (􏷜) dx ± 􏾙 g (􏷜) dx ± ... ±􏾙 [ f (􏷜) ± g (􏷜) ± ... ± h (􏷜) ] dx =

يمكن�ك تعمي�م قاع�دة تكامل جمع أو طرح دالتين إلى أي ع�دد منته من الدوال ، ونعبر عن ذل�ك بأن تكامل المجموع 

الجبري لأي عدد منته من الدوال القابلة للتكامل هو المجموع الجبري لتكامل كل من  تلك الدوال :

تبسيط الدوال:

في  الق�وى  دال�ة   تكام�ل ضرب 

عدد ثابت 

 􏷏􏾙 􏷜n 􏷈􏷜􏾙 􏷏􏷜n 􏷈􏷜 =

تبسيط الدوال:

�قبل ايجاد التكام�ل لدالة ما أعد 

كتابة هذه الدالة بصورة مكافئة 

بحيث يمكنك اس�تعمال القواعد 

الأساسية للتكامل. 

إرشـاد

إرشـاد
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إذا كانت f (􏷜) = k (a􏷜 + b)n  فإن :

􏾙 k (a􏷜 + b)n 􏷈􏷜 = 􏷏
􏶑   

(􏶑􏷜  + b)n + 1

n + 1                 + c        ,        n ≠ –1  ,  a ≠ 0  ,  k , a , b , c , n ∈ ℝ 

نتيجة

استعمال الصورة العامة لتكامل دالة القوى مثال 3 :

أوجد التكامل غير المحدود فيما يلي :

a) 􏾙 8 (2􏷜  – 3)9 􏷈􏷜

􏾙 8 (2􏷜  – 3)9 􏷈􏷜	 = 8
2 × (2􏷜  – 3)9 + 1

9 + 1
                 + c

	 = 8
2  (2􏷜  – 3)10

10
 + c

	 = 2
5  (2􏷜  – 3)10 + c

b) 􏾙 5
(7 – 2􏷜)5            􏷈􏷜

􏾙 5
(7 – 2􏷜)5            􏷈􏷜	 = 􏾙 5 (7 – 2􏷜)–5 􏷈􏷜

	 = 5
–2  

(7 – 2􏷜)–5 + 1

–5 + 1  + c

	 = 5
8  (7 – 2􏷜)– 4 + c

c) 􏾙 (􏷜2 – 10􏷜  + 25)3 􏷈􏷜

􏾙 (􏷜2 – 10􏷜  + 25)3 􏷈􏷜	 = 􏾙 ((􏷜  – 5)2)3 􏷈􏷜

	 = 􏾙 (􏷜  – 5)6 􏷈􏷜

	 = 
(􏷜  – 5)6 + 1

6 + 1  + c

	 = 1
7  (􏷜  – 5)7 + c

تحقق
أوجد التكامل غير المحدود فيما يلي :

2B) 􏾙 2
3  𝑥  

    􏷈􏷜2A) 􏾙 7
􏷜–4   􏷈􏷜 

2D) 􏾙 2􏷜3 + 􏷜2

􏷜2            􏷈􏷜2C) 􏾙 (5􏷜3 – 2􏷜) 􏷈􏷜 

f (􏷜) = 􏷏   فإن :
􏶑   

(􏶑􏷜  + b)n + 1

n + 1                 + c  درست سابقا  كيفية ايجاد مشتقة دالة القوى فمثلا إذا كانت

 􏷈
􏷈􏷜 

 ( 􏷏
􏶑 (n + 1)  (a􏷜  + b)n + 1 + c )	= 􏷏

􏶑 (n + 1)             (n + 1) (a􏷜  + b)n ( a )

	 = k (a􏷜  + b)n

 a ≠ 0  ,  n  ≠ –1  ,  a , b , k , n ∈ ℝ   حيث

وبما أن التكامل هو العملية العكسية للتفاضل إذن يمكن تعميم قاعدة القوى لإيجاد التكامل غير المحدود عندما 

يكون المقدار المرفوع للأس دالة خطية.  
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d) 􏾙  5􏷜3 ( 2􏷜  + 3
􏷜         )

3 􏷈􏷜

􏾙 5􏷜3 ( 2􏷜+ 3
􏷜       )

3 􏷈􏷜	 = 􏾙 5􏷜3 (2􏷜+ 3)3

􏷜3           􏷈􏷜

	 = 􏾙 5 (2􏷜3 + 3)3 􏷈􏷜

	 = 5
2  (2􏷜  + 3)3 + 1

3 + 1
 + c

	 = 5
8  (2􏷜  + 3)4 + c

تحقق

كما يمكننا اس�تعمال قواعد التكامل غير المحدود  لإيجاد معادلة المنحنى بمعلومية دالة ميله  عند أي نقطة 

واقعة عليه. 

أوجد التكامل غير المحدود فيما يلي :

3B) 􏾙 2
3 (7 – 9􏷜)5              􏷈􏷜3A) 􏾙 5 (7􏷜 – 2)4 􏷈􏷜 

3D) 􏾙 3􏷜8 ( 5􏷜 – 4
􏷜        )

8 􏷈􏷜3C) 􏾙 7
9􏷜2 – 12􏷜+ 4

                   􏷈􏷜 

تحلیل العبارات التربیعیة:

l a2 ± 2ab + b2 = (a ± b)2

l a2 – b2 = (a – b) (a + b)

قوانین الأسس:

l (an)m = an m

l (ab)n = an.bn

l ( ab  )n = an

bn

إرشـاد

إرشـاد

إيجاد  معادلة المنحنى مثال 4 :

إذا كان منحنى الدالة g (x) يمر بالنقطة (5 , 1) ودالة ميله عند أي  نقطة عليه تعطى بالعلاقة

. g (x) فأوجد معادلة المنحنى  ،  g ′(x) = 4x3 – 3x2 + 1

g ′(x) الخطوة 1 :  أوجد تكامل الدالة

g ′(􏷜)	 = 􏾙 g (􏷜) 􏷈􏷜

	 = 􏾙 (4􏷜3 – 3􏷜2 + 1) 􏷈􏷜

	 =  4 􏷜
4

4  – 3 􏷜
4

3  + 􏷜  + c

	 = 􏷜4 – 􏷜3 + 􏷜  + c

الخطوة 2 : أوجد قيمة ثابت التكامل

 g (􏷜) بما أن منحنى الدالة يمر بالنقطة (5 , 1) نعوض في الدالة

                g (1)	= 5

(1)4 – (1)3 + 1 + c	 = 5

                     1 + c	= 5

                      c	 = 5 – 1 = 4

الخطوة 3 : اكتب معادلة المنحنى 

g (􏷜) = 􏷜4 – 􏷜3 + 􏷜  + 4

g (􏷜) = 􏷜4 – 􏷜3 + 􏷜 إذن معادلة المنحنى هي :   4 + 

 4( �إذا كان منحن�ى الدال�ة f (􏷜)  يم�ر بالنقط�ة (3 , 2) ودال�ة ميل�ه عن�د أي نقط�ة علي�ه تعط�ى بالعلاق�ة 

. f (􏷜) فأوجد معادلة المنحنى ، f ΄(􏷜) = 3􏷜2 + 2􏷜

تحقق
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تمارين 5-2

مثال 1

مثال 2

مثال 3

مثال 4

مسائل مهارات التفكير العليا

d وميل المنحنى عندما 􏷜 = 2  هو 12 –  وكان المنحنى يمر  بالنقطة (4 – , 2) ، فأوجد معادلة المنحنى. 2 y
d􏷜2  = – 6􏷜  29) �إذا علمت ان

́΄ f ، والنقطتان (5 , 0) , (0 , 1) تقعان على منحنى الدالة. (􏷜) = 2􏷜 إذا علمت أن  f (􏷜) 30) �أوجد

31) �إذا كان�ت معادل�ة مي�ل المماس للدالة f (􏷜)  ه�ي   f ′(􏷜)  = a􏷜 – 6  ,  a ∈ ℝ  وكان منحنى الدالة يمر بالنقطة (1 , 2) وميل المماس 

 .f (􏷜) للمنحنى عند هذه النقطة يساوي 4 ، فأوجد معادلة منحنى الدالة

أوجد التكامل غير المحدود فيما يلي :

4) 􏾙 1
􏷜2  􏷈􏷜3) 􏾙 􏷜

–2
7 􏷈􏷜 2) 􏾙 𝝅e5 􏷈􏷜 1) 􏾙 5    􏷈􏷜

8) 􏾙 1
𝑥  
    􏷈􏷜7) 􏾙 􏷜e + 1 􏷈􏷜6) 􏾙 3𝝅 􏷈􏷜 5) 􏾙 ( – log3 5) 􏷈􏷜  

أوجد التكامل غير المحدود فيما يلي :

10) 􏾙 
e3

5  𝑥2 
     􏷈􏷜9) 􏾙 1

2 􏷜5

12) 􏾙 (􏷜5 – 2  􏷜    – 3
􏷜2  )

 􏷈􏷜11) 􏾙 (5􏷜– 2 + 2􏷜) 􏷈􏷜

14) 􏾙 
–3
􏷜5   􏷈􏷜13) 􏾙 3􏷜2 + 1

􏷜4            􏷈􏷜

16) 􏾙 ( 􏷜    – 
3
􏷜2  )

 􏷈􏷜15) 􏾙 5􏷜      􏷈􏷜

18) 􏾙 
􏷜3 – 4􏷜 + 3  𝑥 

𝑥  
                        􏷈􏷜17) 􏾙 ( 

2
5􏷜6    + 1

5  𝑥  
    – 1) 􏷈􏷜 

أوجد التكامل غير المحدود فيما يلي :

20) 􏾙 6
9(5􏷜  + 2)3             􏷈􏷜19) 􏾙 – 4 (7􏷜  – 5)–5 􏷈􏷜

22) 􏾙 9􏷜5 ( 4􏷜 – 3
􏷜        )

5 􏷈􏷜21) 􏾙 􏷜
2 – 25
􏷜 – 5          􏷈􏷜

24) 􏾙 –3
12(4􏷜  – 3)

2
3

                 􏷈􏷜23) 􏾙 (2 3􏷜 + 7               )3 􏷈􏷜

26) 􏾙 7􏷜12 ( 5
􏷜 – 2)12  􏷈􏷜25) 􏾙 􏷜 – 1

𝑥  – 1
           􏷈􏷜

27) �إذا كان منحن�ى الدال�ة f (􏷜)  يم�ر بالنقط�ة (4 , 1)  ودالة ميله عند أي  نقطة عليه تعطى بالعلاق�ة f ΄(􏷜) = 2􏷜 – 3 ، فأوجد معادلة 

. f (􏷜) المنحنى

5  ودالة ميله عند أي نقط�ة عليه تعطى بالعلاقة
4

 = 􏷜 إذا علم�ت أن منحناه�ا يقطع محور الاحداثيات الأفقي عن�د  f (􏷜) 28) �أوج�د الدال�ة 

. f ΄(􏷜) = (1 – 􏷜(2
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تكامل دالة المقلوب ودالة الأس الطبيعي5-3
Integration of Reciprocal and Natural Logarithmic Functions

تمهيد

أفكار الدرس

المعايير:

المصطلحات:

ll الطبيعي اللوغاريتم  تعرف دال�ة 

 f على أنه�ا الدالة الأصلي�ة للدالة

. (􏷜) =  1
𝑥

ll المح�دود غري  التكام�ل  إيج�اد 

لمضاعفات دالة المقلوب ولتركيبات 

خطية منها . 

ll إيجاد التكام�ل غير المحدود لدالة

الأس الطبيعي. 

ll المح�دود غري  التكام�ل  إيج�اد 

لمضاعف�ات دال�ة الأس الطبيعي 

ولتركيبات خطية منها. 

دالة المقلوب

reciprocal function 
دالة الأس الطبيعي

natural logarithmic function

12A.10.2

 n = –1 وتم استثناء 􏾙 􏷜n 􏷈􏷜 = 
􏷜n + 1

n + 1          + c ,  n ≠ –1 درست سابقا قاعدة  تكامل دالة القوى وهي 

 من القاعدة لأنها تجعل مقام تكامل هذه الدالة يساوي صفرا وبالعودة لمشتقة دالة اللوغاريتم الطبيعي

f ΄(􏷜) = 1  وباستعمال مفهوم الدالة المقابلة  نجد أن  تكامل 
􏷜  = 􏷜–1  ,  􏷜 ≠ 0 فإن   f (􏷜) = ln􏷜  ,  􏷜 > 0 

دالة المقلوب (reciprocal function)  هو:

􏾙 1
􏷜 􏷈􏷜 = 􏾙 􏷜–1 􏷈􏷜 = ln | 􏷜 | + c 

ℝ+
 لاحظ أنه : تم وضع القيمة المطلقة لدالة اللوغاريتم الطبيعي لأن مجال دالة اللوغاريتم الطبيعي 

إذا كانت f (􏷜) = 􏷜–1   فإن : 

􏾙 􏷜–1 􏷈􏷜 = 􏾙 1
􏷜  􏷈􏷜 = ln| 􏷜 | + c    ,   c ∈ ℝ  ,  􏷜 ≠ 0 

أوجد التكامل غير المحدود فيما يلي : 

a) 􏾙 
–5
􏷜   􏷈􏷜

􏾙 
–5
􏷜   􏷈􏷜	 = –5 􏾙 

1
􏷜 􏷈􏷜

	 = –5 ln| 􏷜| + c

b) 􏾙 2􏷜 + 3
􏷜         􏷈􏷜

􏾙 2􏷜 + 3
􏷜         􏷈􏷜	 = 􏾙 ( 2􏷜

􏷜   + 3
􏷜 ) 􏷈􏷜

	 = 􏾙 2 􏷈􏷜 + 3 􏾙 
1
􏷜 􏷈􏷜

	 = 2􏷜 + 3 ln| 􏷜| + c

c) 􏾙 ( –3􏷜
􏷜2    + 8􏷜) 􏷈􏷜

􏾙 ( –3􏷜
􏷜2    + 8􏷜) 􏷈􏷜	 = 􏾙 –3􏷜

􏷜2    􏷈􏷜 + 8 􏾙 􏷜 􏷈􏷜 

	 = 􏾙 –3
􏷜   􏷈􏷜 + 8 􏾙 􏷜 􏷈􏷜 

	 = –3 ln| 􏷜| + 8 􏷜2

2    + c 

	 = –3 ln| 􏷜| + 4􏷜2 + c

تكامل دالة المقلوبقاعدة )5(

التكامل غير المحدود لدالة المقلوب مثال 1 :

تحقق

أوجد التكامل غير المحدود فيما يلي :

1C) 􏾙 ( 2􏷜2

􏷜3    – 6) 􏷈􏷜 1B) 􏾙 6􏷜 + 7
2􏷜         􏷈􏷜1A) 􏾙 4􏷜 –1 􏷈􏷜
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نتيجة

f (􏷜) = k  فإن : 
a􏷜 + b          إذا كانت

􏷜  ≠ – b
a     ,  a ≠ 0  ,  k , a , b , c ∈ ℝ k

a  ln | a􏷜  + b | + c  ,􏾙 k
a􏷜 + b       􏷈􏷜 =

استعمال الصورة العامة لتكامل دالة المقلوب مثال 2 :

أوجد التكامل غير المحدود فيما يلي :

a)  􏾙 3
5􏷜  – 7         􏷈􏷜

􏾙 3
5􏷜  – 7       􏷈􏷜 = 3

5 ln| 5􏷜 – 7 | + c

b)  􏾙 2
2 – 4􏷜       􏷈􏷜

􏾙 2
2 – 4􏷜       􏷈􏷜	 = 􏾙 2

2(1 – 2􏷜)
            􏷈􏷜

	 = 􏾙 1
1 – 2􏷜       􏷈􏷜

	 = 1
– 2 ln| 1 – 2􏷜 | + c

	 = – 1
2  ln| 1 – 2􏷜 | + c

c)  􏾙  2􏷜  + 7
􏷜  + 1

         􏷈􏷜

2􏷜 باستعمال القسمة المطولة أو القسمة التركيبية  + 7
􏷜  + 1

نعيد كتابة 

􏾙 2􏷜  + 7
􏷜  + 1

       􏷈􏷜	 = 􏾙 (2 + 5
􏷜  + 1

      ) 􏷈􏷜

	 = 􏾙 2 􏷈􏷜 + 􏾙 5
􏷜  + 1

     􏷈􏷜

	 = 2􏷜 + 5 ln| 􏷜 + 1| + c 

تحقق

أوجد التكامل غير المحدود فيما يلي :

2C) 􏾙 6􏷜 + 2
2􏷜  + 3          􏷈􏷜 2B) 􏾙 3

9 + 12􏷜          􏷈􏷜2A) 􏾙 5
4 – 2􏷜        􏷈􏷜

نعلم أن دالة الأس الطبيعي (natural logarithmic function) هي الدالة الأسية الوحيدة التي مشتقتها نفسها أي 

􏷈    وبالتالي فإن الدالة المقابلة لدالة الأس الطبيعي هي الدالة نفسها وبذلك :  
􏷈􏷜      (e􏷜) = e􏷜   أن

􏾙 e􏷜  􏷈􏷜 = e􏷜  + c    ,    c ∈ ℝ             

ويمكن تعميم القاعدة الس�ابقة لإيجاد التكامل غير المحدود عندما يكون المقام دالة خطية على الصورة  

       􏷈
􏷈􏷜      [ ln (a􏷜  + b) + c ] = a

a􏷜 + b         + 0 = a
a􏷜 + b            حيث  a􏷜  + b  ,  a ≠ 0

لاستخلاص النتیجة التالیة :
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  􏷈
􏷈􏷜      ( 1

k e
k􏷜  + c ) = ek􏷜  + 0 = ek􏷜   فإن   f (􏷜) = 1

k e
k􏷜  + c   أما الدالة  التي على الصورة

وبالتالي فإنه يمكن استنتاج  القاعدة 6 من قواعد التكامل غير المحدود بأخذ التكامل للطرفين  : 

􏷈    فينتج أن :
􏷈􏷜  􏿴 1

k e
k􏷜  + c 􏿷 􏷈􏷜 = 􏾙 ek􏷜  􏷈􏷜  

  􏾙 ek􏷜  􏷈􏷜 = 1
k  e

k􏷜  + c

إذا كانت f (􏷜) = ek􏷜 فإن : 

k ≠ 0  ,  c ∈ ℝ􏾙 ek􏷜 􏷈􏷜 = 1
k  e

k􏷜  + c   ,

تكامل دالة الأس الطبيعيقاعدة )6(

تكامل دالة الأس الطبيعي مثال 3 :

أوجد التكامل غير المحدود فيما يلي :

a)  􏾙 e 3􏷜  􏷈􏷜

􏾙 e 3􏷜  􏷈􏷜 = 1
3 e 3􏷜  + c

b)  􏾙 5    e –2􏷜  􏷈􏷜

􏾙 5    e –2􏷜  􏷈􏷜	 = 5    􏾙 e –2􏷜  􏷈􏷜

	 = 5   ( 1
–2  ) e –2􏷜  + c

	 = – 5  
2  e –2􏷜  + c

c)  􏾙 (4􏷜3 + 
2

e 2􏷜   – 2􏷜–1 ) 􏷈􏷜

􏾙 (4􏷜3 + 2
e 2􏷜   – 2􏷜–1) 􏷈􏷜	 = 􏾙 4􏷜3 􏷈􏷜 + 􏾙 2e –2􏷜 􏷈􏷜 – 􏾙 2

􏷜 􏷈􏷜

	 = 4 􏷜
4

4
 + 

2
–2  e –2􏷜  –  2 ln| 􏷜 | + c 

	 = 􏷜4 – e –2􏷜  –  2 ln| 􏷜 | + c 

تحقق

أوجد التكامل غير المحدود فيما يلي :

3C) 􏾙 (6 – 2
3

e 2􏷜  + 4
􏷜  ) 􏷈􏷜 3B) 􏾙 e ( ln 2 ) 􏷜  􏷈􏷜3A) 􏾙 e – 4􏷜  􏷈􏷜

 ويمك�ن تعمي�م القاع�دة الس�ابقة لإيج�اد التكام�ل غير المح�دود عندما يك�ون الأس دال�ة خطية عل�ى الصورة 

􏷈  لاستخلاص النتيجة التالية :  
􏷈􏷜     ( e

a􏷜  + b + c ) = aea􏷜  + b + 0 = aea􏷜  + b  : حيث أن   a􏷜  + b  ,  a ≠ 0 



الوحدة الخامسة: التكامل22

استعمال الصورة العامة لتكامل دالة الأس الطبيعي مثال 4 :

المتطابقات التربيعية :

(a ± b)2

= a2 ± 2ab + b2 

إرشـاد

a)  􏾙 3e 2 – 7􏷜  􏷈􏷜

􏾙 3e 2 – 7􏷜  􏷈􏷜	 = 
3
–7  e 2 – 7􏷜  + c

	 = – 3
7

 e 2 – 7􏷜  + c

أوجد التكامل غير المحدود فيما يلي :

b)  􏾙 (5e 2􏷜  – 1 + 4)2 􏷈􏷜

􏾙 (5e 2􏷜  – 1 + 4)2 􏷈􏷜	 = 􏾙 (25e 4􏷜  – 2 + 40e 2􏷜  – 1 + 16) 􏷈􏷜

	 = 
25
4  e 4􏷜  – 2 + 20e 2􏷜  – 1 + 16􏷜  + c

أوجد التكامل غير المحدود فيما يلي :

4C) 􏾙 􏷜
2 – 6􏷜3 e􏷜+1

􏷜3                   􏷈􏷜 4B) 􏾙 (3 – e 2􏷜  – 1) 􏷈􏷜4A) 􏾙 3    e 3 – 5􏷜  􏷈􏷜

تحقق

نتيجة

f (􏷜) = kea􏷜  فإن :   + b إذا كانت

a ≠ 0  ,  k , a , b , c ∈ ℝ k
a  ea􏷜  + b + c  ,􏾙 kea􏷜  + b 􏷈􏷜 =

ex – 1
e 2x + 1

e􏷜 – 1
e 2􏷜+1

e􏷜

e 2􏷜+1
1

e 2􏷜+1

1
–2

1
2

c)
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أحمد

􏾙 1 
4􏷜     􏷈􏷜 = 

1
4 ln| 4􏷜 | + c 

مثال 1

مثال 2

مثال 3

مثال 4

مسائل مهارات التفكير العليا

 􏾙 1  فأي منهما  إجابته صحيحة ؟ ولماذا ؟ 
4􏷜     􏷈􏷜 28) أوجد  كل من  أحمد ومحمد

أوجد التكامل غير المحدود فيما يلي :

3) 􏾙 ( 􏷜
2 + 􏷜 + 1 

𝑥  
              ) 􏷈􏷜 2) 􏾙 

5􏷜2 – 2􏷜
2􏷜2            􏷈􏷜 1) 􏾙 7

􏷜  􏷈􏷜

6) 􏾙 
􏷜 – 2

􏷜2 – 3􏷜 + 2               􏷈􏷜 5) 􏾙 􏷜 + 2
􏷜2 – 4

        􏷈􏷜 4) 􏾙 3  
2􏷜       􏷈􏷜  

أوجد التكامل غير المحدود فيما يلي :

9) 􏾙 3􏷜 + 1
􏷜  + 2          􏷈􏷜8) 􏾙 5

3 – 2􏷜        􏷈􏷜7) 􏾙 3
2􏷜  + 10

           􏷈􏷜

12) 􏾙 
􏷜 – 3
􏷜2 – 9         􏷈􏷜11) 􏾙 ( 9𝝅

3􏷜 – 7         – 􏷜3
   ) 􏷈􏷜10) 􏾙 ( –7

1 – 􏷜          + 2
􏷜 )  􏷈􏷜

أوجد التكامل غير المحدود فيما يلي :

15) 􏾙 􏿴 –2􏷜5 + 5
3e – 6􏷜       + 8

4􏷜   􏿷 􏷈􏷜14) 􏾙 e – 12 􏷜
 􏷈􏷜13) 􏾙 e 4􏷜  􏷈􏷜

18) 􏾙 􏿴 e – 2􏷜 + 3
6􏷜  + 3         􏿷 􏷈􏷜17) 􏾙 (1 – e􏷜)2 􏷈􏷜16) 􏾙 􏿴 e 𝑥  + 1

e – 1
     􏿷 􏷈􏷜

أوجد التكامل غير المحدود فيما يلي :

21) 􏾙 
1 + e 2􏷜

e 5􏷜        􏷈􏷜20) 􏾙 ( 5   e 2 – e 4􏷜  – 2 )  􏷈􏷜19) 􏾙 2e 5 – 3􏷜  􏷈􏷜

24) 􏾙 ( 3 – e 2􏷜) ( 2 + e 3 + 5􏷜)  􏷈􏷜23) 􏾙 ( 3   – e 2􏷜  + 3 )2
 􏷈􏷜22) 􏾙 (e 4􏷜  + 5 )3 􏷈􏷜

أوجد التكامل غير المحدود فيما يلي :

27) 􏾙 3􏷜e 2 + ln􏷜2  􏷈􏷜26) 􏾙 e 3􏷜 – 27
e􏷜 – 3
            􏷈􏷜25) 􏾙 􏷜

5 + 4􏷜4 + 3 
􏷜  – 4                    􏷈􏷜

محمد

􏾙 1 
4􏷜     􏷈􏷜 = 

1
4 ln| 􏷜 | + c 

تمارين 5-3
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أوجد كلا من التكاملات غير المحدودة التالية :

a) 􏾙 (3 cos 􏷜 – 5 sec2 􏷜) 􏷈􏷜

􏾙 (3 cos 􏷜 – 5 sec2 􏷜) 􏷈􏷜	 = 3 􏾙 cos 􏷜 􏷈􏷜 – 5 􏾙 sec2 􏷜 􏷈􏷜

	 = 3 sin 􏷜 – 5 tan 􏷜 + c

مثال 1 :

تمهيد
معتم�دا على ما  درس�ته في وحدة التفاضل وعل�ى فكرة أن عملية التكامل هي عك�س عملية التفاضل  وعلى 

اعتبار أن  c ∈ ℝ  أكمل ما يأتي : 

􏷈y
􏷈􏷜  ( – cos 􏷜 + c )	= 		  ,  􏾙 sin 􏷜 􏷈􏷜 = 

􏷈y
􏷈􏷜  ( sin 􏷜 + c )	 = 		  ,  􏾙 cos 􏷜 􏷈􏷜 =

􏷈y
􏷈􏷜  ( tan 􏷜 + c )	 = 		  ,  􏾙 sec2 􏷜 􏷈􏷜 =

من خلال إجابتك يمكنك استنتاج  قواعد تكامل الدوال المثلثية الأساسية.

إذا كانت f (􏷜) = sin 􏷜   فإن :

􏾙 sin 􏷜 􏷈􏷜 = – cos 􏷜 + c   ,   c ∈ ℝ

تكامل الدوال المثلثية5-4
Integration of  Trigonometric Functions

أفكار الدرس

المعايير:

المصطلحات:

ll المح�دود غير  التكام�ل  إيج�اد 

لمضاعفات ال�دوال المثلثي�ة الاتية 

 sin 􏷜 , cos 􏷜 , sec2 􏷜
ولتركيبات خطية منها.

ll إيجاد التكامل غير المحدود لدوال 

مثلثي�ة باس�تعمال المتطابق�ات 

المثلثية الأساسية.

دالة مثلثية

 trigonometric function

12A.10.2

تمهيد

قاعدة )7(

قاعدة )8(

قاعدة )9(

sin 􏷜 تكامل

cos 􏷜 تكامل

sec2 􏷜 تكامل

إذا كانت f (􏷜) = cos 􏷜   فإن :

􏾙 cos 􏷜 􏷈􏷜 = sin 􏷜 + c   ,   c ∈ ℝ

إذا كانت f (􏷜) = sec2 􏷜   فإن :

􏾙 sec2 􏷜 􏷈􏷜 = tan 􏷜 + c   ,   c ∈ ℝ

استعمال قواعد التكامل غير المحدود 
للدوال المثلثية الأساسية
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تحقق

أوجد كلا من التكاملات غير المحدودة التالية:

1A) 􏾙)(5 – 4sec2 􏷜) 􏷈􏷜			   1B) 􏾙)cos2 􏷜 – 3 cos 􏷜 + 2
cos 􏷜 – 1 

                           􏷈􏷜

b) 􏾙 9 – sin2 􏷜 
sin 􏷜  – 3 

             􏷈􏷜

􏾙 9 – sin2 􏷜 
sin 􏷜  – 3 

             􏷈􏷜	 = 􏾙 (3 – sin 􏷜) (3 + sin 􏷜)
–1 (3 – sin 􏷜) 

                               􏷈􏷜

	 = 􏾙 –1 (3 + sin 􏷜) 􏷈􏷜

	 = 􏾙 (–3 – sin 􏷜) 􏷈􏷜

	 = –3􏷜 + cos 􏷜 + c

قاعدة )10(

قاعدة )11(

f(x) = k sin (ax + b) تكامل الدالة

ويمكن تعميم قواعد التكامل للدوال المثلثية الأساسية لإيجاد التكامل غير المحدود عندما تكون الزاوية دالة خطية 

على الصورة a􏷜 + b  ,  a ≠ 0  حيث أن : 

􏷈
􏷈􏷜  cos (a􏷜 + b) = – a sin (a􏷜 + b)

Ñ  􏾙 – a sin (a􏷜 + b) 􏷈􏷜 = cos (a􏷜 + b) + c1

Ñ  – a 􏾙 sin (a􏷜 + b) 􏷈􏷜 = cos (a􏷜 + b) + c1

–  a وبقسمة الطرفين على

Ñ  􏾙 sin (a􏷜 + b) 􏷈􏷜 = – 1 
a cos(a􏷜 + b) + 

c1 
a  

وبشكل عام فإن :

􏾙 k sin (a􏷜 + b) 􏷈􏷜 = k 􏾙 sin (a􏷜 + b) 􏷈􏷜 = – k 
a cos (a􏷜 + b) + c

إذا كانت f (􏷜) = k cos (a􏷜 + b)   فإن :

􏾙 k cos (a􏷜 + b) 􏷈􏷜 = k 
a   sin (a􏷜 + b) + c

f(x) = k cos (ax + b) تكامل الدالة

إذا كانت f (􏷜) = k sin (a􏷜 + b)   فإن :

􏾙 k sin (a􏷜 + b) 􏷈􏷜 = – k 
a   cos (a􏷜 + b) + c

وبالمثل يمكن تطبيق الخطوات السابقة لاستنتاج القاعدتين التاليتين :

 k , a , b , c ∈ ℝ  ,  a ≠ 0  حيث

 k , a , b , c ∈ ℝ  ,  a ≠ 0  حيث

تكامل الدالة f(x) = k sec2 (ax + b)قاعدة )12(

 k , a , b , c ∈ ℝ  ,  a ≠ 0  حيث

إذا كانت f (􏷜) = k sec2 (a􏷜 + b)   فإن :

– k 
a  tan (a􏷜 + b) + c􏾙 k sec2 (a􏷜 + b) 􏷈􏷜 =
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استعمال الصورة العامة لتكامل الدوال المثلثية الأساسيةمثال 2 :

أوجد كلا من التكاملات غير المحدودة التالية :

a) 􏾙 5 cos (13􏷜 – 𝝅) 􏷈􏷜
5 
13  sin (13􏷜 – 𝝅) + c􏾙 5 cos (13􏷜 – 𝝅) 􏷈􏷜 =

b) 􏾙 (3 sin (9􏷜 + 1) + 2􏷜3 ) 􏷈􏷜

+ 􏾙 2􏷜 3 􏷈􏷜= 􏾙 3 sin (9􏷜 + 1) 􏷈􏷜􏾙 (3 sin (9􏷜 + 1) + 2􏷜3 ) 􏷈􏷜

= – 3 
9  cos (9􏷜 + 1) + 2 

4 􏷜 4 + c

= – 1 
3  cos (9􏷜 + 1) + 1 

2 􏷜 4 + c

c) 􏾙 (6 sin (3􏷜) – 2 sec2 (2􏷜 – 5)) 􏷈􏷜

– 􏾙 sec2 (2􏷜 – 5) 􏷈􏷜= 􏾙 6 sin (3􏷜) 􏷈􏷜􏾙 (6 sin (3􏷜) – 2 sec2 (2􏷜 – 5)) 􏷈􏷜

= – 6 
3  cos 3􏷜 – 2 

– 2  tan (2􏷜 – 5) + c

= –2 cos (3􏷜) + tan (2􏷜 – 5) + c

تحقق

أوجد كلا من التكاملات غير المحدودة التالية :

2A) 􏾙 7 sin (5 – 2􏷜) 􏷈􏷜			   2B)) 􏾙 􏿴4 sec2 (7 – 12􏷜) – 3
4􏷜2 

    􏿷 􏷈􏷜

2C) 􏾙 4 cos (8􏷜) – cos (3􏷜 – 2) 􏷈􏷜

استعمال المتطابقات المثلثية في إيجاد التكاملمثال 3 :

أوجد كلا من التكاملات غير المحدودة التالية :

a) 􏾙 (3 cos 􏷜 – 1
cos2 􏷜 

      ) 􏷈􏷜

= 􏾙 3 cos 􏷜 􏷈􏷜 – 􏾙 1
cos2 􏷜 

       􏷈􏷜􏾙 (3 cos 􏷜 – 1
cos2 􏷜 

      ) 􏷈􏷜

= 􏾙 3 cos 􏷜 􏷈􏷜 – 􏾙 sec2 􏷜 􏷈􏷜

= 3 sin 􏷜 – tan 􏷜 + c

 كما يمكنك تبسيط بعض العبارات التي تحوي دوال مثلثية باستعمال  المتطابقات المثلثية لإيجاد التكامل 

غير المحدود لها.

المتطابقات المثلثية 
الأساسية:

csc 􏷜 = 1
sin 􏷜     , sin 􏷜 ≠ 0

sec 􏷜 = 1
cos 􏷜     , cos 􏷜 ≠ 0

cot 􏷜 = 1
tan 􏷜     , tan 􏷜 ≠ 0

cos2 􏷜 + sin2 􏷜 = 1

tan2 􏷜 + 1 = sec2 􏷜

cot2 􏷜 + 1 = csc2 􏷜

إرشـاد

b) 􏾙 1 + cos2 􏷜
1 – sin2 􏷜               􏷈􏷜

= 􏾙  1 + cos2 􏷜
cos2 􏷜              􏷈􏷜􏾙 

1 + cos2 􏷜
1 – sin2 􏷜               􏷈􏷜

= 􏾙  1
cos2 􏷜         􏷈􏷜 + 􏾙  cos2 􏷜

cos2 􏷜         􏷈􏷜

= 􏾙 sec2 􏷜 􏷈􏷜 + 􏾙 1 􏷈􏷜

= tan 􏷜 + 􏷜 + c
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تحقق

تحقق

أوجد كلا من التكاملات غير المحدودة التالية :

3A) 􏾙 tan 􏷜 cos 􏷜 􏷈􏷜			   3B)) 􏾙 cos2 􏷜 + sin2 􏷜
csc (3􏷜 – 2)                     􏷈􏷜

3C) 􏾙 sec (5 – 7􏷜) cos (5 – 7􏷜) 
1 – sin2 (5 – 7􏷜)                                        􏷈􏷜

4) �أوج�د الدال�ة 􏷊(􏷜)   إذا علم�ت أن منحناها يمر بالنقط�ة (2 , 0) وميل منحناها عن�د أي نقطة عليه يعطى 

    f ΄(􏷜) = 2 cos 􏷜 + sin 􏷜  بالعلاقة

معادلة منحنى دالة مثلثيةمثال 4 :

تعلم�ت س�ابقا كيفية إيجاد معادل�ة المنحنى إذا علمت دالة ميل�ه ونقطة تمر به وبنف�س الطريقة يمكنك إيجاد 

معادلة المنحنى لدالة مثلثية.

c) 􏾙 (sec2 (2􏷜 – 1) – tan2 (2􏷜 – 1) ) 
csc (1 – 2􏷜)                                            􏷈􏷜

􏾙 (sec2 (2􏷜 – 1) – tan2 (2􏷜 – 1) ) 
csc (1 – 2􏷜)                                            􏷈􏷜

= 􏾙 (sec2 (2􏷜 – 1) – (sec2 (2􏷜 – 1) –1) 
csc (1 – 2􏷜)                                                   􏷈􏷜

= 􏾙 (sec2 (2􏷜 – 1) – sec2 (2􏷜 – 1) + 1 
csc (1 – 2􏷜)                                                􏷈􏷜

= 􏾙 
1 

csc (1 – 2􏷜)                  􏷈􏷜

= 􏾙 sin (1 – 2􏷜) 􏷈􏷜

= – 1 
– 2 cos (1 – 2􏷜) + c

= 1 
2  cos (1 – 2􏷜) + c

 𝝅) وميل منحناها عند أي نقطة عليه
2 

أوجد الدالة f (􏷜)  إذا علمت أن منحناها يمر بالنقطة (0 ,

f ΄(􏷜) = – 6 sin2􏷜 يعطى بالعلاقة

f ΄(􏷜) الخطوة 1 :  أوجد تكامل الدالة

f (􏷜) = 􏾙 􏷊΄(􏷜) 􏷈􏷜 = 􏾙 – 6sin2􏷜 d􏷜 

f (􏷜)	= – 6 
2   (– cos 2􏷜) + c

	 = 3 cos 2􏷜 + c

الخطوة 2 : أوجد قيمة ثابت التكامل

  f (􏷜) نعوض في الدالة ( 𝝅 
2 

وبما أن منحنى الدالة يمر بالنقطة  (0 , 

f ( 𝝅 
2 

) = 0

3 cos (2 ( 𝝅 
2 

 ) ) + c = 0

3 (–1) + c = 0
–3 + c = 0
c = 3

الخطوة 3 : اكتب معادلة المنحنى
Ñ  f (􏷜) = 3 cos 2􏷜 + 3

􏷊(􏷜) = 3 cos 2􏷜 + 3  : إذن معادلة المنحنى هي 
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مثال 1

مثال 2

مثال 3

مثال 4

تمارين 5-4

أوجد كلا من التكاملات غير المحدودة التالية :

1) 􏾙 (–2 sin 􏷜 + 1 
2  cos 􏷜 + 3 

􏷜 ) 􏷈􏷜			   2)) 􏾙 (sec 􏷜 – 5) (sec 􏷜 + 5) 􏷈􏷜

3) 􏾙 sin2 􏷜 + 5 sin 􏷜 – 6 
sin 􏷜 – 1                              􏷈􏷜				    4) 􏾙 1 – sec2 􏷜

1 + sec2 􏷜               􏷈􏷜

أوجد كلا من التكاملات غير المحدودة التالية :

5) 􏾙 5 cos (3􏷜 – 2) 􏷈􏷜					     6)) 􏾙 (2 sin (10􏷜 – 1) + e 2􏷜) 􏷈􏷜

7) 􏾙 􏿴2 sec2 3􏷜 – 4 sin (5 – 2􏷜)􏿷 􏷈􏷜	 		  8) 􏾙 􏿴 􏷜  + cos (3 – 4􏷜)􏿷 􏷈􏷜

9) 􏾙 cos2 (2􏷜 – 1) – 4
cos (2􏷜 – 1) + 2                         􏷈􏷜					    10) 􏾙 sec2 (2􏷜) – 3 sec (2􏷜) + 4

sec (2􏷜) – 4                                     􏷈􏷜	

أوجد كلا من التكاملات غير المحدودة التالية :

11) 􏾙 3 sin 􏷜 csc 􏷜 􏷈􏷜					     12)) 􏾙 (5 cos2 􏷜 + 5 tan2 􏷜 cos2 􏷜) 􏷈􏷜

13) 􏾙 􏿴4 +  tan2 (2 – 9􏷜)􏿷 􏷈􏷜	 			   14) 􏾙 􏿴2 sec2 (3􏷜 – 2) + tan2 (3􏷜 – 2) 􏿷 􏷈􏷜

15) 􏾙 􏿴 cos 3􏷜 
cot 3􏷜           + 2 sin 3􏷜􏿷 􏷈􏷜				    15) 􏾙 􏿴csc2 (5􏷜 – 3) – cot2 (5􏷜 – 3) 􏿷 􏷈􏷜	

بالعلاق�ة يعط�ى  علي�ه  نقط�ة  أي  عن�د  منحناه�ا  ومي�ل   (0 , 1) بالنقط�ة  يم�ر  منحناه�ا  أن  علم�ت  إذا   􏷊(􏷜) الدال�ة   17) �أوج�د 

 􏷊΄(􏷜) = –3 – 3 sin 3􏷜  

 𝝅 ) ومي�ل منحناه�ا عن�د أي  نقط�ة علي�ه يعط�ى بالعلاق�ة
6 

 , 1 
3

) 􏷊(􏷜) إذا علم�ت أن منحناه�ا يم�ر بالنقط�ة  الدال�ة   18) �أوج�د 

  􏷊΄(􏷜) = 6 sin 3􏷜 – 2 cos 3􏷜  

􏾙 sin2 􏷜 
1– cos 􏷜            􏷈􏷜  19) أوجد

􏾙 e 5 – ln cos2􏷜 􏷈􏷜  20)  أوجد

􏷊΄(􏷜) فأوجد الدالة ، 􏷜 = 𝝅 
2 

́΄􏷊  وكان للدالة قيمة صغرى محلية قيمتها   2–   عند   (􏷜) = – 4 cos 2􏷜 21) �إذا كان

́΄􏷊  وكانت النقطة  (􏷜) = sin 2􏷜   ,   0 # 􏷜 < 𝝅 
22) �أوجد الدالة 􏷊(􏷜) إذا كان ميل منحناها عند أي  نقطة عليه يعطى بالعلاقة  2

 , 0 ) نقطة حرجة للدالة.
1 
2 )

مسائل مهارات التفكير العليا



29 5-5: التكامل المحدود

􏷊(􏷜) = 2􏷜  الشكل المجاور يمثل منحنى الدالة

من الشكل المجاور أجب عما يلي : 

    ABC أوجد مساحة المثلث  •

F (􏷜) = 􏾙 2􏷜 􏷈􏷜  حيث  F (􏷜) أوجد الدالة  •

       F (2) – F (0) أوجد  •

إن إجابتك الصحيحة على الأسئلة السابقة تبين لك أن

F (2) – F (0)  تساوي مساحة المثلث المحصور بين  

منحنى الدالة 􏷊(􏷜) ومحور السينات في الفترة [2 , 0]  

ويسمى F (2) – F (0)  بالتكامل المحدود (the definite integral) للدالة 􏷊(􏷜) ويكتب على الصورة   

􏾙
0

2
 􏷊(􏷜) 􏷈􏷜

مما سبق نلاحظ أن التكامل المحدود لا يتضمن ثابت التكامل c وذلك لأن :

إذا كان�ت الدال�ة 􏷊(􏷜) متصلة على الفترة [a , b] وكانت F (􏷜)  ه�ي الدالة المقابلة للدالة 􏷊(􏷜) على 

الفترة [a , b] فإن التكامل المحدود للدالة 􏷊(􏷜) على هذه الفترة هو :

􏾙
a

b
 􏷊(􏷜) 􏷈􏷜 = [ F (􏷜) ]a

b
 = F (b) – F (a)

التكامل المحدود5-5
The Definite Integral

أفكار الدرس

المعايير:

المصطلحات:

ll تع�رف مفهوم التكام�ل المحدود

للدوال وإيجاد قيمته.

ll تعرف خصائص التكامل المحدود

للدوال واستعمالها.

التكامل المحدود

 the definite integral

12A.10.3

􏾙
a

b
 􏷊(􏷜) 􏷈􏷜 = [ F (􏷜) + c ]a

b
 = [F (b) + c ] – [F (a) + c ] = F (b) – F (a)

  􏾙
a

b
 􏷊(􏷜)  􏷈􏷜  يقرأ

التكامـل المحـدود للدالـــة 

􏷊(􏷜)  مــن  􏷜 = a  إلــى
للمتغي�ر  بالنس�بة   􏷜 = b
􏷜  ونس�مي a  الحد الس�فلي 
العل�وي  الح�د   b للتكام�ل، 

للتكامل.

قراءة الرياضيات

استعمال التكامل المحدودمثال 1 :

أوجد قيمة التكامل المحدود فيما يلي :

a) 􏾙
1

3
 (6􏷜2 + 4􏷜) 􏷈􏷜

= [ 2􏷜3 + 2􏷜2 ]1
3􏾙

1

3
 (6􏷜2 + 4􏷜) 􏷈􏷜

= (2 × 33 + 2 × 32) – (2 × 13 + 2 × 12)
= (54 + 18) – (2 + 2)
= 72 – 4 = 68

b) 􏾙
0

1
 e 2 – 2􏷜 􏷈􏷜

= [ – 1 
2  e 2 – 2􏷜 ]0

1􏾙
0

1
 e 2 – 2􏷜 􏷈􏷜

= 􏿴– 1 
2 e 2 – 2 ×  1􏿷 – 􏿴– 1 

2 e 2 – 2 × 0􏿷

= ( – 1 
2  e 0 ) – ( – 1 

2  e 2 )

= – 1 
2  + 1 

2  e 2 ≅ 3.2

تمهيدتمهيد

تعريف التكامل المحدودمفهوم

-1

-1 1 2

1

2

3

4

0
C

A(2 , 4)

B

y

x
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c) 􏾙
2

6
 1 

2􏷜 – 3   􏷈􏷜

= 􏾙
2

6
  1 

2

1 
(2􏷜 – 3 )

 􏷈􏷜􏾙
2

6
 1 

2􏷜 – 3   􏷈􏷜

= 􏾙
2

6
 ( 2􏷜 – 3)

–1 
2 􏷈􏷜

= [ 1 
2  (2􏷜 – 3 )– 1 

2 +1 
– 1 

2  + 1
 ]2

6

= [ 1 
2  (2􏷜 – 3 ) 1 

2

1 
2  

]2
6

= [ (2􏷜 – 3)
1 
2 ]2

6

= (2 × 6 – 3)
1 
2  – (2 × 2 – 3)

1 
2

= 3 – 1 = 2

c) 􏾙
𝝅 
3

𝝅 
6

 sin (3􏷜) 􏷈􏷜

= [ – 1 
3  cos 3􏷜 ]

π 
3
𝝅 
6

􏾙
𝝅 
3

𝝅 
6

 sin (3􏷜) 􏷈􏷜

= 􏿴– 1 
3  cos (3 × π 

6 )􏿷 – 􏿴 – 1 
3  cos (3 × π 

3 )􏿷

= – 1 
3  cos π 

2  + 1 
3  cos π = 0 – 1 

3  = – 1 
3

دائمًا يكون كل من حدي 

التكام�ل المحدود للدوال 

المثلثية مقاس�اً بالتقدير 

يذك�ر  ل�م  م�ا  الدائ�ري 

غير ذلك.

تنبيـه

تحقق

أوجد قيمة التكامل المحدود فيما يلي :

1A) 􏾙
1

2
 (3􏷜2 – 2􏷜) 􏷈􏷜			   1B)) 􏾙

0

1
  e 3􏷜 􏷈􏷜

1C) 􏾙
1

4
 1 

3􏷜 – 43   􏷈􏷜			   1D) 􏾙
0

𝝅 
2
 cos 􏷜 􏷈􏷜	

هناك خصائص مهمة للتكامل المحدود تساعد في تسهيل حسابه لبعض الدوال في كثير من الحالات، ومن هذه 

الخصائص:

خاصية ) 1 (   

􏾙
a

a
 􏷊(􏷜) 􏷈􏷜 = 0    فإن    􏷜 = a  إذا كانت الدالة معرفة عند

خاصية ) 2 (   

إذا كانت الدالة 􏷊(􏷜) قابلة للتكامل على الفترة [ a , b ] فإن : 

 􏾙
a

a
􏷊(􏷜) 􏷈􏷜 = – 􏾙

a

a
 􏷊(􏷜) 􏷈􏷜

خاصية ) 3 (  

􏾙
a

b
 k 􏷈􏷜 = k ( b – a )   ,  k ∈ ℝ
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تحقق

􏾙
5

5
 (2􏷜2 – 3)3 􏷈􏷜  2)  أوجد قيمةA

􏾙
3

5
 (3􏷜2 – 2) 􏷈􏷜 فأوجد ،  􏾙

5

3
 (3􏷜2 – 2) 􏷈􏷜 = – 94 2)  إذا كانB

 􏾙
–2

15
 10 􏷈􏷜  2)  أوجد قيمةC

a فأوجد قيمة ، 􏾙
3

9
 4a 􏷈􏷜 = – 12 , a ∈ ℝ  2)  إذا كانD

استعمال خواص التكامل المحدودمثال 2 :

􏾙
3

3
 x2 + 13  dx  أوجد قيمة (a

􏾙
3

3
 􏷜2 + 13  􏷈􏷜 = F (3) – F (3) = 0

  􏾙
4

1
 f (x) dx  فأوجد   􏾙

1

4
 f (x) dx = 3 

5 b) إذا كان 

􏾙
4

1
 􏷊(􏷜) 􏷈􏷜	 = – 􏾙

1

4
 􏷊(􏷜) 􏷈􏷜

	 = – 3 
5

  􏾙
1

6
 8 dx  أوجد قيمة (c

􏾙
1

6
 8 􏷈􏷜 = 8 (6 – 1) = 40

  b أوجد قيمة  􏾙
–2

4
 3b dx = 54 , b ∈ ℝ إذا كان (d

Ö  􏾙
–2

4
 3b 􏷈􏷜 = 54

Ñ  3b 􏿴4 – (–2)􏿷 = 54    ⇒    18 b = 54    ⇒    b = 3 

خاصية ) 4 (   

إذا كانت الدالة 􏷊(􏷜)  قابلة للتكامل على فترة مغلقة تنتمي إليها الأعداد a , b , c  فإن : 

 􏾙
a

c
 􏷊(􏷜) 􏷈􏷜 = 􏾙

a

b
 􏷊(􏷜) 􏷈􏷜 + 􏾙

b

c
 􏷊(􏷜) 􏷈􏷜
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استعمال خواص التكامل المحدود

استعمال خواص التكامل  المحدود

مثال 3

مثال 4

∫5

1
 f (x) dx 9∫ ، فأوجد

5
 f (x) dx = – 21, ∫9

1
 f (x) dx = 13 إذا كان

∫9

1
 f (x) dx = ∫5

1
 f (x) dx + ∫9

5
 f (x) dx

13	 = ∫5

1
 f (x) dx + (–21)

∫5

1
 f (x) dx = 13 + 21 = 34

 ∫2

0
 (x2 – 9) dx < 0    : دون حساب قيمة التكامل بين أن

x2 – 9 أوجد أصفار الدالة •
x2 – 9 = 0

x2	 = 9
x	 = ± 3

• ابحث في  إشارة المقدار الجبري x2 – 9 في [2 ,0]

• حدد إشارة التكامل:

من إشارة الدالة نلاحظ أن  x2 – 9 < 0 لجميع قيم  x  في  [2 ,0] 

∴ ∫2

0
 (x2 – 9) dx < 0

∫5

0
 f (x) dx 5∫ ، فأوجد

3
 f (x) dx = 11, ∫3

0
 f (x) dx = –2 3(  إذا كانA

∫4

0
 f (x) dx 6∫ ، فأوجد

4
 f (x) dx = 2.5, ∫6

0
 f (x) dx = –8 3(  إذا كانB

 ∫4

2
 (x2 – 1) dx > 0   : َّ4(  دون حساب قيمة التكامل بين أن

تحقق

تحقق

إرشـاد

 b لا يشترط في الخاصية 4 أن تقع

بي�ن a, c لذلك يمكن كتابتها على 

الصورة التالية :

∫b

a
 f (x) dx = 

∫c

a
 f (x) dx + ∫b

c
 f (x) dx

ففي المث�ال 3 يمك�ن أن يتم الحل 

كما يلي  :

∫5

1
 f (x) dx

= ∫9

1
 f (x) dx + ∫5

9
 f (x) dx

=      13       +     21 = 34

إرشـاد

إشارة المقادير التربيعية

المقاديـ�ر  إش�ـارة  لتحدي�د 

التربيعية على الصورة 

ax2 + bx + c

عل�ى خط الأعداد ف�إن للمقدار 

إشارة a دائمًا إلّا بين الجذرين

–3 2 3

++ ++ ++ ++ ++ ++ ------- -

0

يمكننا حساب التكامل المحدود لدالة القيمة المطلقة على فترة ما، بإعادة تعريف هذه الدالة في  صورة دالة متعددة 

التعريف ومن ثم إجراء عملية التكامل مع استعمال الخاصية 4 إن لزم الأمر .

خاصية ) 5 (   

• إذا كانت الدالة f (x)  قابلة للتكامل على الفترة f (x) ≥ 0 ، [a, b]  لكل x ∈ [a, b] فإن :

∫b

a
 f (x) dx ≥ 0

• إذا كانت الدالة f (x)  قابلة للتكامل على الفترة f (x) ≤ 0 ، [a, b]  لكل x ∈ [a, b] فإن :

∫b

a
 f (x) dx ≤ 0
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 ∫8

1
 | x – 6 | dx  أوجد قيمة

• اجعل ما بداخل رمز القيمة المطلقة يساوي الصفر ، ثم حل المعادلة 

x – 6 = 0   ⇒   x = 6

• عين صفر المعادلة على خط الأعداد ثم حدد الاشارة على جانبيه .

x = 6 أعد تعريف دالة القيمة المطلقة حول •

• عين حدي التكامل على خط الأعداد السابق.

 ∫8

1
 | x – 6 | dx  استعمل تعريف دالة المطلق والخاصية 4 في إيجاد •

  ∫8

1
 | x – 6 | dx = ∫6

1
 (6 – x) dx + ∫8

6
 (x – 6) dx

	 = 􏿮6x – 1
2  x2􏿱 + 

6

1
􏿮 1

2  x2 – 6x􏿱 
6

8

= 􏿮􏿴6 × 6 – 1
2  × 62􏿷 – 􏿴6 × 1 – 1

2  × 12􏿷􏿱 + 􏿮􏿴 1
2  × 82 – 6 × 8􏿷 – 􏿴 1

2  × 62 – 6 × 6􏿷􏿱

= (18 – 5.5) + (–16 + 18) = 14.5

تكامل دالة القيمة المطلقة مثال 5

+ + ++ + +------- -

6– (x – 6) = 6 – x x – 6

+ + ++ + +------- -

6 81 6 – x x – 6

x – 6	 , x ≥ 6

– (x – 6)	 , x < 6
􏿼

5 A(  ∫5

0
 | 3 – x | dx

أوجد قيمة كل مما يلي:

5 B(  ∫2

0
 | 3 – x | dx

تحقق

| x – 6 | = 
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تمارين 5-5

أوجد قيمة التكامل المحدود في كل مما يأتي  :مثال 1

1) ∫3

1
 (2x – 5) dx	 2) ∫1

0
 e2x – 3 dx

3) ∫3

2
 2
4x – 1

 dx	 4) ∫
𝝅
4

0
 (sin (4x + 1) –  sec2 x) dx

5) ∫2

0
 (2x – 1)2 dx	 6) ∫1

0
(3x + e2 – 5x) dx

7) ∫2

0
 8x + 1

2x + 1
 dx	 8) ∫

𝝅
4

0
 cot 2x sin 2x dx

أوجد قيمة كل مما يأتي :مثال 2

9) ∫–5

–5
 2x + 1  dx	 10) ∫1

1
 3

x3  dx

∫0

8
  􏷜

𝑥2 + 1 
 dx فأوجد قيمة ، ∫

0

8  􏷜
𝑥2 + 1 

 dx = 2 11) �إذا كان

∫𝝅
0
 tan x cos x dx فأوجد قيمة ، ∫

0

𝝅
 tan x cos x dx = 2 12) �إذا كان

13) أوجد قيمة :

a) ∫102

2
 – 11 dx	 b)  ∫23

4
 cos π dx

b 3 + 2∫ ، فأوجد قيمةb

1 + b
 5 dx = 40 , b ∈ ℝ   14) إذا كان

5∫مثال 3

1
 f (x) dx 1∫، فأوجد

0
 f (x) dx = – 2 , ∫5

0
 f (x) dx = 1 15) إذا كان

∫–2

3
 f (x) dx 3∫، فأوجد

1
 f (x) dx = – 6 , ∫1

–2
 f (x) dx = 2 16) إذا كان

-1

دون حساب قيمة التكامل بين أن :مثال 4

17) ∫1

–1
 (x2 – 4) dx < 0	 18) ∫3

–3
 (16 – x2) dx > 0

19) �بالاستعانة بالشكل المجاور الذي يمثل منحنى الدالة f (x)  المتصلة على 

الفترة ]6 , 0[ ،  أجب عن ما يأتي :

3∫ ، ولماذا ؟

1
 f (x) dx ما إشارة •

6∫ ، ولماذا ؟

3
 f (x) dx ما إشارة •

-1
-2
-3

0

1
2

1 3 4 5 6 7 8 9

y

x2
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أوجد قيمة كل من التكاملات التالية :مثال 5

20) ∫5

2
 | 6x – 2 | dx	 21) ∫0

–1
 | 2 – x | dx	 22) ∫3

0
 x2 – | x – 1 | dx

∫3

1
 f ΄ (x) dx يمر بالنقطتين (4 ,3) ,(6 ,1) ، فأوجد  f (x) 23) إذا كان منحنى الدالة

∫ ، فما قيمة a ؟
a2 – 5a

– 6  f  (x) dx = 0 dx ; f (x) > 0 24) إذا كان

∫ ، فما قيمة k ؟
k

0  x (1 – x) dx = – 4.5 25) إذا كان

∫ ، فما قيمة a ؟
2

a  2a dx  = – 30 , a ∈ ℝ  26) إذا كان

4∫ ، فأوجد كلا من التكاملات  الآتية :

2
 dx = 2 , ∫4

2
 x dx = 6 , ∫4

2
 x3 dx = 60 27) إذا كان

a) ∫2

4
 x dx	 b) ∫4

2
 (x3 + 4) dx	 c) ∫4

2
 (6 + 2x – x3) dx

 = f (x) ،  فأوجد :
| x – 2 |	 , x < 0

x + 2	 , x ≥ 0
􏿼 28) إذا كان 

a) ∫0

–2
 f (x) dx	 b) ∫2

–2
 f (x) dx	 c) ∫6

–4
 f (x) dx

مسائل مهارات التفكير العليا

∫1

0
 f (x) dx = 4 ,  f (0) = 1 : 29) أوجد كثيرة الحدود f (x)  من الدرجة الأولى بحيث أنَّ

∫9

5
 (4 f (x) – 1) dx  2∫ ، فأوجد

9
 (2 f (x) + 3) dx = –17 , ∫5

2
 f (x)

3  dx = –2  30) إذا كان

31) دون حساب قيمة التكامل، بينّ أن:

∫2

1
 x dx ≤ ∫2

1
 x2 dx
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التكامل بالتعویض5-6
 Integration by Substitution

أفكار الدرس

المعايير:

المصطلحات:

zz:  تعرف أن

∫ f (g (x)) g ́  (x) dx = F (g (x)) + c

واستعمالها فى إيجاد  بعض 

التكاملات.

zz استعمال التكامل بالتعويض

لإيجاد  تكاملات غير محدودة.

zz استعمال التكامل بالتعويض

لحساب  تكاملات  محدودة.

الدالة المركبة

composite function

التكامل بالتعویض

integration by substitution

12A.10.11
12A.10.12
12A.10.13

طلب الأستاذ أحمد من طلابه أن یجیبوا عن الأسئلة التالیة :

 f (x) = 2x (x2 + 3)5 هي دالة مقابلة للدالة f (x) = 1
6  (x2 + 3)6  1)  بين أن الدالة

∫2x (x2 + 3)5 dx 2)  أوجد

2x (x2 + 3)5 بالدالة 
1
6  (x2 + 3)6 3)  ما هي علاقة الدالة المقابلة

4) � �ما هي مش�تقة المقدار x2 + 3 الموجود داخل القوس 5(x2 + 3) وما علاقة المش�تقة بالمقدار الموجود 
f (x( خارج القوس في الدالة

5)  هل يمكنك أن تستنتج طريقة سريعة لحساب هذا التكامل ؟ ما هي ؟

∫(x3 + 1)10 3x2 dx : 6)  باستخدام الطريقة التي اكتشفتها احسب التكامل التالي

مما سبق ومن خلال دراستك للتفاضل باستعمال قاعدة السلسلة يمكنك إيجاد تكامل دالتين إحداهما مشتقة 

الأخرى كليا أو جزئيا  وهذه الطريقة تسمى تكامل الدالة المركبة ) composite function ( كالتالي :

∫F ΄ (g (x)) g ΄(x) dx = F (g (x)) + c

تكامل مشتقة الدالة المركبة مفهوم
,f (x)  دالة متصلة على I والدالة F (x) هي الدالة المقابلة   	I  هو الفترة g (x) إذا كان مدى الدالة

∫ f (g (x)) g ΄ (x) dx = F (g (x)) + c : فإن  f (x) للدالة

∫(x3 – 2x)7 (3x2 – 2) dx      : أوجد

f (x) = x7	 ,	 g (x) = x3  – 2 x

f (g (x))  = (x3 – 2 x)7	 ,	 g ΄(x) = 3x2  – 2

∵ ∫ f (g (x)) g ΄ (x) dx = F (g (x)) + c

∴ ∫ (x3 – 2 x)7 (3x2 –  2) dx = 1
8  (x3 – 2x)8 + c

استعمال تكامل مشتقة الدالة المركبة مثال 1

من المثال السابق نلاحظ أن 7 (3x2 – 2) dx(x3 – 2x)∫ يمثل تكامل حاصل ضرب  دالة قوى في  

مشتقة أساسها وبالتالي يمكننا أن نستنتج النتيجة التالية :

∫ [ f (x)]n f ΄ (x) dx = [ f (x)]n + 1

n + 1
 + c , n ≠ – 1

∫(x3 – 2x2)5 (3x2 – 4x) dx      : أوجد

تمهيد

تحقق
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أوجد التكامل غير المحدود فيما يلي : 

a) ∫ 5x4 – 14x
x5 – 7x2  dx

 f (x) = x5 – 7x2   ,   f ΄(x) = 5x4 – 14x نلاحظ أن :   �

∵ ∫ f ΄ (x)
f (x)  dx	 = In |  f (x) | + c

∴ ∫ 5x4 – 14x
x5 – 7x2  dx	 = In | x5 – 7x2 |  + c

b) ∫(2x + 1) e x2 + x dx

f (x) = x2 + x   ,   f ΄(x) = 2x + 1 نلاحظ أن :�

∵ ∫f ΄(x) e f (x) dx = e f (x) + c

∴ ∫(2x + 1) e x2 + x dx = e x2 + x + c

c) ∫(3x2 + 5) sin (x3 + 5x) dx

f (x) = (x3  + 5x) ,  f ΄(x) = 3x2 + 5 نلاحظ أن :�

∵ ∫f ΄(x) sin f (x) dx = –  cos f (x) + c

∴ ∫(3x2 + 5) sin (x3 + 5 x) dx = – cos (x3 + 5x) + c

استعمال نتائج تكامل الدالة المركبة مثال 2

تكامل  مشتقة الدالة المركبة نتيجة

 1) ∫ [f (x)]n  f ΄ (x) dx = [ f (x)]n + 1

n + 1  + c , n ≠ – 1	 2) ∫ f ΄ (x)
f (x)

 dx = In f (x) + c  , f (x) ≠ 0

3) ∫ f   ΄(x) e f (x) dx = e f (x) + c	 4) ∫ f   ΄(x) cos f (x) dx = sin f (x) + c

5) ∫ f   ΄(x) sin f (x) dx = – cos f (x) + c	 6) ∫ f   ΄(x) sec2 f (x) dx = tan f (x) + c

 وبناءً على النتيجة يمكن حل مثال 1 كما يلي: 

[ f (x)]n = (x3 – 2x)7 ,

f ΄ (x) = (3x2 – 2)

∴ ∫ (x3 – 2x)7 (3x2 – 2)dx    =    1
8  (x3 – 2x)8 + c

من المفهوم السابق يمكننا الحصول على النتائج التالية التي ستساعدنا في إيجاد بعض التكاملات :

تحقق

أوجد التكامل غير المحدود فيما يلي :

2A) ∫ 2x
x2 + 3  dx	 2B) ∫– 2x e1 – x2dx� 2C) ∫(3x2 – 2 x) sec2 (x3 – x2) dx
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أوجد التكامل في كل مما يلي : 

a) ∫(x2 + 3x)9 (4x + 6) dx

u = x2 + 3x   افرض أن  

du
dx   أوجد  

du
dx  = 2x + 3 ⇒ dx = du

2x + 3

  عوض في 9 (4x + 6) dx(x2 + 3x)∫ عن  x2 + 3x ; dx  ثم أوجد التكامل

∫(x2 + 3x)9 (4x + 6) dx = ∫ u9 (4x + 6) du
2x + 3

	 = 2∫ u9 (2x + 3) du
2x + 3

	 = 2∫ u9 du

	 = 2 u10

10  + c

• عوض  u = x2 + 3x  من الفرض

	 = 1
5  (x2 + 3x)10 + c

∫ (x2 + 3x)9 (4x + 6) dx = 1
5  (x2 + 3x)10 + c   إذن

التكامل غير المحدود بالتعويض مثال 3

بالعودة  للسؤال 2  من فقرة التمهيد لإيجاد ناتج  2x (x2 + 3)5 dx∫  ، يمكن اتباع ما يلي:

 du
dx  = 2x ⇒ du = 2 x dx ⇒ du

2x  = dx وبالتالي فإن	 	u = x2 + 3 نفرض أ ن  

  نعوض عن x2 + 3 , dx  في 2x (x2 + 3)5 dx∫ نجد أن   :

∫2x (x2 + 3)5 dx = ∫2x  u5 du
2x  = ∫ u5 du

  نستعمل قاعدة تكامل دالة القوة ينتج :

∫ u5 du = 1
6  u6 + c = 1

6  (x2 + 3)6 + c

∫f g (x) g ΄ (x) dx ويمكن تعميم هذه القاعدة : لإيجاد 

u = g (x) ⇒ du
2x  = g (x) ⇒ du = g′(x) dx  :نفرض أن

 ∫f (g (x)) g ΄ (x) dx = ∫ f (u) du = F (u) + c                                             وبالتعويض

) integration by substitution (  وهذا ما يسمى التكامل بالتعويض 

التكامل بالتعويض قاعدة

    إذا كانت du = g ΄(x) dx ، u = g (x) فإن :

∫ f (g (x)) g ΄(x) dx = ∫ f (u) du = F (u) + c

يمكنك استعمال القواعد الأساسية للتكامل غير المحدود في إيجاد تكامل الدوال بطريقة التعويض.

إرشـاد

ف�ي حال�ة إيج�اد التكامل 

بطريق�ة  المح�دود  غي�ر 

التعوي�ض  تكت�ب الإجابة 

النهائي�ة باس�تعمال نفس 

متغير الدال�ة المراد إيجاد 

التكام�ل لها وهو في مثال 

x 3 المتغير
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b) ∫ x – 2
x2 – 4x  dx

u = x2 – 4x افرض أن 

du
dx  أوجد  

du
dx  = 2x – 4 ⇒ dx = du

2x – 4

∫ عن  x2 – 4x ; dx  ثم أوجد التكامل x – 2
x2 – 4x  عوض في 

∫ x – 2
x2 – 4x  dx = ∫ x – 2

u  . du
2x – 4

	 = ∫ x – 2
u  . du

2 (x – 2)

	 = ∫ 1
u  . du

2

	 = 1
2  ∫ 1

u  du

	 = 1
2  In | u | + c 

 عوض  u = x2 – 4x من الفرض

	 = 1
2  In | x2 – 4x | + c

∫ x – 2
x2 – 4x  dx = 1

2  In | x2 – 4x | + c   إذن

أوجد التكامل فيما يلي :

3A) ∫x e x2 + 1 dx	 3B) ∫(5 x4 – 2) cos (2x5 – 4x) dx

أوجد التكامل في كل مما يلي : 

a) ∫x (2x – 1)
1
2  dx

u = 2x – 1 افرض أن  

du
dx   أوجد 

du
dx  = 2 ⇒ dx = du

2

u  بدلالة  x عبر عن  

u = 2x – 1 ⇒ x = u + 1
2

x (2x – 1)∫ عن  2x – 1,  dx  وعن  x  ثم أوجد التكامل
1
2  dx  عوض في  

∫x (2x – 1)
1
2  dx = ∫ ( u + 1

2 ) . u 
1
2  . du

2

	 = ∫ 
u 

3
2  + u 

1
2

4  du

	 = 1
4  ∫ (u 

3
2  + u 

1
2  ) du

	 = 1
4  􏿵 2

5   .  u 
5
2  + 2

3  .  u 
3
2 􏿸 + c

	 = 1
10  u 

5
2  + 1

6  u 
3
2  + c 

التكامل غير المحدود بالتعويض مثال 4

تحقق

تحت�اج بع�ض التكاملات للتعويض عن قيمة  x  من الفرض إذا لم يتم اختصارها بطريقة التعويض الس�ابقة وذلك بكتابة 

الدالة بدلالة متغير واحد قبل إجراء التكامل كما يتضح  من المثال التالي
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u = 2x – 1  عوض من الفرض  

	 = 1
10  (2x – 1)

5
2  + 1

6  (2x – 1)
3
2  + c

∫ x (2x – 1)
1
2  dx = 1

10  (2x – 1)
5
2  + 1

6  (2x – 1)
3
2  + c   إذن

b) ∫(x + 4)  2 – 3 x  dx

u = 2 – 3x  افرض أن  

du
dx

  أوجد  

du
dx  = –3 ⇒ dx = du

–3

u  بدلالة  x عبر عن  

u = 2 – 3x ⇒ x = u – 2
–3

2 – 3 x  (x + 4)∫ عن  x  ,  2 – 3x  ,  dx  ثم أوجد التكامل  dx  عوض في  

∫(x + 4)  2 – 3 x  dx = ∫ ( u – 2
–3  + 4) . u  . du

–3

	 = ∫ ( u – 2
–3  + – 12

–3 ) . u 
1
2   du

–3

	 = 1
–3  ∫ (u – 14) . u 

1
2  du

	 = 1
–3  ∫ 􏿴u

3
2  – 14 u

1
2 􏿷 du

	 = 1
–3  􏿴 2

5   . u
5
2  – 14 × 2

3   . u
3
2 􏿷 + c

	 = – 2
15  u

5
2  + 28

9  u
3
2  + c

  عوض  u = 2 – 3   من الفرض

	 = –2
15  (2 – 3x)

5
2  + 28

9  (2 – 3x)
3
2  + c

∫(x + 4)  2 – 3 x  dx = –2
15  (2 – 3x)

5
2  + 28

9  (2 – 3x)
3
2  + c   إذن  

أوجد التكامل في كل مما  يلي :

4A) ∫(x + 2)9 (x + 1) dx		  4B) ∫ 2x
(x – 1)2

 dx

تحقق

ویمكن اس�تعمال طریقة التكامل بالتعویض في إیجاد قیمة تكامل محدود بإجراء نفس خطوات التكامل غیر المحدود مع 

الأخذ بعين الاعتبار تغییر حدود التكامل حسب الفرض كما في المثال التالي :
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التكامل المحدود بالتعويض مثال 5 إرشـاد

التكامل المحدود بالتعويض

في إيج�اد قيمة التكامل المحدود 
بطريقة التعوي�ض يمكنك ايجاد 
التكام�ل غي�ر المح�دود بدلال�ة 
المتغي�ر 􏷜  وم�ن ث�م التعويض 

بحدي التكامل الأصليين.
ففي المثال 4 :

∫ 
􏷜

2𝑥 – 1 

= ∫ 

u + 1
2
u   du

2

= ∫ 
u +1

2  
1

u
1
2

 
du
2

= 
1
4  ∫ (u + 1) . u

–1
2  du

= 
1
4  ∫ (u

1
2  + u

–1
2 ) du

= 
1
4  􏿴 2

3  u
3
2  + 2 u

1
2 􏿷

= �14  􏿴 2
3 (2x – 1)

3
2

+ 2(2x – 1)
1
2􏿷

∫
1

5 􏷜
2𝑥 – 1  dx

= �14  [ 2
3  (2x – 1)

3
2

+ 2(2x – 1)
1
2]1

5

= 1
4  [ 2

3  (2 × 5 – 1)
3
2

+ 2(2 × 5 – 1)
1
2] –

1
4  [ 2

3  (2 × 1 – 1)
3
2

+ 2(2 × 1 – 1)
1
2 ]

= �14  (18 + 6) –

1
4  􏿴 2

3  + 2􏿷 = 16
3

∫ 
1

5
 

x
2x – 1   dx       أوجد قيمة

u = 2x – 1   افرض أن  

du
dx   أوجد 

du
dx  = 2 ⇒ dx = du

2

u  بدلالة  x عبر عن  

u = 2x – 1 ⇒ x = u + 1
2

u = 2x – 1 أوجد الحدود الجديدة للتكامل بالتعويض في  

u = 2 (1) – 1 = 1 	􏼍 	x = 1   عندما

u = 2 (5) – 1 = 9 	􏼍 	x = 5   عندما

 ∫  عن  2x – 1 , dx وعن x  وحدود التكامل الجديدة ثم أوجد قيمة التكامل.
1

5
 

x
2x – 1   dx   عوض في  

 ∫ 
1

5
 

􏷜
2𝑥 – 1   dx = ∫ 

1

9
 

u + 1
2
u   du

2

	 = ∫ 
1

9
 u + 1

2  . 1

u
1
2

 du
2

	 = 1
4 ∫ 

1

9
 (u + 1) . u 

–1
2  du

	 = 1
4 ∫ 

1

9
 (u

1
2  + u 

–1
2  ) du

	 = 1
4  [􏿴 2

3   u
3
2  + 2 u

1
2 􏿷]1

9

	 = 1
4  [ 2

3  (9)
3
2  + 2 (9)

1
2  ) – ( 2

3  (1)
3
2  + 2 (1)

1
2  )]

	 = 1
4  [(18 + 6) – 􏿴 2

3  + 2􏿷] = 16
3

∫ 
1

5
 

􏷜
2𝑥 – 1   dx = 16

3 إذن   

∫
0 

2 x5 (x2 + 6)6 dx 5(  أوجد قيمة :	

تحقق
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مثال 1

مثال 2

مثال 3

مثال 4

مثال 5

أوجد التكامل غير المحدود في كل مما يلي :

2) ∫ x4 (x + 1)4 (2x + 1) dx1) ∫ (x3 + 3x2)8 (3x2 + 6x) dx

أوجد التكامل غير المحدود في كل مما يلي :

5) ∫ sin4 x cos x d􏷜4) ∫ cos x esinx 􏷈􏷜3) ∫ 2􏷜
􏷜2 – 5  dx

8) ∫ (sin x + cos x)2 d􏷜7) ∫ 1
cos2 􏷜  etan x dx6) ∫ ( In 􏷜)3

􏷜  dx

أوجد التكامل في كلٍّ مما يلي :

10) ∫ 3􏷜 – 1
6􏷜2 – 4􏷜  􏷈􏷜9) ∫ (1 – 3􏷜) e3x2 – 2x 􏷈􏷜

12) ∫ cos (3 cos x) sin x d􏷜11) ∫ e
x – 1

x
􏷜2  􏷈􏷜

أوجد التكامل في كلٍّ مما يلي :

14) ∫ 􏷜3

(𝑥2 + 9)3 
 􏷈􏷜13) ∫ x3 􏷜2 + 2 􏷈􏷜

16) ∫ 4
􏷜  In 􏷜  􏷈􏷜15) ∫ 2􏷜5 (x2 + 5)4 􏷈􏷜

أوجد قيمة كل من التكاملات الآتية :

18) ∫   sin3 x cos4 x dx17) ∫   sec2 x tan3 x dx
0

𝝅
𝝅
6

𝝅
3

أوجد كلاً من التكاملات الآتية :

22) ∫    tan x dx21) ∫ sin3 x dx20) ∫   1
x + 𝑥  

 􏷈􏷜19) ∫ 
e  –x

1 + e  –x  􏷈􏷜 0

𝝅
3

4

9

 ،  أوجد معادلة هذا المنحنى علماً بأنه يمر 
dy
dx  = 3 sin x cos2 x عند أي نقطة عليه يعطى بالعلاقة  y = f (x) 23) �إذا كان ميل المماس لمنحنى الدالة

بالنقطة (1 , 0)

مسائل مهارات التفكير العليا

∫ 3 
2 x5 – x3  dx = 3

16  (2x2 – 1)
4
3  + c  : 24) أثبت أن

∫ (􏷜 + 1)5

􏷜7
 dx = –1

6  (1 + 1
x )6 + c  : 25) أثبت أن

تمارين 5-6
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 التكامل بالأجزاء5-7
Integration by Parts

أفكار الدرس

المعايير:

المصطلحات:

zz تعــرف واس�ـتعمال التكامــل

بالأج�زاء لإيجـ�اد تكامـ�ل غير 

محدود لبعض الدوال.

zz استعمال التكامل بالأجزاء لإيجاد

تكامل غير محدود لدوال أكثر من 

مرة.

zz استعمال التكامل بالأجزاء لإيجاد

تكامل محدود لبعض الدوال.

التكامل بالأجزاء 

   integration by parts

12A.10.10

تمهيد
تعلمت سابقا طريقة إيجاد مشتقة حاصل ضرب دالتين .

 x دالتين قابلتين للاشتقاق بالنسبة للمتغير u )􏷜(, v )􏷜( لتكن

􏷈
􏷈􏷜  (u . v) 1( أوجد  

2( ضع ΄u v موضوع القاعدة التي حصلت عليها 

􏷜 3( كامل الطرفين  بالنسبة للمتغير

u΄ = 􏷈u ثم بسط 
􏷈􏷜  , v΄ = 􏷈v

􏷈􏷜  4( عوض في  الخطوة 3 عن

اتباعك للخطوات الس�ابقة بشكل صحيح يمكنك من اس�تنتاج القاعدة الخاصة بتكامل ضرب دالتين إحداهما 

يسهل اشتقاقها u والأخرى يسهل تكاملها  dv وهي : 

∫ u dv = u . v – ∫ v du

)integration by parts(   وتسمى هذه القاعدة التكامل بالأجزاء    

والآن يمكن�ك اس�تعمال قاعدة التكامل بالأجزاء لإيجاد تكامالت كان يصعب حلها بالطرق التي 
درستها سابقًا 

التكامل بالأجزاء قاعدة

∫ u dv = u . v– ∫ v du

u , dv  الاختيار الصحيح لـ
يساعدك في ايجاد التكامل بالأجزاء لحاصل 
ض�رب دالتين بس�هولة، فمثلا ف�ي مثال 1  

عند اختيار.

u = cos 􏷜 , dv = 􏷜 d􏷜
فإن:

du = – sin 􏷜 , v = 1
2 􏷜2

وبالتالي: 

∫ 􏷜 cos 􏷜 d􏷜 = 
1
2  􏷜2 cos 􏷜 + 1

2 ∫ 􏷜2 sin 􏷜 d􏷜
 �وهذا مما يعقد حل هذا النوع من التكاملات

تنبيه

التكامل بالأجزاء مثال 1 :

أوجد كلا من التكاملات الآتية 

a) ∫ x cos x dx
 u , dv   افرض 

 
dv = cos 􏷜 d􏷜

   x بالنسبة للمتغير dv وتكامل u أوجد مشتقة  

  استعمل قاعدة التكامل بالأجزاء لإيجاد  تكامل الدالة 

∫ u dv	 = u . v – ∫ v du

∫ 􏷜 cos 􏷜 d􏷜	 = 􏷜 sin x – ∫ sin 􏷜 d􏷜

		  = 􏷜 sin 􏷜 + cos x + c 

∫ x cos x dx = x sin x + cos x + c    إذن

b) ∫ x
e2x  dx

∫ x
e2x  dx = ∫ xe–2x dx

u = 􏷜

du = d􏷜 v = sin 􏷜
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 u , dv   افرض 

dv = e–2x dx

x بالنسبة للمتغير dv وتكامل u أوجد مشتقة  

  استعمل قاعدة التكامل بالأجزاء لإيجاد تكامل الدالة 

∫ u dv	 = u . v – ∫ v du

∫ x
e2x  dx	 = –1

2  x e –2x – ∫ –1
2  e–2x dx

= –1
2  x e–2x + 1

4  e–2x  + c
∫ x

e2x  dx	 = –1
2  x e –2x + 1

4  e–2x  + c إذن : 

u = x

du = dx v = –1
2  e–2x

تحقق

1( أوجد كلا من التكاملات الآتية:

1A) ∫ x sin 2x dx 			   1B)  ∫ x ln 3x dx

 بعض التكاملات تتطلب تطبيق قاعدة التكامل بالأجزاء أكثر من مرة لإيجاد نتيجة التكامل 

مثال 2 : التكامل بالأجزاء أكثر من مرة

∫ x2 sin x dx أوجد   

∫ x2 sin x dx
   u , dv   افرض 

  x  بالنسبة للمتغير dv وتكامل u أوجد مشتقة  

  استعمل قاعدة التكامل بالأجزاء لإيجاد تكامل الدالة

∫ u dv	 = u . v – ∫ v du

∫ x2 sin x dx = – x2 cos x + ∫ 2x cos x dx   (1) 

∫ 2x cos x dx   استعمل قاعدة التكامل بالأجزاء مرة ثانية لإيجاد تكامل الدالة  

     u , dv   افرض 

  x  بالنسبة للمتغير dv وتكامل u أوجد مشتقة  

u = x2

du = 2x dx v = – cos x

u = 2 x

du = 2 dx v = sin x

dv = sin x dx

dv = cos x dx
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 استعمل قاعدة التكامل بالأجزاء لإيجاد تكامل الدالة

∫ u dv	 = u . v – ∫ v du

∫ 2 x cos x dx	 = 2 x sin x – ∫ 2 sin x dx

		  = 2 x sin x + 2 cos x + c    (2) 

 بالتعويض من (2) في (1) نحصل على : 

∫ x2 sin x dx	= – x2 cos x + ∫ 2x cos x dx

		  = – x2 cos x + 2 x sin x + 2 cos x + c

∫ x2 sin x dx = – x2 cos x +2 x sin x + 2 cos x + c إذن   

تحقق

∫ x2 sin x dx     2( أوجد التكامل التالي

تحقق

∫ 1
2  x2 sin 2x dx     3( أوجد قيمة

مثال 3 : التكامل المحدود بالأجزاء

e

1
∫ ln x dx eأوجد قيمة   

1
∫ ln x dx

   u , dv  افرض 

  x  بالنسبة للمتغير dv وتكامل u أوجد مشتقة 

 استعمل قاعدة التكامل بالأجزاء لإيجاد تكامل الدالة

∫ u dv	 = u . v – ∫ v du

e

1
∫ ln x dx	 = [x ln x] – 

e

1
∫ x . 1

x  dx

	 = [x ln x – x ]e
1

 عوض بحدي التكامل لحساب قيمة التكامل

	 = [(e 1n e – e) – (1 ln 1 – 1)]

	 = [(e – e) – (0 – 1)] = 1 e

1
∫ ln x dx = 1 إذن   

∫ u dv = [u . v]b
a
 – ∫ v du

ويمكن استعمال طريقة التكامل بالأجزاء لحساب قيمة التكامل المحدود لحاصل ضرب  دالتين وفق القاعدة

u = ln x

du = 1
x v = x

dv = dx

bb

aa

π
2

0
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أوجد قيمة كلٍّ من التكاملات الآتية :

7) 
3

1
∫ x x – 1  dx	 				    8) ∫

π

π
2

x cos x – sin x
x2  dx

أوجد كلًّا من التكاملات الآتية :

9) ∫ ex sin (2x + 1) dx	 				    10) ∫  x 3 3x – 1  dx

11) ∫ (x2 + 3) cos x dx	 				    12) ∫  x2 sin 4 x dx

3

1
∫ x ƒ′(x) dx  فأوجد ، 

3

1
∫ ƒ (x) dx = 4 , ƒ (3) = 5 , ƒ (1) = 2 13) إذا كان 

أوجد كلًّا من التكاملات فيما يلي :

1) ∫ x e5x dx						      2) ∫ x cos 2 x dx

3) ∫ x2 ln x dx						      4) ∫ x sec2 x dx

مثال 1

أوجد كلًّا من التكاملات الآتية :

5) ∫ x2 sin 2x dx						     6) ∫ x2 cos 3x dx	
مثال 2

مثال 3

تمارين 5-7

∫ sin x cos x dx  14)  أوجد

∫ e x cos x dx   15)  أوجد
2

1
∫ x2 ƒ΄́ (x) dx  فاحسب قيمة ، 

2

1
∫ ƒ(x) dx = 5 , ƒ΄(1) = ƒ΄(2) = 3 , ƒ (1) = 5 , ƒ (2) = 8 16)  إذا كان 

 ∫ cos x + 5  dx = 2 x + 5  sin x + 5  + 2cos x + 5  + c 17)  أثبت أن:   

مسائل مهارات التفكير العليا
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5-8
أفكار الدرس

zz كتاب�ة الكسر الجبري على صورة

مجموع كسرين جبريين أو أكثر

zz استعمال الكسور الجزئية لإيجاد

بعض التكاملات.

المصطلحات:
 الكسور الجزئية  

   partial  fractions
التكامل بالكسور الجزئية

 integration by partial
fractions

المعايير:
12A.2.3

12A.10.14

تمهيد
7x + 1  أو  نفكر بطريقة 

x2 + x – 6
7x + 1 ∫  قد نبحث عن طريقة لتبسيط الكسر الجبري  

x2 + x – 6  dx إذا أردنا إيجاد�

التعويض إذا كان البس�ط مش�تقة المقام وهذا غير متحقق وإذا فكرنا  بطريقة التكامل بالأجزاء فلن تساعدنا 

7x + 1  بص�ورة تجعل تطبيق قواعد 
x2 + x – 6

ف�ي إيج�اد التكامل لذلك نفكر بطريقة أخرى بحيث نكتب الكس�ر 

التكامل ممكناً فيها  وهي إعادة كتابة الكس�ر الجبري  بتجزئته إلى كس�رين جبريين أو أكثر وذلك عن طريق 

 )partial fractions(  تحليل مقام الكس�ر الجبري إلى عوامل أولية خطية وتس�مى هنا  الكسور الجزئية

 integration by  (  وم�ن ث�م تطبيق قواعد التكامل وتس�مى هذه الطريقة  التكامل بالكس�ور الجزئي�ة

partial fractions (  وسنقتصر في دراستنا على الحالات الآتية :
 كسر جبري مقامه كثيرة حدود وتقبل التحليل إلى عوامل خطية مختلفة

 كسر جبري مقامه يحتوي على عامل خطي مكرر 

 كسر جبري فيه درجة البسط أكبر من أو تساوي درجة المقام ، ومقامه يقبل التحليل إلى عوامل خطية

التكامل بالكسور الجزئية
Integration by Partial Fractions

تكامل كسر جبري مقامه حاصل ضرب عاملين خطيين مختلفين مثال 1 :

∫ 7x + 1
x2 + x – 6 dx 7x + 1 على صورة ناتج جمع كسرين جبريين  ثم أوجد 

x2 + x – 6
اكتب الكسر  

7x + 1  على صورة ناتج جمع كسرين جبريين 
x2 + x – 6

الخطوة 1 : اكتب الكسر  

  �حل�ل المق�ام إلى عوامله  ثم عبر عن الكس�ر الجبري  على صورة مجموع كس�رين  جبريين  بس�ط 

B  وبسط الأخر  A  أحدهما
7x + 1

x2 + x – 6  = 7x + 1
(x – 2) (x + 3)

7x + 1
x2 + x – 6  = A

x – 2  + B
x + 6

  �اجمع الكسرين الجبريين
7x + 1

x2 + x – 6  = A (x + 3) + B (x – 2)
(x – 2) (x + 3)

  �أوجد قيمة A , B من تساوي الكسرين الجبريين

7 x + 1 = A (x + 3) + B (x – 2)
B لإيجاد قيمة x = –3 عوض عن

7 (–3) + 1	= A (–3 +3) + B (–3 –2)
– 20	 = 0 – 58

4	 = B
A لإيجاد قيمة x = 2 عوض عن

7 (2) + 1	 = A (2 +3) + B (2 –2)
15	 = 5A – 0

3	 = B
عوض عن قيمة A , B فى الخطوة 1

7x + 1
x2 + x – 6

 = 3
x – 2  + 4

x + 6

∫ 7x + 1
x2 + x – 6 dx الخطوة 2 : أوجد 

7x + 1 من الخطوة 1 ثم أوجده
x2 + x – 6

أعد كتابة التكامل باستعمال الكسور الجزئية للكسر الجبري 

إرشـاد
x اختيار قيم

لإيج�اد قي�م A , B ف�ي التكامل 

بالكس�ـور الجزئيـ�ة يمك�ن أن 

نع�وض عن أي قيم�ة  لـ x ولكن 

للس�هولة نع�وض ع�ن أصف�ار 

المقام.
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∫ 7x + 1
x2 + x – 6  dx	= ∫ ( 3

x – 2  + 4
x + 3 ) dx

	 =  ∫ 3
x – 2  dx + ∫ 4

x + 3  dx

	 = 3 ∫ 1
x – 2  dx + 4 ∫ 1

x + 3  dx

	 = 3ln |x – 2| + 4 ln |x + 3| + c

∫ 7x + 1
x2 + x – 6  dx = 3ln |x – 2| + 4 ln |x + 3| + c    إذن

تحقق

 ∫ x + 3
x2 + 6 x + 5  dx على صورة ناتج جمع كسرين جبريين ثم  أوجد x + 3

x2 + 6 x + 5 1( اكتب الكسر 

تكامل كسر جبري مقامه عامل خطي مكرر مثال 2 :

2x – 3  على صورة ناتج جمع كسرين جبريين ثم أوجد تكامله
(x – 1)2 اكتب الكسر 

2x – 3  على صورة ناتج جمع كسرين جبريين
(x – 1)2 الخطوة 1 : اكتب الكسر الجبري  

B وبسط الأخر A عبر عن الكسر الجبري على صورة مجموع كسرين جبريين بسط أحدهما  

2x – 3
(x – 1)2  = A

x – 1  + B
(x – 1)2

  اجمع الكسرين الجبريين 
2x – 3

(x – 1)2  = A (x – 1) + B
(x – 1)2

  أوجد قيمة A , B من تساوي الكسرين
2x – 3 = (x – 1) + B

B لإيجاد قيمة x = 1 عوض  
2 (1) – 3	= A (1 – 1) + B

–1	= 0 + B
–1	= B

A لإيجاد قيمة B وعن قيمة x = 0 عوض  
2 (0) – 3	= A (0 – 1) + B

–3	= – 1A – 1
–3 + 1	= – A

2	= A
  عوض عن قيمة A , B في الخطوة  1

2x – 3
(x – 1)2  = 2

x – 1  + –1
(x – 1)2

∫ 2x – 3
(x – 1)2  dx الخطوة 2 :  أوجد 

2x – 3 من الخطوة 1 ثم أوجده
(x – 1)2 أعد كتابة التكامل باستعمال الكسور الجزئية للكسر الجبري 

∫ 2x – 3
(x – 1)2  dx	 = ∫ ( 2

x – 1  + –1
(x – 1)2 ) dx

	 =  ∫ 2
x – 1  dx + ∫ –1

(x – 1)2  dx

	 = 2 ∫ 1
x – 1  dx – 1 ∫ (x – 1)–2 dx

	 = 2ln |x – 1| – (–1) (x – 1)–1 + c

	 = 2ln |x – 1| + 1
x – 1  + c

∫ 2x – 3
(x – 1)2  dx = 2ln |x – 1| + 1

x – 1  + c   إذن
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تحقق

2x + 5 على صورة ناتج جمع كسرين جبريين ثم  أوجد تكامله.
(x – 1)2 2( اكتب الكسر 

2x3 – 2x2 + 1  على صورة ناتج جمع كسور جزئية  ثم أوجد تكامله 
x2 – x

a(  اكتب الكسر  

2x3 – 2x2 + 1  على صورة ناتج جمع كسور جزئية
x2 – x

الخطوة 1 : اكتب الكسر  

x2 – x 2 علىx3 – 2x2 + 1   أوجد ناتج قسمة 

2x
x2 – x 2x3 – 2x2 + 1

2x3 – 2x2 
0 + 0 + 1

2x3 – 2x2 + 1
x2 – x  = 2x + 1

x2 – x   (1)

B وبسط الأخر A 1 على صورة مجموع كسرين جبريين بسط أحدهما
x2 – x   عبر عن الكسر الجبري 

1
x2 – x  = A

x  + B
x – 1   (2)

  اجمع الكسرين الجبريين 
1

x2 – x  = A (x – 1) + B x
x (x – 1) 

  أوجد قيمة A , B من تساوي الكسرين الجبريين ثم عوض عن قيمة A , B في )2(

1 = A (x – 1) + Bx
B لإيجاد قيمة x = 1 عوض عن  

1	 = A (1 – 1) + B (1)
1	 = 0 + B
1	 = B

A لإيجاد قيمة x = 0 عوض عن  

1	 = A (0 – 1) + B (0)
1	 = – 1A + 0
–1	= A

1
x2 – x  = –1

x  + 1
x – 1   (3)

  عوض عن )3( فى )1(
2x3 – 2x2 + 1

x2 – x  = 2x + –1
x  + 1

x – 1

∫ 2x3 – 2x2 + 1
x2 – x

 dx الخطوة 2 :  أوجد 

2x3 – 2x2 + 1 من الخطوة 1 ثم أوجده
x2 – x

أعد كتابة التكامل باستعمال الكسور الجزئية للكسر الجبري 

∫ 2x3 – 2x2 + 1
x2 – x

 dx = ∫ (2x + –1
x  + 1

x – 1) dx

	 =  ∫ 2x dx + ∫ 1
x  dx + ∫ 1

x – 1 dx

	 = x2 – ln |x| + ln |x–1| + c

∫ 2x3 – 2x2 + 1
x2 – x

 dx = x2 – ln |x| + ln |x–1| + c� إذن

مثال 3 : تكامل كسر جبري فيه درجة البسط أكبر من أو تساوي درجة المقام

عندما تكون درجة البس�ط أكبر من أو تس�اوي درجة المقام في الكس�ر الجبري فإنه يتوجب علينا إجراء عملية القس�مة 

لتبسيط  الكسر الجبري ومن ثم إعادة كتابة الكسر الجبري الجديد على صورة كسور جزئية .
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تحقق

x3  على صورة ناتج جمع كسور جزئية  ثم أوجد تكامله.

x2 – 1
3( اكتب الكسر الجبري  

تحقق
0

–1
∫ 7x – 11

(x + 2) (x + 3) dx 4( أوجد قيمة  

التكامل المحدود بالكسور الجزئية مثال 4 :

4

3
∫ 6x – 2

(x – 2) (x + 3)  dx أوجد قيمة 

  على صورة ناتج جمع كسور جزئية
6x – 2

(x – 2) (x + 3) الخطوة 1 : اكتب الكسر الجبري  

B وبسط الأخر A 6  على صورة مجموع كسرين جبريين بسط أحدهماx – 2
(x – 2) (x + 3)

  عبر عن الكسر الجبري  
6x – 2

(x – 2) (x + 3) = A
x – 2  + B

x + 3
  اجمع الكسرين الجبريين 

6x – 2
(x – 2) (x + 3)  = A (x + 3) + B (x – 2)

(x – 2) (x + 3)
  أوجد قيمة A , B من تساوي الكسرين الجبريين

6x – 2 = A (x + 3) + B (x – 2)
B لإيجاد قيمة x = -3 عوض عن  

6 (–3) – 2	 = A (–3 + 3) + B (–3 – 2)
– 20	= 0 – 5B
4	 = B

A لإيجاد قيمة x = 2 عوض عن  

6 (2) – 2	 = A (2 + 3) + B (–2 – 2)
10	 = 5A – 0
2	 = A

  عوض عن قيمة A , B في الخطوة  1
6x – 2

(x – 2) (x + 3)  = 2
x – 2  + 4

x – 3

4

3
∫ 6x – 2

(x – 2) (x + 3)  dx الخطوة 2 :  أوجد 

6x – 2  من الخطوة 1 ثم أوجد التكامل
(x – 2) (x + 3)  أعد كتابة التكامل باستعمال الكسور الجزئية للكسر الجبري

4

3
∫ 6x – 2

(x – 2) (x + 3) dx	 = 
4

3
∫ 2

x – 2  dx + 
4

3
∫ 4

x + 3  dx

	 = [2 ln |x – 2| + 4 ln |x + 3| ]4

3

	 = [(2 ln |4 – 2| + ln |4 + 3| ) – (2ln |3 – 2| + 4 ln |3 + 3| )]

	 = 2 ln 2 + 4 ln 7 – 2 ln 1 – 4 ln 6 ≅ 2.003

 تساوي 2.003 تقريباً
4

3
∫ 6x – 2

(x – 2) (x + 3) dx إذن قيمة  

ويمكن إيجاد قيمة تكامل محدود لدالة باستعمال  طريقة الكسور الجزئية
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اكتب الكسر الجبري في كل مما يلي على صورة ناتج جمع كسرين جبريين ثم أوجد  تكامله

1) 5x – 4
6x2 – 6x – 12 						      2) 6x

x2 – 4x – 12

3) 4x + 1
(x – 2)2 						      4) 2x – 14

x2 – 10x + 25

5) 2x3 + 2x2 + 1 
x2+ x 						      6) 2x3 – 3x2 + 1

x2

مثال 3-1

أوجد قيمة  كل من التكاملات الآتية

7) ∫ 8x – 3
2x2 – x  dx						     8) ∫  x + 3

x2 + 6x + 5  dx	

9) ∫ x2 + 1
x2 – x  dx	 					     10) ∫ 4x2 – 5x – 15

x3 – 4x2 – 5x  dx	

مثال 4

تمارين 5-8

 ∫ 
x – 5

x2 (x + 1)  dx 11)  أوجد  

 ∫ e x
e2 x – e x – 2 dx  12)  أوجد

∫ 3x 4 + 3x 3 – 5x 2 + x – 1
x2 + x – 2  dx  = x3 + x + 1

3  ln |  x – 1
x + 2  | + c 13)  أثبت أن   

مسائل مهارات التفكير العليا

3

2

1

–1
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(′g ؟ π
2 g (x) = ∫ cos x dx ، فأي مما يلي قيمة ) 1( إذا كان 

a) 1

b) 0

c) –1

d) π
2

. ƒ (2) ƒ (x) dx = x3 + 2x – 3∫ ، أوجد  2( إذا كان 

a) 2

b) 10

c) 14

d) 28

ƒ (x)  ؟ ƒ (2) = 7 , ƒ′ (x) = 6x2 – 2x ، فأي مما يلي  3( إذا كان 

a) 2x3 – x2 + 5

b) 2x3 – x2 – 5

c) 2x3 – x2 + 19

d) 2x3 – x2 – 19

، 
4

1
∫  ƒ (x) dx = –7 , 

1

–2
∫ ƒ (x) dx = 3  4( �إذا كان 

  ؟
–2

4
∫ ƒ (x) dx فما قيمة  

a) – 4

b) 4

c) 10

d) –10

 ؟
2

–1
∫ | x | dx 5( أي مما يلي قيمة 

a) 0				  

b) 4

c) 1				  

d) 2

 ، فما قيمة a + b ؟
π

–π
∫ sin2 x dx = a , 

π

–π
∫ cos2 x dx = b 6( إذا كان 

a) 1				  

b) 0

c) –2π				  

d) 2π

، 
5

1
∫ 2h (x) dx = 10 , 

7

1
∫  h (x) dx = 12  7( �إذا كان 

 ؟
5

7
∫ h (x) dx فما قيمة 

a) 2				  

b) 22

c) –7				  

d) 7

8( أي مما يلي يمثل دالة مقابلة للدالة ƒ (x) = x (x2 + 1) ؟

a) F (x) = 1
4  (x2 + 1)2 + c	

b) F (x) = 1
4  (x2 + 1)2 

c) F (x) = 1
2  (x2 + 1)2 + c	

d) F (x) = 1
2  (x2 + 1)2

اختبار الوحدة الخامسة
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F (x) = x2 + x دالة مقابلة للدال�ة ƒ(x) ، فأي مما يلي  9( �إذا كان�ت 

 ؟
3

–1
∫ ƒ (x) dx قيمة  

a) 12				  

b) 8

c) 4				  

d) 13 1
3

F (x) = x2 + 6x هي الدالة المقابلة للدالة  10( �بين أن الدالة 

 ƒ (x) = x + 3
(x2 + 6x)

 ∫( f ΄́ (x) + f ΄(x) + ƒ (x)) dx = x3 + 2ax2 + 6 11( �إذا علمت أن

 a فأوجد قيمة ،  f ΄́ (1) = 2  f ΄(1) = 3  f (1) = 6 وكان

أوجد كلًّا من التكاملات غير المحدودة التالية:

12)  ∫ log2 7 dx

13)  ∫ 1
x2  ( 1

x2  + x)2
 dx

14)  ∫ 2x – 3
3 4x2 – 12x + 9

  dx

15)  ∫ sec2x – tan2 x
x

  dx

16)  ∫ cos2x – 5
1– sin2x   dx

أوجد كلًّا من التكاملات التالية:

17)  ∫ 7
e9x– 13  dx

18)  ∫ e2x – 1
ex – 1   dx

19)  
ln5

ln3
∫ e2x dx

20) ∫e x – e dx

21) ∫ e
1
x

x2   dx

22) ∫ e x  dx

أوجد كلًّا من التكاملات التالية:

23) ∫ cot x dx

24)  ∫ 1 + tan2 x
1 + tan x   dx

25)  ∫ cot x
ln sin x   dx

26)  ∫ 1
x8 – x   dx

27)  ∫ tan3 x dx

28)  ∫ cot (ln x)
x   dx

29)  
e2

1
∫  

dx
x 1 + lnx

30)   

π
2

0
∫ sin x – sin3 x   dx

31)  ∫ x + 1
x (x–1)2   dx

32)  ∫ 5x – 2
7x +9   dx

33)  
2

1
∫  x3 + 4x – 8

x2 – 9   dx

d 2 y وكان ميل 
dx 2  = 6x2 + 2 إذا كان y 34( �أوجد معادلة الدالة كثيرة الحدود

المماس لمنحنى الدالة عند نقطة عليها ) 3 ,1 (  يساوي 2

 35( �إذا كان  مي�ل المم�اس لمنحن�ى الدال�ة  y  عن�د نقط�ة عليها يس�اوي 

2x ( x–1 ) ،   فأوجد معادلة هذا المنحنى علمًا بأنه يمر بالنقطة ( 1, 0 )  

اختبار الوحدة 5
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الوحدة 
6

تطبيقات التكامل
Applications of Integration

أفكار الوحدة

zz. حساب المساحة باستعمال التكامل المحدود

zz. حساب التكامل المحدود لدالة من المساحة

zz 􏷜 إیجاد حجم المجسم الدوراني حول محور

باستعمال التكامل المحدود .

zz.حل مسائل فیزیائیة باستعمال التكامل

zz تفاضلی�ة تكوی�ن وح�ل مع�ادلات 

بسیطة بطریقة فصل المتغیرات.

zz ح�ل مس�ائل فیزیائی�ة وحیاتی�ة

تفاضلی�ة  مع�ادلات  تتضم�ن 

بسیطة قابلة للفصل.

ھن�اك العدید م�ن التطبیقات الحیاتی�ة التي یس�تعمل فیھا التكامل المح�دود ، مثل التطبیقات الھندس�یة 
والاقتصادیة والفیزیائیة والعلوم المختلفة ، حیث یعالج التكامل المحدود كیفیة إیجاد مساحات مناطق محدودة 

بمنحنیات یصعب حس�ابھا بالقوانین البسیطة كحساب مساحة واجھة مبنى لإیجاد تكلفة بنائه أوتكلفة دھانه ، 
وكذلك حساب الحجوم الدورانیة والكمیات الفیزیائیة . كما یدخل التكامل المحدود في حل المسائل الحیاتیة المتضمنة 

النمو والاضمحلال والمسافة والسرعة والعجلة .
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أوجد مس�احة المنطق�ة المظللة 

في الشكل المجاور.

المنطق�ة المظللة تمثل نص�ف دائرة مركزها نقط�ة الأصل ونصف 
قطرها یساوي وحدتین، وعلیه فإن مساحة المنطقة المظللة هي :

إذن مساحة المنطقة المظللة تساوي تقریبا 6.3 وحدة مربعة

أوجد مساحة المنطقة المظللة في كل مما یلي :

التهيئة للوحدة السادسة

1

10
-1

-1-2 2

2
3

y

x

A = 1
2  πr2

	 = 1
2  π (2)2 ≈ 6.3

3

1
  f (x) dx	 = 

3

1
  (x3 – 3x2 – x + 3) dx

	 = [ x4

4  – x3 – x2

2  + 3 x]1

3

	 = –9
4  – 7

4  = – 4	

  
3

1
  f (x) dx = – 4  إذن

3)  
1

–2
  f (x) dx	 		  4)  

2

1
  f (x) dx

5)  
2

–2
  f (x) dx

1 42 53 6 7 x
1

-1
-1 0

2
3
4

y

2)1)

1 42 3 x
1

-1
0

2
3

y

معتم�دا على الش�كل المجاور 

f (x) الذي یمثل منحنى الدالة

 
3

1
 f (x) dx  أوجد قیمة

  f '(x) = 2 x + 3 هى  f (x) إذا كانت دالة میل منحنى الدالة

f (x) يمر بالنقطة (1 ,0). أوجد  f (x) ومنحنى الدالة

f (x) = ∫ (2x + 3) dx = x2 + 3x  + c

بما أن  الدالة f (x)  تمر بالنقطة (1 ,0) فإن

1 = 0 + 0 + c
c = 1
f (x) = x2 + 3x + 1

f (x) = x2  + 3x + 1 إذن	

معتمدا على الشكل المجاور

f (x) الذي یمثل منحنى الدالة

أوجد قیمة كل مما یلي :

 6) �إذا كان مي�ل المم�اس لمنحن�ى الدالة y = f (x)  عن�د أي نقطة عليه
dy
dx = 3x2 – 6x – 2   يعطى بالقاعدة (x, y)

أوجد قاعدة الدالة f (x)  علمًا بأن منحناها يمر بالنقطة (2– ,3)

7) �أوجد قاعدة الدالة f (x)  إذا علمت أن ميل المماس عند أي نقطة عليه 

5  وأن منحنى الدالة f (x)  يمر بالنقطة (1 ,4)
x

(x, y) هو  

1

-1
-2 -1 0 1 2 3 4 5

2
3

4
5
6

y

x

f (x) = x3 – x2 – 4x + 4

1

-1
-2
-3

-2 -1 0 1 2 3 4 5

2
3

y

x

f (x) = x3 – 3 x2 – x + 3

انظر للمراجعة ثم أجب عن الاختبار الآتي :

اختبــارمراجعة

مثال 1 :

مثال 2 :

مثال 3 :
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مفهوم

6-1
أفكار الدرس

المعايير:

المصطلحات:

zz حساب مساحة المنطقة

المحصورة بین المخطط البیاني 

لدالة ومستقیمین رأسیین 

x ومحور

zz حساب مساحة المنطقة

المحصورة بین المخطط البیاني 

x لدالة ومحور

zz حساب قیمة التكامل المحدود

لدالة من المساحة .

المساحة تحت المنحنى

area under the curve

12A.10.5
12A.10.7
12A.14.1

درست سابقا كیفیة حساب مساحات المناطق المستویة المضلعة ، مثل : المستطیل والمثلث وشبه المنحرف 

وغیرھا من المناطق المستویة المنتظمة.

في الشكل المجاور ؛ المنطقة المظللة ھي المنطقة المحصورة

x = 1 , x = 4  والمستقيمين  x ومحور  f (x) بین منحنى الدالة

1(  احسب مساحة المنطقة المظللة.

 
4

1
  f (x) dx 2(  احسب

3(  ماذا تلاحظ من النتائج السابقة ؟

لاحظ من إجابتك الصحیحة على الأسئلة السابقة أن مساحة

المنطقة المظللة تساوي قیمة التكامل المحدود للدالة على

الفترة [4 ,1] ، كما تلاحظ أن المنطقة المظللة تمثل منطقة

. x مستویة منتظمة تقع فوق محور

f (x) ولكن عندما تكون المنطقة المظللة تحت منحنى الدالة

كما في الشكل المجاور تمثل منطقة مستویة غیر منتظمة

فإننا نحتاج لحساب مساحة المنطقة المظللة تحت المنحنى

والواقعة فوق محور x  والمحدودة بالمستقیمین الرأسیین

[a, b] باستعمال التكامل المحدود على الفترة  x = a  , x = b

وھذا یقودنا إلى مفھوم المساحة تحت المخطط البیاني لدالة (area under the curve) كما یلي :

x المساحة تحت المخطط البیاني لدالة وفوق محور

التعبیر اللفظي : �إذا كانت f (x)  دالة قابلة للتكامل وموجبة على الفترة [a, b]  فإن مس�احة 

المنطقة المحدودة بالمخطط البیاني للدالة f (x)  ، ومحور x ، والمستقیمین 

x = b , x = a  ھي قیمة التكامل المحدود للدالة على ھذه الفترة .
الرموز :

 A = 
b

a
  f (x) dx       ,       f (x) > 0 , x p [a, b]

نموذج :

 

y

x

f

a b

y

xba

y = f (x)

تمهيد

المساحة تحت المخطط البیاني لدالة
Area Under The Curves

1

-1
-2 -1 1 2 3 4 5

2
3

4
5
6

y f (x) = x + 1

x
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x = –2, x = 2 والمستقيمين  x ومحور   f (x) = 9 – x2 أوجد مساحة المنطقة المحصورة بین منحنى الدالة

x لنقاط تقاطع منحنى الدالة مع محور x أوجد الإحداثي •

9 – x2 = 0

⇒ 9 = x2

⇒ x = ± 3 ∉ [–2 , 2]

x = –2 , x = 2 بين المستقيمين  f (x) ادرس  إشارة  الدالة •

– –
3–3 –2 2

– – + + + + + +

�تلاحظ أن  إشارة  الدالة f (x)  موجبة بين المستقيمين x = –2 , x = 2  كما هو موضح فى الشكل بالأعلى.

• استعمل قاعدة المساحة.

A  = ∫
–2

2
 f (x) dx

A = ∫
–2

2
 (9 –  x2) dx

= 􏿯 9 x – x3

3  􏿲 
–2

2
 = 􏿵 9 (2) – 23

3  􏿸 – 􏿵 9 (–2) – (–2)3

3
    􏿸 = 92

3

92  وحدة مربعة
3

إذن مساحة المنطقة المحصورة ھي  

إذا كانت الدالة y = f (x)  قابلة للتكامل على الفترة [a, b]  وكان منحنى 

الدالة یقع كلیاً تحت محور x في ھذه الفترة كما في الشكل المجاور :

x ومحور  y = f (x) فإن مساحة المنطقة المحصورة بین منحنى الدالة 

والمستقیمین x = a , x = b  یمكن حسابھا كما یأتي :

 y = – f (x) مساحة المنطقة المحصورة بین منحنى الدالة = A المساحة 

x = a , x = b والمستقیمین x ومحور )x الواقع فوق محور (

وبالاعتماد على المفھوم السابق فإن :

A = ∫
a

b
 –  f (x) dx = – ∫

a

b
 f (x) dx

وھذه القیمة تمثل القیمة المطلقة لتكامل للدالة y = f (x) على الفترة [a, b] والمفھوم التالي یوضح ذلك .

x = 0 , x = 2 والمستقيمين  x ومحور   f (x) = 3 x2 + 1 1( �أوجد مساحة المنطقة المحصورة بین منحنى الدالة

مساحة المنطقة فوق محور x والمحصورة بین
منحنى دالة ومستقیمین رأسیین 

مثال 1

1

-1
-4 -3 -1 0 1 3 4

2
3
4
5
6
7
8
9

y

x-2 2

f (x) = 9 – x2

تحقق

y
y = – f (x)

y = f (x)

x
ba A

y =  f (x) إذا كان منحنى

x یقع كلیا تحت محور

y = – f (x) فإن منحنى

x یقع كلیا فوق محور

x وذلك بالانعكاس في المحور

تنبيـه
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المساحة فوق المخطط البیاني لدالة وتحت محور xمفهوم

التعبیر اللفظي : �إذا كانت f (x)  دالة قابلة للتكامل وسالبة على الفترة [a, b]  فإن مساحة المنطقة 

  x = b , x = a والمس�تقیمین ، x ومحور ، f (x) المحدودة بالمخطط البیاني للدالة

ھي القیمة المطلقة للتكامل المحدود للدالة على ھذه الفترة .

 A = | b
a
  f (x) dx | الرموز :�

f (x) = 1 –  2x    ومحور  x   والمس�تقيمين
3  أوج�د مس�احة المنطق�ة المحصورة بین منحنى الدال�ة   

x = 6 , x = 9 

x لنقاط تقاطع منحنى الدالة مع محور x أوجد الإحداثي •

1 – 2x
3  = 0

⇒ x = 3
2  ∉ [6, 9]

 • �ادرس  إشارة  الدالة f (x)  بين المستقيمين

�x = 6 , x = 9
– – –––

6 9

+ +
3
2

 تلاحظ أن  إشارة  الدالة f (x)  سالبة بين

المستقيمين x = 6 , x = 9  كما هو موضح فى الشكل المجاور.

• أوجد المساحة المطلوبة.

A = | 9
6
   f (x) dx | = | 9

6
  (1 – 2x

3 ) dx | = | [x – x2

3  
9
]
6
 |

	            = 􏿙  (9 – 92

3 ) – (6 – 62

3 ) 􏿙 = 􏿗 (–18) – (– 6)􏿗 = 12

إذن مساحة المنطقة المحصورة هى 12 وحدة مربعة

مساحة المنطقة تحت محور x والمحصورة بین
منحنى دالة ومستقیمین رأسیین

مثال 2

 x ومحور   f (x) = 4 x3 2( �أوجد مساحة المنطقة المحصورة بین المخطط البيانى للدالة 
x = –2 , x = 0 والمستقيمين

تحقق

إرشـاد
صح�ة  م�ن  التحق�ق  یمكن�ك 

بحس�اب   2 مث�ال  ف�ي  الح�ل 

مس�احة المنطقة المظللة ) شبه 

المنحرف ( كما یلي:

b1 = 3, b2 = 5, h = 3

A = 
(b1 + b2)

2
 × h

	 = 
(3 + 5)

2  × 3 = 12

 x  والجزء الآخر تحت محور  x  ووقع جزء منھا فوق مح�ور [a, b] دال�ة قابل�ة للتكامل عل�ى الفترة  f (x) إذا كان�ت

 ف�ي ھذه الفترة فإن مس�احة المنطق�ة المحصورة بالمخطط البیاني للدالة f (x) ، ومحور x ، ومس�تقیمین رأس�یین

x = a , x = b  یمكن حسابھا اعتمادا على ما سبق بالخطوات التالیة :

.[a, b] في الفترة f (x) 1 - أوجد أصفار الدالة

2- جزئ الفترة [a, b] إلى فترات جزئیة باستعمال أصفار الدالة .

3- أوجد المساحة المطلوبة باستعمال القیمة المطلقة للتكامل المحدود للدالة f (x) على كل فترة جزئیة .

-1
-2

-4
-3

-5

-1 0 1 3 64 75 8 9 10

1
2
3

y

2
x
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x ومحور  x = 5 , x = 1 والمستقيمين   f (x) = 2 – x 3( �أوجد مساحة المنطقة المحصورة بین

تحقق

x = 5 والمستقيم   f (x) = 5 x – x2 – 6 أوجد مساحة المنطقة المحصورة بین منحنى الدالة

x ومحور  y ومحور

5x – x2 – 6 = 0 • أوجد أصفار الدالة�

x2 – 5x + 6 = 0

(x – 3) (x – 2) = 0

x = 3  ,  x = 2

• أوجد الفترات الجزئیة باستعمال أصفار الدالة.

بما أن المنطقة المطلوب إیجاد مساحتھا محصورة بین منحنى الدالة f (x)   والمستقیم x = 5  ومحور y  فإن الفترة 

التي تقع ضمنھا ھذه المنطقة ھي [5 ,0] وحیث أن [5 ,0] ∋ 3 ,2 فیكون لدینا ثلاث مناطق تقع ضمن ثلاث فترات 

جزئیة وھي  [5 ,3] , [3 ,2] , [2 ,0]  كما یتضح من الشكل البیاني أدناه .

• أوجد المساحة باستعمال القیمة المطلقة للتكامل المحدود.

A = | 2
0
  f (x) dx | + | 3

2
  f (x) dx | + | 5

3
  f (x) dx |

	 = | 2
0
  (5x – x2 – 6) dx | + | 3

2
  (5x – x2 – 6) dx | + | 5

3
  (5x – x2 – 6) dx |

	 = | [ 5x2

2    – x3

3   – 6 x 
2
]
0
 | + |  [ 5x2

2    – x3

3   – 6 x 
3
]
2
   | + |  [ 5x2

2    – x3

3   – 6 x 
5
]
3
   |

	 = | –14
3  | + | 1

6  | + | –14
3  |

	 = 14
3  + 1

6  + 14
3  = 9.5

إذن مساحة المنطقة المحصورة هى 9.5 وحدة مربعة

 مساحة أكثر من منطقة محصورة بین منحنى دالة
ومحور x ومستقیمین رأسیین

مثال 3

إرشـاد
 x = 0 ھي  y معادلة المحور

-1
-2

-4
-3

-5
-6
-7

-1 0 1 3 64 75

1
y

2

x
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من المفھومین السابقین نستنتج ما یلي :

 إذا كان�ت f (x)  دال�ة قابل�ة للتكام�ل عل�ى الفت�رة [a, b] ف�إن مس�احة المنطق�ة المحص�ورة بالمخط�ط البیان�ي

للدالة f (x)  ، ومحور x  ، على ھذه الفترة تعطى بالقاعدة :

 = A  ومنھا نحصل على النتیجة التالیة لحساب التكامل المحدود
b

a
   |  f (x) | dx : استنتجنا سابقاً أن 

للدالة f (x) على الفترة [a, b] بدلالة المساحة .

b

a
   f (x) dx	 ; f (x) ≥ 0

– 
b

a
   f (x) dx	 ; f (x) < 0

A = 
b

a
  |  f (x) | dx =

 x ومحور   f (x) = x3 – x أوجد مساحة المنطقة المحصورة بین منحنى الدالة

x3 – x = 0 • أوجد أصفار الدالة�

⇒ x (x2 – 1) = 0

⇒ x = 0 , ± 1

• أوجد الفترات الجزئیة باستعمال أصفار الدالة ثم ادرس إشارة الدالة في كل فترة جزئیة.

– –– –

0–1 1

+ + + + f (x) إشارة الدالة

تلاحظ أن : f (x) > 0  في الفترة [0 ,1–]

f (x) < 0  في الفترة [1 ,0]

كما یتضح ذلك في الشكل المجاور .

• أوجد المساحة المطلوبة.

A = 
0

–1
 (x3 – x) dx – 

1

0
  (x3 – x) dx

	 = 􏿯 x4

4  – x2

2  􏿲 
–1

0
   – 􏿯 x4

4  – x2

2  􏿲 
0

1
  = 1

4 – 􏿴 –1
4  􏿷 = 1

2

إذن مساحة المنطقة المحصورة هى0.5 وحدة مربعة

x مساحة المنطقة المحصورة بین منحنى دالة ومحور مثال 4

x ومحور   f (x) = x3 – 3 x2 + 2x 4( �أوجد مساحة المنطقة المحصورة بین  منحنى الدالة

تحقق

حساب التكامل المحدود بدلالة المساحةمفهوم

A  ;             x إذا كانت المنطقة فوق محور

–A  ;             x إذا كانت المنطقة تحت محور

b

a
   f (x) dx =

إرشـاد
یمكنك حل المثال 4 باس�تعمال 

القیم�ة المطلق�ة مباش�رة دون 

دراسة الإشارة كما یلي :

A = | 0

–1
(x3 – x) dx |

+ | 1
0
   (x3 – x) dx | 

= 1
2

f (x) = x3 – x
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من الشكل المبین أدناه ، أوجد ما یلي :

-2

-1 64 8

2

y

x2

y =  f (x)

a)  
6

0
   f (x) dx

 
6

0
   f (x) dx = A1  + (–A2) = 𝝅 (2)2

2  + [– (2 × 2)] ≈ 2.3

b)  
8

0
   f (x) dx

 
8

0
   f (x) dx = A1  + (–A2) + A3

	 = 𝝅 (2)2

2  + [– (2 × 2)] + 𝝅 (1)2

2  ≈ 3.9

حساب التكامل المحدود من المساحة مثال 5

-2

-1 64 8

2

y

x2

y =  f (x)

A1

A2

-2

-1 64 8

2

y

x2

y =  f (x)

A1

A2

A3

5( من الشكل المجاور، أوجد ما یلي :

a.  
3

0
   f (x) dx

b.  
4

2
   f (x) dx

c.  
7

0
   f (x) dx

تحقق

-2

-1 64

2

y

x2

y =  f (x)
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تمارين 6-1

مثال 1-3

مثال 4

مثال 5

أوجد مساحة المنطقة المحصورة بین منحنى الدالة  f (x)  ومحور x  والمستقیمین الرأسیین في كل مما یأتي :

1)   f (x) = x – 3  ,  x = 4  ,  x = 6	 2)   f (x) = x3  ,  x = –2  ,  x = 0
3)   f (x) = 2 – x  ,  x = 1  ,  x = 5	 4)   f (x) = ex  ,  y – axis  ,  x = 2

5)   f (x) = 1
x   ,  x = e  ,  x = e2	 6)   f (x) = tan x  ,  x = – 𝝅

4   ,  x = 0

7)   f (x) = sin x – 1
2

  ,  x = – 𝝅
2   ,  x = 𝝅

2

 x أوجد مساحة المنطقة المحصورة بین منحنى الدالة المعطاة ومحور

8)   f (x) = x2 – 4	 9)   f (x) = x3  – 9x	 10)   f (x) = x3 + 2x2  – 3x

 y ومحور  x  أوجد مساحة المنطقة المحصورة بین منحنى الدالة المعطاة ومحور

11)   f (x) = e x – 2 – e	 12)   f (x) = 2 – x 	 13)   f (x) = 5 In (x + 3)

14) ∫
2

0
 f (x) dx	 15) ∫

5

0
 f (x) dx	 16) ∫

7

5
 f (x) dx

17) ∫
9

0
 f (x) dx	 18) ∫

9

0
 | f (x) | dx

الشكل الموضح أدناه یمثل بیان الدالة f (x) احسب كلاً من التكاملات التالیة :

استخدم المساحات الموضحة في الشكل أدناه لإیجاد ما یلي :

64 8

2

y

x2

y =  f (x)

a b c d

y = f (x)

x

y
Area = 10

Area = 94

Area = 919)  ∫
b

a
 f (x) dx

20)  ∫
c

b
  f (x) dx

21)  ∫
c

a
  f (x) dx

22)  ∫
d

a
  f (x) dx

23)  ∫
d

a
  | f (x) | dx
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x والمنطقة المحصورة بين منحنى الدالة ومحور  f (x) 24) الشكل الموضح أدناه يمثل بيان الدالة

6 74 5 8 9

y

x21 3

f (x) 

 ؟ لماذا؟
7

1
  f (x) dx أیھما أكبر، قیمة المساحة الكلیة للمنطقة المظللة أم قیمة التكامل .a

b. عبر عن قیمة المساحة الكلیة للمنطقة المظللة باستعمال التكامل المحدود.

c. بشكل عام أي مما یلي صحیح؟

i) A > ∫
b

a
 f (x) dx	 ii) A < ∫

b

a
 f (x) dx	 iii) A ≥ ∫

b

a
 f (x) dx	 iv) A ≤ ∫

b

a
 f (x) dx

[0, π] فى الفترة  x ومحور  f (x) = sin2x 25) أوجد مساحة المنطقة المحصورة بین منحنى الدالة

26) أوجد مساحة المنطقة المظللة فى كل مما يأتي :

f (x) = 8 – x2 . ما التكلفة الكلیة لدھان المنطقة المظللة 

2 27) �الشكل أدناه یمثل الواجھة الأمامیة لمبنى ، مدخل ھذا المبنى یمثله المنحنى  

إذا علمت أن سعر دھان الوحدة المربعة 40 ریالا ؟

2π

f (x) = sin (x)

π

y

x

1

-1

2

 

-1

-2

-1 0 1

1
2
3
4

y

2 3

f (x) = x2 – 2x

14 وحدة

12 وحدة

14 وحدة

f (x)

a) b)

3π
2

– π
2

π
2
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x = –2 , x = 1 والمستقیمین  x ومحور  f (x) = | x | + 1 28) أوجد مساحة المنطقة المحصورة بین منحنى الدالة

29) �إذا كانت مساحة المنطقة المظللة في الشكل المجاور ھي 0.2 وحدة مربعة . 

أوجد k مقربة لأقرب أربع منازل عشریة.

30) �الشكل المجاور یمثل مدخل مبنى على شكل مستطیل یعلوه قوس على شكل 

قطع مكافئ ، أوجد مساحة واجھة ھذا المدخل .

مسائل مهارات التفكير العليا

5 cm

4 cm

1 m
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6-2
أفكار الدرس

المعايير:

المصطلحات:

zz حساب مساحة المنطقة

المحصورة بين المخططين 

البيانيين لدالتين .

zz حساب مساحة المنطقة

المحصورة بين المخططين 

البيانيين لدالتين و مستقيمين 

رأسيين.

المساحة بين مخططين بيانيين 
لدالتين

area between two curves

12A.10.5
12A.10.7
12A.14.1

1. �عبر ع�ن مس�احة المنطق�ة المحصورة 

بي�ن منحنى الدالة f (x)  والمس�تقيمين 

x = –2 , x = 6 ومحور x  باس�تخدام 

التكامل المحدود.

2. �عبر ع�ن مس�احة المنطق�ة المحصورة 

بي�ن منحنى الدالة g (x) والمس�تقيمين 

x = –2 , x = 6  ومحور x  باس�تخدام 

التكامل المحدود.

3. أوجد الإحداثي x لنقطتي تقاطع منحنى 

. g (x) ، f (x) كلٍ من الدالتين

4. �عبر ع�ن مس�احة المنطق�ة المحصورة 

 g (x) ، f (x) بي�ن منحني�ي الدالتي�ن

باستعمال التكامل المحدود.

إن إجاباتك الصحيحة على الأس�ئلة الس�ابقة ستس�اعدك في اس�تنتاج قاعدة حساب المس�احة بين مخططين 

بيانيين لدالتين (area between two curves) وذلك كما يلي:

تمهيد

مساحة المنطقة بين المخططين البيانيين لدالتين 
 Area of Region Between Two Curves

1

1
2
3
4
5
6
7
8
9

10
11
12

13
14
15

-1-2-3-4 2 3 4 5 6 7 8 9 10

y

x

g (x)

f (x)

1

1
2
3
4
5
6
7
8
9

10
11
12

13
14
15

-1-2-3-4 2 3 4 5 6 7 8 9 10

y

x

g (x)

f (x)

1

1
2
3
4
5
6
7
8
9

10
11
12

13
14
15

-1-2-3-4 2 3 4 5 6 7 8 9 10

y

x

g (x)

f (x)

: g (x)  ، f (x) الأشكال المبينة أدناه تمثل منحنى كل من الدالتين
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المساحة بين المخططين البيانيين لدالتين مفهوم

إذا كانت الدالتان f (x) , g (x)  قابلتين للتكامل على الفترة [a, b] و كانت f (x) ≥ g (x)  في هذه 

الفترة، فإن مساحة المنطقة المحصورة بين المخططين البيانيين للدالتين تعطى بالقاعدة :  

A = 
b

a
   [  f (x) – g (x) ] dx

نموذج :

a b
x

y

y = g (x)

y = f (x)

f (x) = x2 + x – 2  أوجد مساحة المنطقة المحصورة بين المخططين البيانيين للدالتين 

. g (x) = x + 2 و

• أوجد الإحداثي x لنقاط تقاطع المخططين البيانيين للدالتين

f (x)	=	 g (x)
x2 + x – 2	=	 x + 2

x2 – 4	 =	 0
(x – 2) (x + 2)	=	 0
⇒ x = 2  ,  x = – 2

• اختبر أي الدالتين أكبر في فترة التكامل

  x = 0  يمك�ن اختب�ار أي الدالتي�ن أكبر في فترة التكامل و ذل�ك باختيار قيمة من الفت�رة  [2 ,2–]  ولتكن

وتعويضها في كلا الدالتين

∵ g (0) = 2 > f (0) = – 2    ⇒    g (x) ≥ f (x)

و يتضح ذلك في الشكل المجاور.

• �احسب مس�احة المنطقة المحصورة بين المخططين البيانيين 
للدالتين.

A = 
2

–2
  [ g (x) – f (x)] dx = 

2

–2
  [ (x + 2) – (x2 + x – 2)] dx

	 = 
2

–2
  (4 – x2 ) dx = 􏿯4x – x3

3 􏿲 
–2

2  �
= (8 – 8

3 ) – (–8 + 8
3 )

 

= 10 2
3

2 10 وحدة مربعة . 
3 إذن مساحة المنطقة المحصورة تساوي 

مساحة المنطقة المحصورة بين المخططين البيانيين لدالتين  مثال 1

1( أوجد مساحة المنطقة المحصورة بين المخططين البيانيين للدالتين 

f (x) = x2   ,   g (x) = 4x – x2

تحقق
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و يمك�ن أن يتقاطع المخطط�ان البيانيان للدالتين في أكثر من نقطة بحيث تك�ون المنطقة المحصورة بينهما مجزأة 

إلى جزأين أو أكثر.

وبنفس الطريقة الس�ابقة يمكن حساب مساحة المنطقة المحصورة بين منحنيي دالتين ومستقيمين رأسيين مع الأخذ 

بعين الاعتبار أن بداية ونهاية هذه المنطقة يحددهما المستقيمان الرأسيان ، والمثال التالي يوضح ذلك.

أوجد مساحة المنطقة المحصورة بين منحنيي الدالتين

f (x) = 3x3 – x2 – 10 x , g (x) = – x2 + 2 x

• أوجد الإحداثي x لنقاط تقاطع المخططين البيانيين للدالتين.

f (x) = g (x)

⇒ 3x3 – x2 – 10x = – x2 + 2x

⇒ 3x3 – 12x = 0

⇒ 3x (x2 – 4) = 0

⇒ 3x (x – 2) (x + 2) = 0

⇒ x = 0  ,  x = – 2  ,  x = 2

 تلاح�ظ أن المنطق�ة المحص�ورة بي�ن منحني�ي الدالتي�ن مج�زأة إل�ى جزأي�ن ، أي أنه�ا تق�ع ف�ي فترتين

هـما [2 ,0] , [0 ,2–] كما في الشكل البياني أعلاه.

• احسب مساحة المنطقة المحصورة بين المخططين البيانيين للدالتين. 

A = | 0

–2
 􏿴 f (x) – g (x)􏿷 dx | + | 2

0
􏿴 f (x) – g (x)􏿷 dx|

	 = | 0

–2
 (3x3 – x2 – 10 x  – (– x2 + 2x)) dx | + | 2

0
 (3x3 – x2 – 10 x  – (– x2 + 2x)) dx |

	 = | 0

–2
  (3x3 – 12 x) dx | + | 2

0
 (3x3 – 12 x) dx |

	 = |[ 3x4

4  – 6x2 ] –2

0  | �+ |[ 3x4

4  – 6x2 ] 0
2 |

	 = | – (12 – 24) | + | 12 – 24 | = 24

إذن مساحة المنطقة المحصورة تساوي 24 وحدة مربعة .

مساحة أكثر من منطقة محصورة بين منحنيي دالتين مثال 2

إرشـاد
ف�ي مث�ال 2 يمك�ن اختب�ار أي 

الدالتين أكبر في كل فترة جزئية 

ثم إيجاد المساحة المطلوبة

2( أوجد مساحة المنطقة المحصورة بين منحنيي الدالتين

f (x) = x3 – 3x   ,   g (x) = x

تحقق
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أوجد مساحة المنطقة المحصورة بين المخططين البيانيين للدالتين  

x = – 3  ,  x = 1  والمستقيمين  f (x) = x2 + x – 2 , g (x) = x + 2 

• أوجد الإحداثي x لنقاط تقاطع المخططين البيانيين للدالتين. 

f (x) = g (x)

⇒ x2 + x – 2 = x + 2

⇒ x2 – 4 = 0

⇒ (x – 2) (x + 2) = 0

⇒ x = 2  ,  x = – 2

– 2 ∈ [– 3, 1]  ,  2 ∉ [– 3, 1]

x = – 3  ,  x = 1  تلاح�ظ أن المنطق�ة المحص�ورة بي�ن المخططي�ن البيانيي�ن للدالتي�ن و المس�تقيمين 

مجزأة إلى جزأين، أي أنها تقع في الفترتين [1 ,2–] , [2– ,3–] كما في الشكل البياني أعلاه.

• اختبر أي الدالتين أكبر في كل فترة من فترات التكامل.

∵ f (–2.5) = 1.75 > g (–2.5) = – 0.5	 ⇒ f (x) ≥ g (x)   ,   x ∈ [–3, –2]

∵ g (0) = 2 > f (0) = – 2			   ⇒ g (x) ≥ f (x)   ,   x ∈ [–2, 1]

• احسب مساحة المنطقة المحصورة بين المخططين البيانيين للدالتين.

A = 
–2

–3
 [ f (x) – g (x)] dx + 

1

–2
  [ g (x) – f (x)] dx

	 = 
–2

–3
  (x2 – 4) dx + 

1

–2
  (4 – x2 ) dx = [ x3

3  – 4x] –3

–2 �+ [4x – x3

3 ] –2

1

	 = 􏿴  16
3   – 3 􏿷 + 􏿴  11

3   – –16
3   􏿷 = 34

3  = 11  1
3

 11 وحدة مربعة . 1
3 إذن مساحة المنطقة المحصورة تساوي 

، f (x) = cos x ، g (x) = sin x بالاعتماد على الشكل أدناه الذي يمثل المخططين البيانيين للدالتين

أوجد مساحة المنطقة المظـلـلة .  

مساحة أكثر من منطقة محصورة بين منحنيي دالتين

حساب مساحة منطقة مظـلـلة 

مثال 3

مثال 4

1
2
3
4
5
6

-1
-1
-2

-2-4 2 3 4 5 6 7

y

x

g (x)f (x)

1-3

 f (x) = 2 – x2   ,   g (x) = x2 3( �أوجد مساحة المنطقة المحصورة بين منحنيي الدالتين 
x = – 1  ,  x = 2 والمستقيمين

تحقق

ويمكن حس�اب مس�احة المنطقة المحصورة بين دالتين من خلال الرسم المعطى بحيث يتم تحديد حدود التكامل عن 

طريق حل المعادلة الناتجة عن مساواة الدالتين .   

2π

f (x)

g (x)

π

y

x

1

-1

2

3π
2

π
2
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[0, 2 π] لنقاط تقاطع المخططين البيانيين للدالتين معاً ضمن الفترة  x أوجد الإحداثي •

sin x = cos x
sin x
cos x  = 1

tan x = 1

x = tan–1 (1)

∴ x = π4      ,     x = 5 π
4

g (x) ≥ f (x) 0] و, π
4  لاحظ من الشكل البياني المعطى أعلاه أن f (x) ≥ g (x) في الفترة [

 [ π
4

 , 5 π
4

في الفترة [ 

• احسب مساحة المنطقة المظللة.

A = 
0

π
4
 [ f (x) – g (x)] dx + 

5 π
4

π
4

 [ g (x) – f (x)] dx

	 = 
0

π
4
 [ cos x – sin x] dx + 

5 π
4

π
4

 [ sin x – cos x] dx

	 = [ sin x + cos x] 0

π
4  + [ – cos x – sin x]

5 π
4
π
4

	 = ( 2  
2  + 2  

2 ) – (0 + 1) + (( 2  
2  + 2  

2 ) – ( – 2  
2

 – 2  
2 ))

	 = 3 2  – 1

2 3 وحدة مربعة .  إذن مساحة المنطقة المحصورة تساوي 1 – 

4( �بالاعتماد على الشكل المجاور الذي يمثل المخططين 

 y = 1
2  ، y = cos x البيانيين للدالتين 

أوجد مساحة المنطقة المظـلـلة.

تحقق

2π

y = 1
2

y = cos x

π

y

x

0.5

1.5

1

-0.5

-1

3π
2

π
2

–π
2
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أوجد مساحة المنطقة المحصورة بين المخططين البيانيين للدالتين في كل مما يأتي:

1) ƒ (x) = x – 3	 ,	 g (x) = x2 – 3x				    2) y = x2 – 2x		  ,	 y = 3

3) ƒ (x) = x 	 ,	 g (x) = x2						     4) ƒ (x) = 3x3 – x	 ,	 g (x) = 2x3 + 8x

5) ƒ (x) = x3 – 3x	 ,	 g (x) = 2x2				    6) ƒ (x) = x3 – 5x2 + 4 x	 ,	 g (x) = – 2x

الأمثلة 2-1

أوجد مساحة المنطقة المحصورة بين المخططين البيانيين للدالتين و المستقيمين الرأسيين في كل مما يلي :

7) ƒ (x) = 2x2 	 ,	 g (x) = 2x	 ,	 x = 0		  ,		  x = 1

8) ƒ (x) = 2x2 	 ,	 g (x) = 2x	 ,	 x = –1		 ,		  x = 1

9) ƒ (x) = 2x2 	 ,	 g (x) = 2x	 ,	 x = –1		 ,		  x = 3

10) ƒ (x) = x3 –5x	 ,	 g (x) = 2x2 – 6	 ,	 x = –3		 ,		  x = 3

11) ƒ (x) = x3 		  ,	 g (x) =  x4 – 2x2			  ,	 x = –1		 ,		  x = 2

مثال 3

مثال 4  بالاعتماد على الأشكال البيانية المعطاه، أوجد مساحة المنطقة المظللة في كل مما يلي: 

تمارين 6-2

1.5
y

x

y = sin x
1

0.5

-0.5

-1

y = 1
2

-π /4 π /4 π /2 3π/4 5π/4 3π/2 7π/4π 2π

13)

12)

y

g (x) = x –1

ƒ (x) =
1

–1
–1 1 2 3 4 5 6 7

2

3

4

5

3
x + 1

x

أوجد مساحة المنطقة المحصورة بين المخططين البيانيين للدالتين في كل مما يأتي :

14) y = x3 – 5x	 ,	 y = 2x2 – 6		  15) y = sin x	,	 y = cos x	 ,	 0 ≤ x ≤ 2 π
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16(� الشكل المجاور يمثل المخططيين البيانيين لكلٍ من

ƒ (x) = x3 – 4x , g (x) = 3x + 6  أوجد مساحة المنطقة المظللة .
y

x

g (x)
ƒ (x)

مسائل مهارات التفكير العليا

 16
3

17( �في الش�كل المج�اور ، إذا كانت مس�احة المنطقة المظللة تس�اوي 

  . k وحدة مربعة . أوجد قيمة

18( أوجد مساحة المنطقة المظللة في الشكل المجاور .

y

y = k

y = x2

x

y

y =   x

y = x – 2
x
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الحجوم الدورانية 6-3
Volumes of Revolution

أفكار الدرس

المعايير:

المصطلحات:

zz إيج�اد حجم المجس�م الناتج عن

دوران المنطق�ة المحص�ورة بني 

المخط�ط البياني لدال�ة و محور 

x  و مس�تقيمين رأس�يين  ح�ول 
 .  x المحور

zz إيج�اد حجم المجس�م الناتج عن

دوران المنطق�ة المحص�ورة بني 

  x المخط�ط البياني لدالة و محور

 .  x حول المحور

 حجم المجسم الدوراني 

volume of solid of revolution

12A.14.1

تمهيد
y = ƒ (x)  المبين أدناه :  لنعتبر منحنى الدالة 

x = b ،  ومح�ور x ، حول مح�ور x دورة كاملة  x = a و  إذا دارت المنطق�ة المظلل�ة  والمحص�ورة بي�ن 

)360º( ، فإنه سيتكون مجسم ثلاثي الأبعاد ، يسمى هذا المجسم بالمجسم الدوراني.

a b

( )y f x=( )y f x=

a b

yy y

يتكون المجسم الدوراني من عدد غير منتهٍ من الأقراص الإسطوانية الرقيقة كما هو موضح في الشكل أدناه :

1 ( ما قانون حجم الأسطوانة القائمة التي طول نصف قطرها r وارتفاعها  h ؟

a bx

( )y f x=

x

y ƒ (a) , ∆ x , ƒ (b) ؟ � 2 ( ماذا تمثل كل من 

3 ( ماذا يمثل المقدار π [ƒ (a)]2 ∆ x ؟  

π [ƒ (b)]2 ∆ x ؟  4 ( ماذا يمثل المقدار 

π [ƒ (x)]2 ∆ x ؟ 5 ( ماذا يمثل المقدار 

 Ʃ ؟ 
x = b

x = a
π [ƒ (x)]2 ∆ x 6 ( ماذا يمثل المقدار 

إن  إجاباتك الصحيحة على الأسئلة السابقة ستقودك إلى استنتاج أن حجم المجسم الدوراني

 Ʃ حيث 
x = b

x = a
π [ƒ (x)]2 ∆ x (volume of solid of revolution)  يعطى بصورة تقريبية بالمقدار: 

x ∆  هي ارتفاع القرص الأسطواني. ƒ (x)  هي نصف قطر كل قرص أسطواني،

وحتى نحصل على حجم المجس�م الدوراني نزيد عدد الأقراص الإس�طوانية المكونة للمجسم ليصبح عددها لا 

x → 0 ∆  ( ، وبالتالي يصبح : نهائي، وذلك بجعل سماكة )ارتفاع( كل قرص اسطواني  تقترب من الصفر )  

V = lim
∆ x → 0

  Ʃ 
x = b

x = a
π [ƒ (x)]2 ∆ x = ∫ 

b

a
 π [ƒ (x)]2 dx = π ∫ 

b

a
 y2 dx

حجم المجسم الدوراني مفهوم
إذا كانت الدالة ƒ (x) قابلة للتكامل على الفترة [a , b ] فإن حجم المجسم الناتج عن دوران 

y = ƒ (x) و محور x و المستقيمين الرأسيين  المنطقة المحصورة بين المخطط البياني للدالة 

x = b , x = a  دورة كاملة حول محور x يعـطى بالقاعدة :

 V = π ∫ 
b

a
 y2 dx

y y = 

ba

ƒ (x) 

x نموذج :
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تحقق

1(  �أوج�د حج�م المجس�م الدوران�ي الناتج م�ن دوران المنطق�ة المحص�ورة بين المخط�ط البيان�ي للدالة                             

x دورة كاملة حول محور x = 0 , x = π ƒ (x) = sin x ومحور x و المستقيمين 

دوران المنطقة المحصورة بين المخطط البياني لدالة 

ومحور x و مستقيمين رأسيين  

مثال 1 :

 x ومحور ƒ (x) = x أوجد حجم المجس�م الدوراني الناتج من دوران المنطقة المحصورة بين المخطط البياني للدالة 

. x دورة كاملة حول محور x = 4 , x = 1 و المستقيمين 

π 21 وحدة مكعبة  .  إذن حجم المجسم الدوراني الناتج هو 

( )f x x= ( )f x x=
2

4 3 4
2

11

[ ( )]

]
3

64 1 21
3 3

b

a

V f x dx

xx dx

=

= =

= =

    

    

إرشـاد
ف�ي مث�ال 1 يس�مى الش�كل 

الناتج باسم المخروط الناقص 

القائ�م ، و يمك�ن التحقق من 

صحة الحل كما يلي : 

حجم المخروط الناقص القائم 

هو الفرق بين حجم المخروط 

الأكبر الذي ارتفاعه 4 وحدات  

ونصف قطر قاعدته  4  وحدات 

و حج�م المخ�روط الأصغـر 

الذي نصف قطر قاعدته وحدة 

واحدة و ارتفاعه وحدة واحدة 

أي أن : 

V =� 1
3  π 42 (4) – 

 1
3  π 12 (1) = 21π

y = ƒ (x) قابلة للتكامل على الفترة ]a , b[ و كان منحنى الدالة يقع  إذا كانت الدالة 

تحت محور x في هذه الفترة كما في الش�كل المجاور ، فإن حجم المجس�م الناتج عن 

y = ƒ (x) و محور x و المس�تقيمين  دوران المنطقة المحصورة بين منحنى الدالة 

x = b , x = a  دورة كاملة حول محور x  يمكن حسابها كما يلي :  الرأسيين 

الحجم  V  يس�اوي حجم المجس�م الناتج عن دوران المنطقة المحصورة بين منحنى 

x = b , x = a  ومحور x دورة كاملة  y = – ƒ(x) والمس�تقيمين الرأسيين  الدالة 

حول محور x . أي أن : 

V = π  ∫ 
b

a
 [–ƒ (x)]2 dx = π  ∫ 

b

a
 [ƒ (x)]2 dx 

و مما سبق نستنتج أن حساب حجم المجسم الدوراني لن يختلف باختلاف موقع الدالة 

y = ƒ(x)  فوق  y = ƒ(x) بالنس�بة لمح�ور x ، وعلي�ه إذا وقع جزء م�ن منحنى 

محور x  والجزء الآخر تحت محور x  في الفترة ]a , b[ كما في الشكل المجاور فهذا 

يعني أن المنحنى يقطع المحور x  عند  x = c  حيث  c ∈ [a , b]  فإنه يمكن حساب 

حجم المجسم الدوراني دون تجزئة التكامل وذلك لأن :                 

V = π  ∫ 
c

a
 [ƒ (x)]2 dx + π  ∫ 

b

c
 [ƒ (x)]2 dx 

    = π  ∫ 
b

a
 [ƒ (x)]2 dx

x 
x 

= bx = a

a

( )y f x=

c b

V	 = π  ∫ 
b

a
 [ƒ (x)]2 dx

	 = π  ∫
4

1
 x 2 dx = [ π x3

3  ]
4

1

	 = π(64
3  – 1

3 ) = 21π
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ويمك�ن اس�تعمال نفس الطريقة الس�ابقة  لحس�اب حجم المجس�م الناتج ع�ن دوران المنطق�ة المحصورة بي�ن الدالة 

. ƒ (x) = 0 y =ƒ (x) و محور x دورة كاملة حول محور x وذلك بتعيين حدود هذه المنطقة بحل المعادلة 

تحقق
2( �أوج�د حج�م المجس�م الدوران�ي النات�ج م�ن دوران المنطق�ة المحص�ورة بين المخط�ط البيان�ي للدالة                      

. x دورة كاملة حول محور  x = –2 , x = 1 ƒ (x) = x3 ومحور x  والمستقيمين 

دوران أكثر من منطقة مثال 2 :

أوجد حجم المجسم الدوراني الناتج من دوران المنطقة المحصورة بين المخطط البياني للدالة 

x دورة كاملة حول محور   x = –1 , x = 2  والمستقيمين  x ومحور  ƒ (x) = 4x – 4

48π  وحدة مكعبة.  إذن حجم المجسم الدوراني الناتج هو 

xx

yy
y = f (x)y = f (x) 88

6
4
2

6

11 –2–2 –3–3 32 3 4 4

–6–6
–8–8

تحقق

 y = 4 – 3x – x2 3( �أوجد حجم المجس�م الدوراني الناتج من دوران المنطقة المحصورة بين منحنى الدالة 

 . x دورة كاملة حول المحور x ومحور

     x دوران المنطقة المحصورة بين منحنى دالة ومحور مثال 3 :

  ƒ (x) = x2 – 9 �أوجد حجم المجسم الدوراني الناتج من دوران المنطقة المحصورة بين منحنى الدالة 

. x دورة كاملة حول محور x ومحور

x لنقاط تقاطع منحنى الدالة مع محور  x أوجد الإحداثي 

 احسب حجم المجسم الدوراني 

إذن حجم المجسم الدوراني الناتج هو π 259.2 وحدة مكعبة  . 

y

x

8
6
4
2

43–4 –3

y

x
43–3– 4

V	 = π ∫
2

–1
 (4x – 4)2 dx

	 = π ∫
2

–1
 (16x2 – 32x + 16) dx

	 = π [ 16x3

3  – 16x2 + 16x ] 2–1
 

	 = π ( 32
3  – –112

3 ) = 48π

x2 – 9 = 0
⇒ x2 = 9
∴ x = ± 3

V	 = π ∫
3

–3
 y2 dx = π ∫

3

–3
 (x2 – 9)2 dx

	 = π  ∫
3

–3
 (x4 – 18x + 81) dx

	 = π [ x5

5  – 6x3 + 81x ]3

–3
 

	 = π (684
5  – – 684

5 ) = 48π

	 =  1296
5  π = 259.2π
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أوج�د حجم المجس�م الدوراني الناتج عن دوران المنطقة المحصورة بي�ن منحنى الدالة ومحور x  دورة كاملة 

حول محور x  في كل مما يلي : 

9)  y = 1 – x2						      10)  y = 4 – x2 

11)  y = x4 – 9x2						     12)  y = x3 – 4x

13( �المخط�ط البيان�ي المج�اور يمث�ل المنطقة المحص�ورة بين 

 x = 5 x2 + y2 = 64   والمس�تقيم  الدائ�رة التي معادلتها 

في الربع الأول .

 x إذا دارت المنطق�ة المظلل�ة  في الش�كل المجاور حول محور�  )a

دورة كاملة، احسب حجم المجسم الدوراني. 

b(  �بالاعتم�اد على حل الفرع  a ، أوج�د حجم الماء في وعاء نصف 

 . 3 cm   8  ، إذا كان عمق الماء cm  كروي نصف قطره

14( �يت�م تصمي�م خزان وق�ود في جن�اح طائ�رة م�ن خالل دوران المنطقة 

y = 1 و مح�ور x دورة 
8  x2 2 – x المحص�ورة بي�ن منحن�ى الدالة 

كاملة حول محور x كما في الش�كل المجاور . أوجد حجم الخزان إذا كانت 

قياسات  x , y بوحدة المتر .             

أوجد حجم المجس�م الناتج عن دوران المنطقة المحصورة بين المخطط البياني للدالة والمستقيمين الرأسيين  

ومحور x  دورة كاملة حول محور x  في كل مما يلي :

5) y = x + 1	 ,	 x = – 4 , x = 1
6) y = 4 –x2	 ,	 x = – 4 , x = 3
7) y = x3 – 9	 ,	 x = – 1 , x = 4
8) y = 2e2x – 2	 ,	 x = – ln6 , x = ln2

مثال 2

مثال 3

تمارين 6-3

15( �استعمل الحجوم الدورانية لإثبات أن :  

V = π r 2h a( حجم الاسطوانة الدائرية القائمة هو 

      . V =  1
3  π r 2h b( حجم المخروط  القائم هو 

. V =  4
3  π r 3 c( حجم الكرة هو 

مسائل مهارات التفكير العليا

: x أوجد حجم المجسم الناتج عن دوران منحنى كل دالة مما يأتي  دورة كاملة حول محور مثال 1

1) y = 2x3   ,   1≤ x ≤ 2					     2) y = 1
x – 1   ,   2 ≤ x ≤ 3

3) y = 25 – x2    ,   0 ≤ x ≤ 5				    4) y = cos x    ,   0 ≤ x ≤ π
4

y

x
1

1
2
3
4
5
6
7
8

-1
1

-2-3 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

x2 + y2 = 64
y

x
1

1
2
3
4
5
6
7
8

-1
1

-2-3 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

x2 + y2 = 64
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حجم المجسم الدوراني الناتج عن6-4
دوران منطقة محصورة بين مخططي دالتين 
Volumes of Revolution Between Two Curves

أفكار الدرس

المعايير:

المصطلحات:

zz إيج�اد حجم المجس�م الناتج عن

دوران المنطق�ة المحص�ورة بني 

المخططين البيانيين لدالتين حول 

 .  x  المحور

zz إيج�اد حجم المجس�م الناتج عن

دوران المنطق�ة المحص�ورة بني 

المخططني البيانيني لدالتني و 

 x مس�تقيمين رأس�يين و محور

 .  x حول المحور

حجم المجسم الدوراني الناتج 

عن دوران المنطقة المحصورة بين 

مخططي دالتين

volume of solid of 
revolution between two 
curves

12A.14.1

تمهيد
:  g (x) , ƒ (x) الأشكال المبينة أدناه تمثل منحنيي الدالتين 

 ƒ (x) 1. �عب�ر ع�ن حجم المجس�م الدوران�ي الناتج م�ن دوران المنطق�ة المحص�ورة بين منحن�ى الدالة 

x = a , x = b ومحور x ، حول محور x  باستعمال التكامل المحدود. والمستقيمين 

( )f x
( )g x

a b

( )f x
( )g x

a b

y

x

y

x

 g (x) 2. �عب�ر ع�ن حجم المجس�م الدوران�ي الناتج م�ن دوران المنطق�ة المحص�ورة بين منحن�ى الدالة 

x = a , x = b ومحور x ، حول محور x  باستعمال التكامل المحدود. والمستقيمين 

( )f x
( )g x

a b

( )g x
( )f x

a b

y

x

y

x

 ، ƒ (x) 3. �عب�ر عن  حجم المجس�م الدوراني النات�ج من دوران المنطقة المحصورة بي�ن منحنيي الدالتين  

x = a , x = b حول محور x  باستعمال التكامل المحدود. g (x) والمستقيمين 

( )f x

( )g x

a b

( )f x
( )g x

a b
x

y

x

y

إن إجاباتك الصحيحة على الأس�ئلة الس�ابقة تساعدك في اس�تنتاج القاعدة الخاصة بحساب حجم المجسم 

 volume of solid of( الدوران�ي النات�ج م�ن دوران المنطق�ة المحصورة بي�ن منحني�ي دالتي�ن

x = a , x = b ، وذلك على النحو التالي: revolution between two curves( ومستقيمين رأسيين 

حجم المجسم الدوراني الناتج عن دوران المنطقة 
المحصورة بين مخططي دالتين 

مفهوم

g (x) قابلتين للتكامل على الفترة ]a , b[ فإن حجم المجسم الناتج   ، ƒ (x) إذا كانت الدالتان 

g (x) والمستقيمين   ، ƒ (x) عن دوران المنطقة المحصورة بين المخططين البيانيين للدالتين 

x = a , x = b حول محور x دورة كاملة يعطى بالقاعدة :  الرأسين 

V	 = π ∫
b

a
 |[ƒ (x)]2 – [g (x)]2| dx

	      π ∫
b

a
 |[ƒ (x)]2 – [g (x)]2| dx	 ; [ƒ (x)]2 ≥ [g (x)]2

	      – π ∫
b

a
 |[ƒ (x)]2 – [g (x)]2| dx	 ; [ƒ (x)]2 ≤ [g (x)]2
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ويمكن حس�اب حجم المجس�م الدوراني الناتج ع�ن دوران منطقة واحدة حدودها طرفي الفت�رة ]a , b[ و محصورة بين 

g (x) حول محور x باس�تعمال القيمة المطلقة دون دراس�ة تحقق الش�رط الوارد في المفهوم   ، ƒ (x) منحنيي الدالتين 

كما يلي :  

وبالمثل يمكن حس�اب حجم المجس�م الدوراني الناتج ع�ن دوران المنطقة المحصورة بين منحنيي دالتين و مس�تقيمين 

رأسيين مع الأخذ بعين الاعتبار أن بداية و نهاية هذه المنطقة يحددهما المستقيمان الرأسيان ، و المثال التالي يوضح ذلك . 

تنبيه
  g (x)  ،  ƒ (x) لأي دالتي�ن 

فإن :  

[ƒ (x)]2 – [g (x)]2 ≠

[ƒ (x) – g (x)]2

تحقق

 ƒ (x) = 2x 1( �أوج�د حج�م المجس�م الدوراني الناتج ع�ن دوران المنطق�ة المحصورة بين منحن�ى الدالة 

. x دورة كاملة حول محور ، g (x) = 5 x – x2 ومنحنى الدالة

الحجم الناتج عن دوران المنطقة المحصورة بين 
منحنيي دالتين متقاطعتين

مثال 1 :

  ƒ (x) = x2 أوج�د حج�م المجس�م الدوراني النات�ج ع�ن دوران المنطقة المحص�ورة بين منحن�ى الدالة

. x دورة كاملة حول محور ، g (x) = x ومنحنى الدالة 

 أوجد الإحداثي x لنقطة تقاطع منحنيي الدالتين

 قارن بين الدالتين 

x  = 1  نجد أن :
2 2 ≥ [ƒ (x)]2[g (x)] وذلك بالتعويض عن    لاحظ  في الفترة ]1 , 0[ أن 

 احسب الحجم الدوراني 

3π وحدة مكعـبة
10 إذن حجم المجسم الدوراني هو 

f (x)

g (x)

y

x

1

-1

1 2

y

x

1

-1

2

f (x)

g (x)

ƒ (x)	= g (x)
x 2	 = x

x 4	 = x
x 4 – x	= 0

x (x 3 – 1)	 = 0
∴ x = 0 , x = 1

[g ( 1
2 )]2

 = 1
2  > [ ƒ ( 1

2 )]2
 = 1

16  

V	 = π ∫
1

0
 ([ƒ (x)]2 – [g (x)]2) dx

	 = – π  ∫
1

0
 ([ x2 ]2 – [ x  ]2 ) dx

	 = – π ∫
1

0
 (x4 – x) dx

	 = – π ( x5

5  – x2

2  ]
1

0
 ) = – π ( 1

5  – 1
2  – (0)) = – π (–3

10) = 3π
10

V	 = π ∫
b

a
 | [ ƒ (x)]2 – [g (x)]2 | dx = π | ∫b

a
 ([ ƒ (x)]2 – [g (x)]2) dx |
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تحقق

2( �أوج�د حجم المجس�م الدوراني الناتج ع�ن دوران المنطقة المحص�ورة بين المخططي�ن البيانيين للدالتين 

. x دورة كاملة حول محور ، x = 0 , x = 1 y = 8 والمستقيمين  y = x3 و 

الحجم الناتج عن دوران المنطقة المحصورة بين 

منحنيي دالتين و مستقيمين رأسيين

مثال 2 :

أوجد حجم المجسم الدوراني الناتج عن دوران المنطقة المحصورة بين المخططين البيانيين للدالتين 

. x دورة كاملة حول محور ،  x = 2 , x = 4 g (x) = – 2 والمستقيمين 
5  x + 2 و ƒ (x) = 2

3  x + 1

 أوجد الإحداثي x لنقطة تقاطع منحنيي الدالتين 

 احسب الحجم الدوراني                        

y
f (x)

g (x) x

5
4
3
2
1

-1-1 1 2 3 4 5 6-2
-2
-3
-4

إذن حجم المجسم الدوراني هو 53.12 وحدة مكعـبة  تقريبا 

ويمكن حس�اب حجم المجس�م الدوراني الناتج عن دوران أكثر من منطقة محصورة بين منحنيي دالتين دورة كاملة حول 

محور x بأي من الطريقتين السابقتين لكل منطقة كما في المثال التالي : 

          f (x)	= g (x)

     2
3  x + 1	= –2

5  x + 2
2
3  x + 2

5  x	= 1

         16
15  x	= 1

               x	= 15
16  ∉ [2,4]

V	 =  π | ∫
4

2
 ([ f (x)]2 – [g (x)]2) dx |

	 =  π | ∫
4

2
 ([ 2

3  x + 1]2 – [ –2
5  x + 2]2) dx |

	 =  π | ∫
4

2
 ( 4

9  x 2 + 4
3  x + 1 – 4

25  x 2 + 8
5  x – 4) dx |

	 =  π | ∫
4

2
 ( 64

225  x 2 + 44
15  x – 3) dx |

	 =  π | [ 64
675  x 3 + 22

15  x2 – 3x ]4

2
 dx |

	 =  π | 11836
675  – 422

675  |
	 =   11414

675  π ≈ 53.12



79 4-6: حجم المجسم الدوراني الناتج عن دوران منطقة محصورة بين مخططي دالتين

تحقق

الدالتي�ن                                           منحني�ي  بي�ن  المحص�ورة  المنطق�ة  دوران  ع�ن  النات�ج  الدوران�ي  المجس�م  3( �أوج�د حج�م 

. x دورة كاملة حول محور g (x) = 3x ƒ (x) = x3 – 2x2   و 

الحجم الناتج عن دوران أكثر من منطقة 

بين منحنيي دالتين متقاطعـتين
مثال 3 :

أوج�د حجم المجس�م الدوراني الناتج ع�ن دوران المنطقة المحصورة بين المخططي�ن البيانيين للدالتين                       

. x دورة كاملة حول محور g (x) = x و ƒ (x) = x3

 أوجد الإحداثي x لنقطة تقاطع منحنيي الدالتين

 قارن بين الدالتين 

[ƒ (x)]2  ≤ [g (x)]2 لاحظ أنه  في الفترة ]0 , 1–[ نجد أن  

[ƒ (–1
2 )]2

 = 1
64 < [g ( –1

2  )]2 = 1
4

x =  –1  فإن  
2 وذلك بالتعويض عن 

[ƒ (x)]2  ≤ [g (x)]2  وكذلك نجد بالمثل في الفترة  ]1 , 0[  أن

 وبما أن 2  ≤ [g (x)]2[ƒ (x)] في الفترة ]1 , 1–[ وبالرجـوع إلى القاعـدة الموضحة في المفهوم نجـد أنه لابد 

من استعمال الحالة الثانية من القاعدة.        

 احسب الحجم الدوراني 

8π وحدة مكعـبة
21 إذن حجم المجسم الدوراني هو 

إرشـاد
يمكنك إيجاد الحجم في  مثال 

المطلقة  القيمة  3 باس�تعمال 

دون دراسة تحقق الشرط أي 

دون المقارن�ة بي�ن الدالتي�ن 

كما يلي : 

V =� π | ∫
0

–1
 [ƒ (x)]2  

– [g (x)]2 dx | +  

 π | ∫
1

0
 [ƒ (x)]2  

– [g (x)]2 dx |

         ƒ (x)	= g (x)
            x 3	= x
      x 3 – x	= 0
x (x 2 – 1)	 = 0
∴ x = 0 , x	= ± 1

V	 = π ∫
1

–1
 |[ f (x)]2 – [ g (x)]2 | dx

	 = – π ∫
1

–1
 ([ x 3 ]2 – [ x ] 2 ) dx

	 = – π [ x 7
7  – x 3

3 ]1

–1

	 = – π [( 1
7  – 1

3 ) – ( –1
7  – –1

3 )]
	 = – π [ – 4

21  – 4
21 ]

	 = 8π
21
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أوج�د حج�م المجس�م الدوراني النات�ج ع�ن دوران المنطقة المحص�ورة بين المخططي�ن البيانيي�ن للدالتين 

g (x) , ƒ (x)  ومحور x  دورة كاملة حول محور x  في كل مما يأتي :

x = 2   ,  y = x  ,  y = 1 ( حول مح�ور x كما هو موضح 
x  ; x > 0 11( �إذا دارت المنطق�ة المظلل�ة ) بين 

في الشكل أدناه . 

 .  A   أوجد إحداثيي النقطة )a

b( أوجد الحجم الدوراني .

مثال 3

تمارين 6-4

أوج�د حج�م المجس�م الدوراني النات�ج ع�ن دوران المنطقة المحص�ورة بين المخططي�ن البيانيي�ن للدالتين                

 f (x) , g (x)  ومحور x  دورة كاملة حول محور x  في كل مما يأتي :

مثال 1

1) ƒ (x) = 4 – x2    ,    g (x) = 3			   2) ƒ (x) = x2 + x    ,    g (x) = 2x + 6

3) ƒ (x) = x     ,    g (x) = x – x

 f (x) , g (x)  أوجد حجم المجس�م الناتج ع�ن دوران المنطقة المحصورة بين المخططي�ن البيانيين للدالتين

والمستقيمين الرأسيين  ومحور x  دورة كاملة حول محور x  في كل مما يلي :

مثال 2

4) ƒ (x) = x + 1    ,    g (x) = x – 1    ,    x = 1    ,    x = 4

5) ƒ (x) = sin x     ,    g (x) = cos x    ,    x = 0    ,    x = π
4

8) ƒ (x) = x3    ,    g (x) = 4x

9) ƒ (x) = x     ,    g (x) = x2   ,    x = 0    ,    x = 3

10) ƒ (x) = e x     ,    g (x) = e –x    ,    x = –1    ,    x = 1

 g (x) , ƒ (x) أوجد حجم المجس�م الناتج ع�ن دوران المنطقة المحصورة بين المخططي�ن البيانيين للدالتين

والمستقيم الرأسي المعطى  ومحور x  دورة كاملة حول محور x  في كل مما يأتي :

6) ƒ (x) = x – 4     ,    g (x) = 1    ,    x = 8

7) ƒ (x) = e
x
2             ,    g (x) = e    ,    x = 0

y x

x

y

=

1y
x

=

2x =

A
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g (x) = x2 حيث 

k  ،  f (x) = k x 12(  �إذا كان حج�م المجس�م الدوران�ي الناتج عن دوران المنطق�ة المحصورة بين منحني�ي الدالتين 

12π وحدة مكعبة ، فما قيمة الثابت k ؟
5

k ≠ 0  ومحور x  دورة كاملة حول محور x ، يساوي 

مسائل مهارات التفكير العليا

13( � يمثل الشكل المجاور نصفي دائرتين متماستين في نقطة الأصل . احسب حجم 

 . x المجسم الناتج عن دوران المنطقة المظللة  دورة كاملة حول محور

14(  �تقوم آلة بحفر ثقب عبر مركز كرة معدنية نصف قطرها    in 5  كما في الشكل 

المج�اور . إذا كان نص�ف قط�ر الثقـ�ب  in 3 ، فما حجم الحلق�ة المعـدنية 

الناتجة؟ 
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6-5
أفكار الدرس

المعايير:

المصطلحات:

zz الازاح�ة و  المس�افة  إيج�اد 

السرع�ة  تكام�ل  باس�تعمال 

بالنسبة إلى الزمن . 

zz إيجاد السرعة باس�تعمال تكامل

التس�ارع )العجلة(  بالنس�بة إلى 

الزمن  . 

zz ح�ل مس�ائل فيزيائي�ة بإيج�اد

التغير ال�كلي لكمي�ة فيزيائي�ة 

باستعمال التكامل

سرعة اللحظية

velocity
المسافة

distance
الإزاحة

displacement
التسارع ) العجلة ( 

acceleration 

معدل التغير 

rate of change 

 12A.10.8
12A. 10.9

تمهيد
: 15 min 60 لمدة km / h إذا تحركت سيارة بسرعة لحظية ثابتة  مقدارها

1( احسب المسافة التي قطعتها السيارة خلال هذه المدة.

  v ( t )  2( لماذا يمكننا تمثيل السرعة اللحظية للسيارة

 خلال الفترة الزمنية t على شكل خط مستقيم أفقي؟

)انظر للشكل المجاور(

3( �احسب مس�احة المنطقة المستطيلة المحددة بالمستقيم 

. t = 0.25   إلى  t = 0 خلال الفترة الزمنية v (t) = 60  الأفقي

∫ .  هل حصلت على نفس الإجابة  التي حصلت عليها في الفرع )1(؟   
1
4

0
 v (t) dt 4( �احسب التكامل المحدود 

ماذا تستنتج ؟

( ) 60 600v t t=

5( اعتمادا  على استنتاجك، إحسب المسافة التي �

تقطعها  السيارة التي بيان دالة السرعة

. t = 0.1 إلى  t = 0 لها موضح جانباً من

الإجابة على الأسئلة السابقة سترشدك إلى أن :

المساحة تحت منحنى السرعة اللحظية تساوي المسافة الكلية المقطوعة خلال الفترة الزمنية

وبم�ا أن المس�احة تح�ت المنحن�ى ه�ي تكام�ل الدال�ة كم�ا تعلم�ت س�ابقاً، ف�إن تكام�ل دالة الس�رعة 

اللحظية)velocity(  هو دالة المسافة الكلية )distance(  التي تقطعها السيارة  خلال رحلتها، أي أن: 

d (t) = ∫
t2

t1

 v (t) dt

وهذا يكون صحيحاً  فقط على اعتبار أن الس�يارة تس�ير في خط مس�تقيم خلال الفترة الزمنية دون أن تغير 

من  إتجاه حركتها.

وف�ي الحال�ة التي يحدث فيها تغيير في إتجاه حركة الس�يارة ) الأجس�ام عموماً (  إل�ى الخلف خلال الفترة 

الزمنية،  فإن الس�رعة اللحظية س�وف تتغير إشارتها، لتصبح س�البة و مع ذلك تبقى المسافة المقطوعة في 

ازدياد وبالتالي فإنه لحساب المسافة الكلية المقطوعة خلال الفترة الزمنية فإننا نحسب تكامل مطلق السرعة 

اللحظية لأن المسافة كمية غير متجهة .

فف�ي الش�كل المج�اور إذا كان المنحنى يمثل الس�رعة اللحظية التي 

t[، فإن المسافة الكلية  التي يقطعها 
1
 , t

2
يسير بها جسيم في الفترة ]

هذا الجس�يم في هذه الفترة يمكن التعبير عنها بدلالة المس�احة تحت 

منحنى السرعة كما يلي : 

d = ∫
t2

t1

| v (t)| dt = A1 + A2 + A3

تطبيقات فيزيائية  
Physical Applications

( ) 60v t =

إرشـاد
تعلمت سابقا أن:

d
dx  d (t ) = v (t )

وبالتال�ي فإن الدال�ة المقابلة 

لدالة السرعة هي دالة المسافة
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المسافة الكلية مفهوم

t[ وكانت دالة السرعة اللحظية لحركة الجسم هي v (t) فإن 
1
 , t

2
إذا تحرك جسم ما خلال الفترة الزمنية ]

t هي : 
2
t إلى 

1
المسافة الكلية المقطوعة خلال الفترة الزمنية من 

ُـعد موقع الجس�م في نهاية الحركة ع�ن موقعه عند بداية  ُـعطي ب وبم�ا  أن الإزاح�ة ) displacement ( كمي�ة متجهة ت

الحركة دون اعتبار تغيير إتجاه الحركة خلال الفترة الزمنية، لذلك عند حس�اب إزاحة الجس�يم خلال الفترة الزمنية فإننا 

نحسب تكامل السرعة اللحظية لهذا الجسيم في هذه الفترة الزمنية.

تحقق

.v (t) = sin πt  cm/s 1( �يتحرك جسيم في خط مستقيم بحيث تعطى سرعته اللحظية بالدالة

أوجد المسافة الكلية التي يقطعها الجسيم خلال الفترة الزمنية [2 , 0] ) الزمن t   بالثواني(.

حساب المسافة الكلية مثال 1 :

v (t) = 3 t 2 – 3 cm/s . فأوجد المسافة الكلية التي يقطعها  يتحرك جس�يم وفق دالة الس�رعة اللحظية

الجسيم خلال الفترة الزمنية من t = 0    إلى  t =  2 ) الزمن t   بالثواني ( . 

لمعرفة فيما إذا كان الجسيم يغير من إتجاه حركته ، نساوي دالة السرعة اللحظية بالصفر.

لاحظ أن القيمة  t = –1  مرفوضة و أن [2 , 0] ∋ 1 أي أن الجسم يغير من إتجاه حركته بعد ثانية واحدة من بداية 

الحركة حيث أن الجسيم يسير باتجاه في الفترة ]1 , 0[ ثم يغير اتجاهه في الفترة  ]2 , 1[.

إشارة دالة السرعة اللحظية  توضح أن الجسم يبدأ حركته لليسار ثم بعد ثانية يبدأ الحركة لليمين.

.  6 cm  إذن المسافة الكلية التي يقطعها الجسيم خلال الفترة الزمنية من [2 , 0] هي

d = ∫
t2

t1

| v (t) | dt =
∫
t2

t1

 v (t) dt ; v (t) > 0

– ∫
t2

t1

 v (t) dt ; v (t) < 0

v (t) = 0
⇒ 3 t 2 – 3 = 0
⇒ 3 (t 2 – 1) = 0
⇒ 3 (t – 1) (t + 1) = 0
⇒ t = 1 or t = –1

d	= – ∫
1

0
 (3 t 2 – 3) dt + ∫

2

1
 (3 t 2 – 3) dt

	 = – [(t 3 – 3t) ]1
0
 + [(t 3 – 3t) ]2

1

	 = – [(1 – 3) – 0] + [(23 – 3 (2)) – (1 – 3)]
	 = 6

0 1 2
v (t)

d =	 | ∫
1

0
 (3 t 2 – 3) dt | +

	 | ∫
2

1
 (3 t 2 – 3) dt |

إرشـاد
ف�ي مث�ال 1 يمكن اس�تخدام 

القيمة المطلق�ة دون الحاجة 

السرعة  دالة  إش�ارة  لدراس�ة 

وذلك على النحو التالي :
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الإزاحــة مفهوم

 v (t) وكانت دالة الس�رعة اللحظية لحركة الجس�م هي  ]t
1
 , t

2
إذا تحرك جس�م ما خلال الفترة الزمنية  ]

t  هي : 
2
t  إلى 

1
فإن الإزاحة )الموقع ( خلال الفترة الزمنية من 

s = ∫
t2

t1

 v (t) dt

s (t) = ∫ v (t) dt وبشكل عام فإن دالة الإزاحة ) الموقع ( عند أي زمن t تعطى بالعلاقة : 

ففي الش�كل المجاور إذا كان المنحنى يمثل الس�رعة اللحظية التي يسير 

t[ ، فإن إزاحة الجس�يم في هذه الفترة يمكن 
1
 , t

2
بها جس�يم في الفترة ]

التعبير عنها بدلالة المساحة تحت منحنى السرعة  اللحظية كما يلي : 

s = ∫
t2

t1

 v (t) dt = A1 – A2 + A3

بالرج�وع إل�ى المث�ال 1 كانت إش�ارة دالة الس�رعة اللحظية 

موضح�ة بالمخطط المجاور )1( وبالاس�تعانة بالمثال 2 فإنه 

يتضح من إش�ارة دالة السرعة اللحظية أن الجسيم يبدأ الحركة 

من موقعه الأصلي  O  متجهاً نحو اليس�ار وحدتين ثم يعكس 

اتجاه حركته وينطلق نحو اليمين اربع وحدات و يمثل الش�كل 

المجاور )2( مسار هذا الجسيم  وبالتالي تكون المسافة الكلية 

المقطوعة هي  6 وحدات ، بينما تكون إزاحته بعد مرور ثانيتين 

    O هي وحدتين إلى يمين النقطة

تحقق

 . v (t) = t
t 2 + 1 cm/s  بحيث تعطى سرعته في أي لحظة بالدالة  O  2( �يتحرك جسيم في خط مستقيم من النقطة

أوجد إزاحة ) موقع ( الجسيم عن النقطة  O بعد مرور ثانيتين من بدء الحركة.

حسـاب الإزاحـة مثال 2 :

يـتـحـرك جـس�ـيـم وفق دالة الـس�ـرعـة اللحظية v (t) = 3 t 2 – 3 cm/s . فـأوجـد إزاحة الجس�يم 

خلال الفترة الزمنية منt = 0  إلى  t =  2 ) الزمن  t بالثواني (.

لاح�ظ هن�ا أنه لا داعي لمعرفة فيما إذا كان الجس�يم يغير من إتجاه حركته أو لا. لأن المطلوب إزاحة الجس�يم خلال 

الفترة الزمنية ]2 , 0[ .

إذن ستكون إزاحة الجسيم cm 2 إلى اليمين من نقطة بداية الحركة بعد مرور ثانيتين .

s	 = ∫
2

0
 (3 t 2 – 3) dt

	 = [(t 3 – 3t) ]2
0

	 = [(8 – 6) – 0] = 2

0 1 2
v (t)

شكل )1(

0

شكل )2(

s (t)
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v (t)  وبما أن  a (t)  هي مش�تقة  دالة الس�رعة اللحظية   ) acceleration(  تعلمت س�ابقا أن دالة العجلة / التس�ارع

التكامل هو العملية العكسية للتفاضل فإنه يمكننا كتابة قاعدة حساب السرعة اللحظية على النحو التالي: 

السـرعة   مفهوم
 a (t) t[ وكانت دالة العجلة ) التس�ارع( لحركة الجس�م هي 

1
 , t

2
إذا تحرك جس�م ما خلال الفترة الزمنية ]

t  هي : 
2
t  إلى  

1
فإن السرعة اللحظية خلال الفترة من 

v = ∫
t2

t1

 a (t) dt

 v (t) = ∫ a (t) dt وبشكل عام فإن  دالة السرعة اللحظية عند أي لحظة  t  تعطى بالعلاقة : 

حساب درجة الحرارة مثال 4 :

أنبوب معدني نصف قطره الخارجي  cm 4  ونصف قطره الداخلي cm 2. يمر من خلاله ماء درجة حرارته 

dT حيث  
dx  = –10

x
100º C. تتناق�ص درج�ة الحرارة خلال المعدن من الداخل إلى الخارج  حس�ب العلاقة   

x ≤ 4 ≥ 2 . أوجد درجة حرارة السطح الخارجي للأنبوب.   x  هي المسافة من المحور المركزي  وأيضا 

  .T (x)   أوجد  

  .T (x) كامل الطرفين بالنسبة للمتغير  x لإيجاد

ّـِر الجسم من إتجاه حركته(، أي هي  �مما س�بق نعلم أن المس�افة الكلية هي تكامل دالة الس�رعة اللحظية ) إذا لم يغي

تكامل معدل تغير المسافة بالنسبة للزمن، ومنه يمكن تعميم هذه الفكرة للكميات الفيزيائية على النحو التالي : 

 التغـير الكلي في الكمية الفيزيائية يساوي تكامل معدل تغير )rate of change( هذه الكمية الفيزيائية.

تحقق
زمني�ة                                                                      لحظ�ة  أي  ف�ي  تـس�ارعه  يك�ون  بحي�ث  مـس�ـتـقـيـم  خـ�ط  فـ�ي  جـس�ـيـم  3( �يتحـ�رك 

a (t) = e–2t  cm / s2 . إذا كـانت س�رعة الجس�يم الابتدائية v (0) = 4 cm / s–1  . أوجـد س�ـرعـة 

الجسيم اللحظية عـنـدمـا يـكـون الـزمـن  t = 1    ثانية . 

حساب السرعة مثال 3 :

، v (1) = 2 cm / s a (t) = 2 – 6t  cm / s2 . فإذا كـان  يتحرك جسـيم في خط مستقيم بتسـارع 

فـأوجـد الـسـرعـة اللحظية للجسيم عـنـدمـا يـكـون الـزمـن  t = 3 ثوانٍ. 

إذن الـسـرعـة اللحظية للجسيم عـنـدمـا يـكـون الـزمـن  t = 3 ثواني هي 18cm /s عكس اتجاه حركة الجسيم 

عند بدء حركته  .

100
  

 
water

at c!

x

    v (t) = ∫ (2 – 6 t) dt = 2 t – 3 t 2 = c

∴ v (1) = 2

⇒ 2 = 2 – 3 + c

⇒ c = 3

⇒ v (t) = 2 t – 3 t 2 + 3

∴ v (3) = 2 (3) – 3 (3)2 + 3

∴ v (3) = – 18

∵ dT
dx  = –10

x  

 ⇒ T (x) = ∫ –10
x  dx

∴ T (x) = –10 ln | x | + c  (1)

إرشـاد

إرشـاد

•  �السرعة الابتدائية  للجسيم 
 t = 0  هي سرعته عندما

•  �الحركة من السكون   تعني 
 سرعته عندما  t = 0  هي

v (0) = 0

في مثال 4 يمكن حس�اب درجة 
الح�رارة عند الس�طح الخارجي 
بإيجاد كمية الح�رارة المفقودة 
)من 100( خلال الأنبوب كما يلي :

T (x)	= ∫
4

2
 –10

x  dx

	 = [ – 10 ln | x |]4

2
	 = – 6.9

درجة حرارة السطح =

100 + (– 6.9) = 93.1
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 c أوجد قيمة •

 لإيجاد قيمة c نعوض عن 􏷜 = 2  ,  T (2) = 100 في المعادلة (1) 

– 10 ln (2) + c = 100

c = 100 + 10 ln (2)

• عوض عن قيمة c في المعادلة (1) 

Ñ T (􏷜)	= –10 ln􏷜 + 100 + 10 ln (2)

	 = 10 (ln2 – ln􏷜) + 100

Ñ T (􏷜)	= 10 ln ( 2 
􏷜 ) + 100 ..........(2)

􏷜 = 4 أوجد درجة حرارة السطح الخارجي للأنبوب عندما •

Ñ T (4)	= 10 ln ( 2 
4  ) + 100 = 93.1

  93.1ºC هي  􏷜 = 4 إذن درجة حرارة السطح الخارجي للأنبوب عندما

4) �أنبوب معدني نصف قطره الخارجي  cm 6 ونصف قطره الداخلي cm 3 . يمر من خلاله ماء درجة حرارته 

dT  حيث  􏷜  هي المس�افة من المحور 
d􏷜  =  –10

􏷜0.063  100. معدل تناقص درجة الحرارة خلال المعدن هوºC

المركزي وأيضًا  􏷜 # 6 # 3 . أوجد درجة حرارة السطح الخارجي للإنبوب. 

تحقق

water

metal

x

at 100ºc
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مثال 2-1

مثال 3

مثال 4

1) جسيم دالة سرعته اللحظية  v ( t ) = 1 – 2t cms–1  ويتحرك في خط مستقيم.

a) أوجد المسافة الكلية المقطوعة في الثانية الأولى من الحركة.

b) أوجد الإزاحة )الموقع( للجسيم نهاية الثانية الأولى.

   v ( t ) = t 2 – t – 2 cms–1 2) جسيم دالة سرعته اللحظية

a) أوجد المسافة الكلية المقطوعة في الثواني الثلاثة الأولى من الحركة.

b) أوجد الإزاحة )الموقع( للجسيم نهاية الثانية الثالثة.

 cos ( 𝝅 6 –  احس�ب سرعة الجسيم 
3  t ) cms–2  3) �يتحرك جس�يم من الس�كون ابتداء من نقطة الأصل وعلى خط مس�تقيم بعجلة مقدارها

عندما t  = 1  ثانية.

 4) �يتح�رك جس�يم  ابت�داء م�ن نقط�ة الأص�ل وعل�ى خ�ط مس�تقيم بعجل�ة مقداره�ا  e4t ms–2 4  وكان�ت  س�رعته الابتدائي�ة تس�اوي

ms–1 2 .  احسب سرعة الجسيم عندما  t  = 3  ثانية.   

C . ما هي التكلفة الكلية في اليوم الواحد  ′ (x) = 3.15 + 0.004  x من الأدوات الصناعية في اليوم الواحد ه�و  x 5) �مع�دل التكلف�ة لإنتاج

لإنتاج 800 أداة ، إذا علمت أن التكلفة الثابتة قبل بدء الإنتاج هي QR 450 في اليوم الواحد ؟ 

 6) �يق�وم مجموع�ة م�ن العم�ال بحف�ر حفرة ف�ي الت�راب ، ف�إذا كان مع�دل حج�م الت�راب بالمت�ر المكع�ب المرفوع ف�ي الس�اعة يتعين 

 dv  )حيث  t  الزمن بالساعات(، احسب حجم التراب المرفوع في  3  ساعات. 
dt  = 10 – 2 

3  t  بالعلاقة

7) سيارة تسير على طريق مستقيم ، دالة سرعتها اللحظية مرسومة جانباً : 

a) �أي جزءٍ من المخطط البياني يبين أن السيارة تتحرك إلى الخلف ؟

b) أوجد المسافة الكلية التي قطعتها السيارة.

c) أوجد الإزاحة النهائية )الموقع النهائي( للسيارة.

. 30 m  أوجد الزمن الذي يستغرقه القارب ليقطع مسافة . v ( t ) = 100
(t + 2)2   ms–1 8) �قارب يبحر في خط مستقيم. سرعته اللحظية هي

v ( t ) = t 2 – 6 t + 8  ms–1 9) جسيم يتحرك في خط مستقيم بسرعة لحظية

a) �ارسم مخطط إشارة v ( t ) )السرعة اللحظية(. 

b) اشرح بالضبط ما يحدث للجسيم في الثواني الخمسة الأولى من الحركة.

c) بعد 5 ثواني ، ما هو بعد الجسيم عن موقعه الأصلي ؟

d) أوجد المسافة الكلية التي يقطعها الجسيم في الثواني الخمسة الأولى من الحركة.

تمارين 6-5

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7
–20

t (h)
20
40
60
80

velocity (km h–1)
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مسائل مهارات التفكير العليا

a ( t . إذا كانت الس�رعة اللحظية  الابتدائية للقطار هي   ) = t
10   – 3  ms–2 )10) �قطار يتحرك على مس�ار مس�تقيم  بعجلة )تس�ارع

ms–1 45 ، حدد المسافة الكلية المقطوعة في الدقيقة الأولى. 

      a ( t  ) = 4e
–t
20  ms–2 20 ويتحرك في خط مستقيم ودالة العجلة له ms–1 11) �جسم سرعته اللحظية الإبتدائية

a) �بين أنه كلما زادت t فإن سرعة الجسم اللحظية تقترب من قيمة محددة.  

b) أوجد المسافة الكلية المقطوعة في أول 10 ثواني من الحركة.

 12) ��اش�تركت متس�ابقتان لم�دة أرب�ع دقائ�ق ف�ي الكتاب�ة على الآل�ة الكاتب�ة فكانت س�رعة المتس�ابقة الأول�ى تعطى م�ن العلاقة

  كلمة / دقيقة حيث  w  عدد الكلمات التي تكتبها خلال زمن  t دقيقة. وس�رعة المتس�ابقة الثانية 
dw 
dt  = – 6t  + 12t  + 90  

  كلم�ة / دقيق�ة  حي�ث  k  ع�دد الكلم�ات التي تكتبها خلال زم�ن  t  دقيقة. أيّ 
dk 
dt  = – 6 t 2 + 15t تعط�ى بالعلاق�ة  85 + 

المتسابقتين تكتب كلمات أكثر من الأخرى؟

 ، k ∈ ℝ  ، الزمن بالثواني  t  حيث  a ( t ) = 2k
t3   ms–2 13) �يتحرك جس�يم في خط مس�تقيم بحيث أن تس�ارعه يعطى بالعلاقة

إذا كانت س�رعة الجس�يم ms–1 4  عندما  t = 1 ، أوجد المسافة الكلية المقطوعة في الفترة [9 , 0] إذا علمت أن السرعة تؤول 

إلى ms–1 6  مع ازدياد الزمن.   

v  ، و س�ار بتس�ارع ثابت c ،  فإذا كانت  14) �ابتدأ جس�م الحركة من نقطة الأصل في خط مس�تقيم وبس�رعة ابتدائية  0

سرعة الجسم بعد t من الثواني هي v ، و المسافة المقطوعة هي  d ، فأثبت صحة القوانين الآتية :

a)  v  = v 0 + c t				    b)  d = v 0 t + 1
2  c t 2
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 .  r  1. اكتب معادلة الدائرة التي مركزها (0 ,0) ونصف قطرها

. dy
d􏷜 

2. أوجد  

dy ؟ 
d􏷜 

3. ما اسم الطريقة التي استخدمتها لتجد  

4. �هل يمكنك باس�تخدام التكامل العودة من المعادلة التي حصلت عليها في الفرع ( 3 ) إلى معادلة الدائرة 

الأصلية  التي كتبتها في  الفرع ( 1 ) ؟

المعادلات التفاضلیة6-6
Differential Equations

أفكار الدرس

المعايير:

المصطلحات:

zz تعرُّف مفهوم المعادلات التفاضلية

وحلها بطريقة فصل المتغيرات.

zz تكوين معادلات تفاضلية بسيطة

من الدرجة الاولى وحلها.

zz حل مس�ائل حياتية وفيزيائية

باس�تعمال مع�ادلات تفاضلية 

النمــو  تتضمـ�ن  بس�يطــة 

والاضمحلال.

 معادلة تفاضلية

differential equation 

 فصل المتغيرات

separation of variables 

معادلة  تفاضلية  قابلة للفصل

separable differential equation

 الحل العام

general solution 

 الحل الخاص

particular solution 

 12A.11.1
12A. 11.2

تمهيدتمهيد

  تسمى معادلة تفاضلية   
dy
d􏷜  = –x

y   إن المعادلة الناتجة من الإجابة على السؤال ( 3 ) من الأسئلة السابقة

dy  ، وتك�ون معادلة الدائرة
d􏷜 

 (differential equation) م�ن الدرج�ة الأول�ى لاحتوائها على المش�تقة  

       
dy
d􏷜   = –x

y    الناتجة عن إجابة السؤال ( 1 ) حلاً للمعادلة التفاضلية  􏷜2 + y2 = r2 

 y dy = – x dx  : على النحو التالي  
dy
d􏷜  = –x

y  ويمكن فصل متغيرات المعادلة التفاضلية 

.(separable differential equation) وتعتبر مثالاً على معادلة تفاضلية قابلة للفصل

            dx و g ( y ) فإننا نضرب طرفي المعادلة بكل من  
dy
d􏷜  = f (x)

g (y)  ولحل المعادلة التفاضلية القابلة للفصل

لفصل المتغيرات  ثم نكامل الطرفـين . 

dy
d􏷜  = f (x)

g (y) 

g ( y ) dy = f ( x ) dx

Ñ 􏾙 g ( y ) dy = 􏾙  f ( x ) dx

والحل بهذه الطريقة يتضمن قيمة )قيما( ثابتة مجهولة ويسمى الحل العام للمعادلة التفاضلية 

(general solution)

المعادلة التفاضلية  مفهوم

• المعادلة التفاضلية هي المعادلة التي تتضمن مشتقة أو مشتقات. 

• حل المعادلة التفاضلية هو إيجاد علاقة تربط متغيرات المعادلة التفاضلية بحيث تحقق هذه المعادلة.

المعادلة التفاضلية القابلة للفصل مفهوم

المعادلة التفاضلية القابلة للفصل هي المعادلة التي يمكن كتابتها على الصورة : 

dy
d􏷜  = f (x)

g (y) 
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مثال 1 :

مثال 2 :

إيجاد الحل العام للمعادلة التفاضلية 

إيجاد الحل الخاص للمعادلة التفاضلية

      dy
d􏷜  = ky  أوجد الحل العام  للمعادلة التفاضلية

• افصل متغيرات  المعادلة التفاضلية 
1 
y  dy

d􏷜  = k
1 
y  dy = k dx

• أوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية بإيجاد تكامل الطرفين 

􏾙 1 
y dy = 􏾙  k dx

ln | y | = kx + c
    | y | = ekx+c

y = ± ec ekx

A = ± ec  افرض أن

Ñ  y = Aekx

 y = A e kx  إذن الحل العام  للمعادلة التفاضلية  هو

.  x = 0 عندما  y = 2 إذا كانت (1 + x2)  dy
d􏷜  = 2xy  أوجد الحل الخاص للمعادلة التفاضلية

• افصل متغيرات المعادلة التفاضلية     

dy = 2􏷜 
1 + 􏷜2    y dx

dy
y   = 2􏷜 

1 + 􏷜2   dx

• أوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية بإيجاد تكامل الطرفين

􏾙 
dy
y   = 􏾙 2􏷜 

1 + 􏷜2          dx

ln | y | = ln | 1 + x2 | + c

ln | y | – ln | 1 + x2 |  = c

ln 􏵶 
y 

1 + 􏷜2          􏵶 = c

    􏵶 
y 

1 + 􏷜2          􏵶 = ec

y 
1 + 􏷜2   = ± ec = A

Ñ y = A (1 + x2) ...........(1)

أوجد الحل العام  للمعادلات التفاضلية الآتية :

1A)  dy
d􏷜  = 􏷜 y				    1B)) y ′ = k e–y	

ولإيجاد قـيمة الثابت )قـيم الثوابت( المجهولة في الحل العام للمعادلات التفاضلية نس�تعمل الش�روط الابتدائية 

.(particular solution) للحصول على الحل الخاص للمعادلة التفاضلية

تحقق

يمكنن�ا التحقق من صحة 

المش�تقة  الح�ل بإيج�اد 

المعادلة  ف�ي  وتعويضها 

 y = Ae kx الأصلية، ونعوض

أيضًا في الطرف الأيمن.

إرشـاد
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• أوجد الحل الخاص للمعادلة التفاضلية
أوجد قيمة الثابت  A  بالتعويض عن  x = 0  و y = 2  في المعادلة ( 1 )

2 = A (1 + 0)  ⇒   A = 2
عوض عن  A = 2  في معادلة ( 1 )

Ñ y = 2 (1 + x2) ...........(2)
      y = 2 (1 + x2) إذن الحل الخاص للمعادلة التفاضلية هو

x = 0 عندما  y = 1 إذا كانت   dy
d􏷜  = – 4 xy  2) � أوجد الحل الخاص للمعادلة التفاضلية

ويمكن الاستفادة من حل المعادلات التفاضلية في بعض تطبيقات الهندسة التحليلية كما يتضح في المثال التالي.

تحقق

إيجاد معادلة منحنى دالةمثال 3 :

إذا كان مماس الدالة y = f ( x )  عند النقطة ( x , y ) يقطع محور x عند x + 2  وكان المنحنى 

 y = f ( x ) أوجد معادلة هذا المنحنى على الصورة . y = 3 عند  y يقطع محور

• كوّن المعادلة التفاضلية
بما أن المماس يمر بالنقطتين ( x , y ) و (x + 2 , 0)   كما يتضح في الشكل أدناه فإن ميله هو       

dy
d􏷜  = y – 0 

􏷜 – (􏷜 + 2)  

Ñ  dy
d􏷜  = –y 

2

• افصل متغيرات المعادلة التفاضلية 
⇒ 

dy
y  = –1 

2   dx
• أوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية بإيجاد تكامل الطرفين 

􏾙 
dy
y   = 􏾙 –1 

2    dx

ln | y | =  –1 
2   x + c

Ñ | y | = e
–1
2 x + c

y = ± ec e
–1
2 x

y = Ae
–1
2 x

• أوجد الحل الخاص للمعادلة التفاضلية 
عوض x = 0 ,  y =3   في الحل العام للحصول على الحل الخاص

Ñ 3 = Ae0 ⇒  A = 3 

Ñ y = 3 e
–1
2 x

 . y = 3 e
–1
2 x إذن معادلة هذا المنحنى هي

3) �إذا كان مماس الدالة y = f ( x )  عند النقطة ( x , y ) يقطع محور y  عند y – 1  وكان منحنى الدالة يمر 
 . y = f ( x ) بالنقطة ( 2 , 1 ) .أوجد معادلة هذا المنحنى على الصورة

تحقق

(x , y)

x

y

(x + 2 , 0)
2

3

y
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من واقع الحياةمثال 4 :

يتدف�ق الم�اء من خزان بحيث يكون ارتفاع الماء المتبقي h مترًا  فوق قاعدة الخزان بعد t ثانية يحقق 

  حيث  k  عدد ثابت موجب. إذا كان الارتفاع الابتدائي للماء هو 2 مترًا 
dh
dt  = – kh المعادلة التفاضلية

. t ثم أصبح بعد 10 ثوان مترًا واحدًا. أوجد معادلة ارتفاع الماء المتبقي في الخزان في أي زمن

• أوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية 

Ö dh
dt  = – kh

Ñ 􏾙 
dh
h   = 􏾙 – k  dt

ln | h | = – kt + c

h = ± e– kt + c

h = Ae– kt

t = 0 , h = 2 بالتعويض عن  A أوجد قيمة الثابت •

h = Ae– kt

2 = Ae– k(0)

A = 2

Ñ h = 2e– kt

t = 10 , h = 1 بالتعويض عن  k أوجد قيمة الثابت •

1 = 2e  – k(10)

1 
2   = e–10k

ln 1 
2   = –10 k

k = 
ln ( 1 

2  ) 
–10

k ≈ 0.069

h = 2 e–0.069 t

h = 2 e–0.069 t إذن ارتفاع الماء في الخزان عند أي زمن هو

تظه�ر المعادلات التفاضلي�ة في كثير من التطبيقات الحياتية والفيزيائية كمس�ائل النمو والاضمحلال، فإذا كان 

مع�دل التغير في الكمية y  يتناس�ب طردياً مع قيمة y ، حي�ث أن  y  دالة بدلالة الزمن  t  فيمكن التعبير عن هذا 

التناسب كما يلي :     

dy
dt  = k y

y معدل التغير في الكمية                            y ثابت التناسب الطردي مع الكمية

وهذا التناسب يمثل معادلة تفاضلية قابلة للفصل ، والحل العام لهذه المعادلة التفاضلية يكون :

   k > 0 دالة نمو أسي إذا كانت •

   k < 0 دالة اضمحلال  أسي إذا كانت •

4) �خزان اس�طواني قائم مملوء بالماء، بدأ الماء يتس�رب منه بمعدل يتناس�ب طردياً مع حجم الماء المتبقي في 
 الخ�زان ، إذا كان حج�م الماء ف�ي الخزان عند البداي�ة 1000 لتر ، وبعد مرور 20 دقيق�ة أصبح 500 لتر . 

فكم لتراً سيتبقى في الخزان بعد ساعة؟

تحقق
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من واقع الحياةمثال 5 :

معدل تزايد العدد الكلي للبكتيريا في خلية يتناسب طردياً مع العدد الكلي للبكتيريا في نفس الخلية. إذا 

كان العدد الابتدائي للبكتيريا  N0 = 1000  وكان عدد البكتيريا قد زاد بنسبة %10 في الساعة الأولى.

a) اكتب المعادلة التفاضلية التي تمثل معدل ازدياد البكتيريا في الخلية.

اعتبر أن عدد البكتيريا  N  في أي لحظة  t  لتكوين المعادلة التفاضلية   

Ö  dN
dt  ∝ N

Ñ  dN
dt  = k  N

b) حل المعادلة التفاضلية لإيجاد صيغة لتزايد عدد البكتيريا في الخلية

• أوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية

Ö  dN
dt  = k  N

Ñ 􏾙 
dN
N  = 􏾙 k dt

ln | N | =  kt + c

| N | = ekt + c

N = ± ec ekt

N = Aekt ...........(1)

N = 1000 , t = 0  بالتعويض عن  A  أوجد قيمة الثابت •

1000 = A e0

⇒ 1000 = A

Ñ N = 1000ekt ...........(2)

k  أوجد قيمة الثابت •

عندما  t = 1  فإن  قيمة N في الساعة الأولى هي 

N = (1 + 10%) 1000 = 1.1 (1000)

عوض عن t = 1  وقيمة N في الساعة الأولى في المعادلة ( 2 ) 

1.1 (1000) = 1000 ek(1)

1.1 = ek

ln (1.1) = ln ek

ln (1.1) = k

⇒ N = 1000 e t ln1.1

N = 1000 e ln (1.1) t

Ñ N = 1000 (1.1) t

N = 1000 (1.1) t  إذن صيغة تزايد عدد البكتيريا في الخلية هي

5) �في عملية تكرير 100 طن من الس�كر الخام ، إذا كان معدل التغير في وزن الس�كر الخام  يتناسب طرديا مع 
وزن الس�كر الخام  W ، فإذا تم تكرير % 80 من الس�كر الخام خلال 10 س�اعات ، فما كمية الس�كر الخام 

المتبقية بعد مرور 20 ساعة من بدء عملية التكرير ؟

تحقق

خواص اللوغاريتمات:

تذكر أن : 

• n ln 􏷜 = ln 􏷜n

• e ln􏷜 = 􏷜

إرشـاد
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مثال 1

مثال 2

مثال 3

مثال 4

أوجد الحل العام لكل من المعادلات التفاضلية التالية :  

1)  dy
d􏷜  = 5y 2)  dy

d􏷜  = 2
y 

3)  dp
dt  = 3 p 4)  dQ

dt  = 2Q + 3

5)  xy = y′ 6)  y′ = xey

أوجد الحل الخاص  لكل من المعادلات التفاضلية التالية :    

7)  dy
d􏷜  = 4y     ;     x = 0  ,   y = 10 8)  dM

dt  = –3M        ;     M (0) = 20

9)  dy
dt  = 

y  
3      ;     t = 24  ,   y = 9 10)  dp

dt  = 2p + 3     ;      p (0) = 2

11)  dy
d􏷜  = k y      ;     k is a constant   ,   y (4) = 1   ,   y (5) = 4

 . x + 3 عند x يقطع محور ( x , y ) هو 2 ، ومماس المنحنى عند النقطة  y = f ( x ) لمنحنى   y  12) �المقطع من محور 

 .  y = f ( x ) أوجد معادلة هذا المنحنى على الصورة

 13) �إذا كان مي�ل المم�اس لمنحن�ى عن�د أي نقط�ة  ( x , y )  يس�اوي مثل�يّ الإحداث�ي  y   عـن�د تلك النقط�ة، فأثبت أن معادل�ة المنحنى 

هي دالة أسية. 

   حي�ث  k  ثابت. 
dI
dt  = – kI  14) �عن�د إغالق المذي�اع ال�ذي يعم�ل بالترانزس�تور، فإن ش�دة التيار تتناق�ص وفقً�ا للمعادل�ة التفاضلي�ة 

 إذا انخفض�ت ش�دة التي�ار إل�ى %10  ف�ي الثاني�ة الأول�ى، فم�ا ه�و الزم�ن ال�ذي تس�تغرقه ش�دة التي�ار لتص�ل إل�ى % 0.1 

من قيمتها الأصلية ؟

       v m/s  من الثواني كانت سرعتها اللحظية هي  t  1  أسُقطت من السكون في الماء. بعد kg  15) �قطعة من المعدن كتلتها

  حيث g  هو ثابت الجاذبية. 
dv
dt  = g – 4v ومعادلة حركتها هي

v = 
g
4  (l – e– 4t a) أثبت أن  ( 

    
g
10  m/s  أوجد الزمن الذي تسقط عنده قطعة المعدن بسرعة (b

تمارين 6-6
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 16) �مع�دل تزاي�د الع�دد الكلي لنوع م�ن البكتيريا يتناس�ب طردياً م�ع العدد الحال�ي لهذا النوع م�ن البكتيري�ا، إذا كان ع�دد البكتيريا في مثال 5

البداية 1000 ، وتضاعف هذا العدد خلال 4 ساعات ، فما عدد البكتيريا بعد مرور يوم كامل؟  

 ،  4 m/s إذا كانت سرعته الابتدائية ، v إذا كان تسارعه يتناسب طردياً مع سرعته ، v m/s  17) �يتحرك جسيم في خط مستقيم بسرعة مقدارها

   t = 5 sec فما سرعة الجسيم عندما ، t = 4 sec عندما v = 6 ثم أصبحت سرعته

أوجد حل كلٍ من المعادلات التفاضلية التالية :

مسائل مهارات التفكير العليا

 20( �مع�دل تبخ�ر الماء من بحيرة يتناس�ب طردياً مع حجم الماء المتبقي. أوجد النس�بة المئوية للماء المتبقي بع�د 50 يومًا دون أن تمطر، 

إذا كان %50 من الماء يتبخر خلال 20 يومًا. 

1
x  

dy
dx  = 

(3x – 1)9

y2   : 21( أوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية

18) dz
dr  = z + zr2       ,      z (0) = 1 19) (1 + x) dy

d􏷜  = 2xy  ,  y (0) = e2
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y = 1  حيث 
4  x

1) �ما مساحة المنطقة بين المخطط البياني للدالة 3

x ؟    = –2  ,  x ومحور x والمستقيمين 2 = 

A) 0 B) 1

C) 2 D) 8

2) المخطط البياني للدالة f (x)  معطى في الشكل أدناه.

. 􏾙
0

10
| f (x)| dx استعمل الشكل في حساب قيمة

A) 13 B) 7.5

C) 6 D) 1.5

 y = x2 + 1 3) �أوجد مس�احة المنطقة المحصورة بي�ن منحنى الدالة

.y = 5 والمستقيم

A) 0 B) 16
3 

C) 28
3 

D) 8

 y = x3 – x 4) �أوجد مس�احة المنطقة المحصورة بين منحن�ى الدالة

.y = x والمستقيم

A) 0 B) 1

C) 2 D) 4

5) �أوجد حجم المجس�م الدوراني الناتج عن دوران المنطقة المحصورة بين 

x دورة كاملة حول المحور  y = ln2  ,  y = ln4 والمستقيمين  y = e2x

A) 12 π B) 60 π

C) 40 π D) 20 π

6) �ما حجم المجسم الدوراني الناتج عن دوران المنطقة في الشكل 
أدناه حول المحور x ؟

A) 11 π
3 B) 21 π

C) 128 π
3 

D) 39 π

7) �أوجد حجم المجسم الدوراني الناتج عن دوران المنطقة المحصورة 
.x دورة كاملة  حول المحور  x بين y = x3   و  y = 4x حيث  0 $ 

A) 1024 π
21 B) 512 π

21 

C) 8 π D) 4 π

8) �ما حجـم المجسم الناتـج عـن دوران المنطقـة المحصـورة بيـن 
y = 3x2   و  y = 3x  دورة كاملة حول المحور x. ؟

A) 1
2  π B) π

C) 12
5  π D) 6

5  π

9) �جسيم يتحرك على خط مستقيم  بحيث أن سرعته  v  معطاة بالعلاقة 
v ( t ) = 4 – 2t cms–1 حيث أن  t  الزمن بالثواني.

ما المسافة الكلية المقطوعة في الفترة  الزمنية [3 , 0] من الحركة ؟ 

A) 5 cm B) 4 cm
C) 3 cm D) 1 cm

10) �يتحـرك جس�يـم فـي خـط مستقيـم بتسـارع )عجلة( مقدارها  
a ( t ) = 2 حيث  t  الزمن بالثواني.

t + 1  ms–2

إذا كانت سرعة الجسيم الابتدائية هي v ( 0 ) = 3 ms–1 ، فما هي 

سرعة الجسيم عندما t = 2 ؟  

A) ln 6 B) ln 9
C) 3 + ln 6 D) 3 + ln 9

11) ما الحل الخاص بالمعادلة التفاضلية 

dy  حيث  y = 10   عندما   x = 0 ؟ 
dx  = 2xy

A) y = ex2 B) y = 10 ex2

C) y = ex D) y = 10 ex

اختبار الوحدة السادسة

x2 + y2 = 16

y

3 4

4

x

–4
–3
–2
–1

1
2
3

4

2 4 6 8 10
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12) �عن�د إيداع مبل�غ N ريالاً في بن�ك بحيث يزداد ه�ذا المبلغ بمعدل 
0.03 من قيمته سنوياً، أي مما يلي يمثل المعادلة التفاضلية التي 

تعطي معدل الزيادة في المبلغ ؟

A) dN
dt  = 0.03N B) dN

dt  = 0.03

C) dt
dN  = 0.03N D) dt

dN  = 0.03

13) �معتمدًا على الشكل أدناه، إذا علمت أن مساحة المنطقة المحصورة 
f  تساوي 6 وحدات مربعة، وكان       (x) , g (x) بين منحنيي الدالتين

􏾙 ؟
a

b
g (x) dx فما قيمة  􏾙

a

b
f (x) dx = 10

A) 10 B) 16
C) 1 D) – 4

􏾙 يمثل 
-1

3
f (x) dx 14) �بالاعتماد على الشكل المجاور هل صحيح أن

مساحة المنطقة المظللة ؟ وضح إجابتك باختصار.

15) بالاعتماد على بيان الدالة  y = f (x)  الموضح جانباً أوجد:

A) 􏾙
0

4
f (x) dx B) 􏾙

4

6
f (x) dx

C) 􏾙
0

6
f (x) dx D) 􏾙

0

6
􏿗 f (x)􏿗 dx

16) �أوج�د حج�م المجس�م الدوران�ي المتك�ون عن�د دوران المنطقة 
x المظللة بزاوية 360 حول محور

17) �بي�ان دالة الس�رعة اللحظي�ة لعداء رياض�ي موضح أدن�اه. أوجد 
المسافة الكلية التي قطعها هذا العداء.

 18) �جس�يم يتح�رك بخ�ط مس�تقيم، وكان�ت دال�ة تس�ارعه ه�ي
: 4 ms–1 إذا كانت سرعة الجسيم الابتدائية a ( t ) = 2 t – 5 ms–1

  v ( t ) = t2 – 5t + 4 ms–1 بين أن سرعته اللحظية تعطى بالعلاقة (a
b) �ما مقدار المس�افة التي يقطعها الجسيم خلال الثواني الأربعة الأولى 

من الحركة ؟ 

c) أوجد الازاحة )الموقع( للجسيم بعد 4 ثواني.

19) أوجد الحل العام لكل من المعادلات التفاضلية التالية :

a) dy
dx  = k (A – y) b) dy

dx  = 4x – x y2 

20) �آلة صناعي�ة قيمتها عند الش�راء QR 2500 وكان�ت قيمتها تتناقص 

dC  حيث C تكلفة الآلة 
dt  = – 500 (t + 1)–2 بمرور الزمن وفق العلاقة

بعد t سنة من شرائها. احسب قيمة الآلة بعد 3 سنوات من شرائها.

21) �إذا كان معدل الزيادة في عدد الأسماك في بركة يساوي 0.4 عددها 
الحالي ش�هرياً فإذا كان عددد الأسماك الابتدائي في البركة تقريباً 

e60  ،  أوجد عدد الأسماك بعد سنة.

a b

f(x)

g(x)

y

x

f (x)

y

x–1 1 3

y

x

–2

2

2 4 6

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6

60

30

t (h)

y (km h–1)

2

y = e–x + 4

y

x
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الوحدة 
7

المتجهـات
Vectors

أفكار الوحدة

zz تع�رف المتجهات في المس�توى الإحداث�ي والفضاء

ثلاثي الأبعاد.

zz.تعرف خصائص المتجهات واستعمالها

zz إجراء العمليات على المتجهات في المس�توى

والفضاء ثلاثي الأبعاد.

zz تع�رف متجه�ات الوحدة الأساس�ية

واستعمالها.

zz إيج�اد حاص�ل ضرب متجهين

قياسياً.

zz إيج�اد قي�اس الزاوي�ة بين

متجهين والزوايا الاتجاهية 

لمتجه ما.

zz ح�ل مس�ائل حياتي�ة

على المتجهات.

الربط مع الحياة:
يعتبر نظام الملاحة العالمي )GPS( من أهم التطبيقات التي س�اهمت في تس�هيل عملية الاس�تدلال على المواقع 

وتعيينها سواءً في بعدين أو ثلاثة أبعاد، ويقوم هذا النظام بتعيين المواقع والمسافات والاتجاهات اللازمة للوصول 
) 8.14km إلى نقطة الهدف ، حيث يقرن المسافة بالاتجاه مثل ) أكمل بشكل مستقيم مسافة

وكما تعلم، فإن تعيين المس�افة وحدها بين نقطة الانطلاق ونقطة الوصول لا يكفي للاس�تدلال على الموقع المراد الوصول 
إليه، ولا بد من تعيين اتجاه الحركة أيضاً بحيث تتشكل كمية ذات قياس )مقدار( ولها اتجاه. 
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مثال 3 :

مثال 1 :

مثال 2 :

AB  ، إذا علمت أن   أوجد إحداثيي نقط�ة منتصف 

A )10 , –6( ، B )–2 , 0(

3(  �أوج�د إحداثيي نقطة منتص�ف AB  ، إذا علمت أن  

A )5 , 2( ، B )–3 , 8(

مثل القطعة المستقيمة OB  في المستوى الإحداثي إذا علمت أن 

􏷜 , 􏷝 وبين مسقطيها على محوري ، O )0 , 0( ، B )6 , 3(
1( �مثل القطعة المستقيمة OB في المستوى الإحداثي إذا علمت 

أن )O )0 , 0( ، B )– 4 , 2  ، وبين مس�قطيها على محوري 

􏷜 , 􏷝

إذا كان�ت )A )–2 , 7( ، B )3 , –5 نقطتي�ن ف�ي المس�توى 

الإحداثي، أوجد المسافة بينهما.

2( �إذا كان�ت )A )–1 , 2( ، B )5 , – 6 نقطتين في المس�توى 

الإحداثي، أوجد المسافة بينهما.

تهيئة الوحدة السابعة

1

10
-1

-1 2 3 4 5 6 7 8
x = 6

y = 3

9

OB

10

2
3
4
5
6
7
8
9

10

Y

X

B

O
1

-6-7
-1

-8 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3

2
3
4
5
6
7
8
9

10

Y

X

AB = (􏷜2 – 􏷜1)2 + (􏷝2 – 􏷝1)2

AB = (3 – (–2))2 + (–5 – 7)2

AB = 169

AB =13 units

M	 = (􏷜1 + 􏷜2
2

 , 􏷝1 + 􏷝2
2 )

	 = ( 10 + (–2)
2  , –6 + 0

2 )
	 = ( 8

2  , – 6
2 )

	 = (4 , –3)

اختبــارمراجعة
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مقدمة في المتجهات7-1
 Introduction to Vectors

أفكار الدرس

المعايير:

المصطلحات:

zz القياس�ية الكمي�ات  تميي�ز 

والكميات المتجهة.

zz تع�رف مفه�وم المتج�ه ورم�زه

وتمثيله هندسياً.

zz المتجه�ات خصائ�ص  تع�رف 

واستعمالها.

zz إج�راء العملي�ات عىل المتجهات

هندسياً.

zz عىل حياتي�ة  مس�ائل  ح�ل 

المتجهات.

zz تعرف الص�ورة التركيبية للمتجه

وتمثيله هندسياً في المستوى .

displacement الإزاحة�
vector متجه�

المتجهات المتساوية
equal vectors

المتجهات المتوازية
parallel vectors

المتجه الصفري
the zero vector

سالب )معكوس( المتجه
negative vector

جمع المتجهات
vectors addition

طرح المتجهات
vectors subtraction

الضرب بعدد حقيقي
scalar multiplication

الصورة التركيبية
component form

11A.10.2  ,  11A.10.4
11A.10.6  ,  12A.13.1
12A.13.2  ,  12A.13.4

 صنف الكميات التالية إلى كميات قياسية أو كميات متجهة .

يسير قارب بسرعة km/h 45 باتجاه الشمال. 	)a
كمية متجهة 	

. 90 km قطعت سيارة مسافة 	)b
كمية قياسية 	

. 51N وزنُ عُمَر 	)c
كمية متجهة 	

.18 km/h يقود عبدالرحمن دراجته بسرعة 	)d

كمية قياسية 	

الكميات القياسية والكميات المتجهة  مثال 1 :

تمهيد
ف�ي حياتن�ا اليومية الكثير من الكميات التي يلزم تحديدها بش�كل كامل ومفه�وم ، ولا يكتمل الهدف منها إلا 

بذكر عناصرها كاملة .

فمثالً: إذا س�ار أحمد بخط مس�تقيم من نقطة ما مس�افة m 10  فإن  إزاح�ة )displacement( أحمد عن 

موقع�ه الأصل�ي هي بمقدار m 10. فإذا تابع أحمد الس�ير مرة أخرى بخط مس�تقيم مس�افة m 20 ،  فهل 

تستطيع الإجابة عن الأسئلة التالية:

ما المسافة التي قطعها أحمد ؟ 	�

هل تستطيع تعيين موقع أحمد النهائي بالنسبة إلى نقطة الانطلاق؟ 	�

 من خلال إجابتك على الس�ؤالين الس�ابقين، تلاحظ أن المس�افة التي قطعها أحمد يمكن حس�ابها بس�هولة

)m + 20 m = 30 m 10( وهي كمية تتعين فقط بالمقدار ووحدة القياس، أما موقع أحمد فلا يمكن تعيينه 

دون تعيين اتجاه حركته. 

وهذا يقودنا إلى تعريف نوعين من الكميات التي نتعامل معها في حياتنا:

الكميات القياسية : وهي الكميات التي يمكن تحديدها من خلال قيمة عددية ووحدة قياس فقط .

الكميات المتجهة : وهي الكميات التي يمكن تحديدها من خلال قيمة عددية ووحدة قياس واتجاه .

10 m
20 m
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تمثيل المتجهات في المستوى

لتمثي�ل المتجه في المس�توى يل�زم تعيين عنصرين هما : ط�ول المتجه ، 

واتجاهه ، ويتم تمثيله بقطعة مس�تقيمة موجه�ة بحيث تكون بدايتها هي 

نقط�ة بداي�ة المتجه A )ذي�ل المتج�ه(، ونهايتها نقطة نهايت�ه B )رأس 

المتجه(.

| a | أو | AB | بالرمز AB )vector magnitude( ويرمز لطول المتجه

رمز طول المتجه:

المس�تعملة  الرم�وز  م�ن 

للدلالة على طول المتجه

||      || ، ||a|| ، ||     ||

إرشـاد

ويطلق اسم متجه )vector( على كل كمية متجهة ، والمفهوم التالي يبين تعريفه وكيفية كتابته:

المتجــه مفهوم
 المتج�ه كمية لها مق�دار واتجاه ، ويرمز له بح�رف صغير غامق  a  أو  

        أو بحرفين كبيرين يعلوهما سهم          حيث تمثل النقطة A بداية 

المتج�ه والنقطة B نهاية المتجه ، ويمكن تمثيله في المس�توى بقطعة 

مستقيمة موجهة كما في النموذج المجاور.

B

A

a

a

A

B

خصائص المتجهات : 

 �تس�اوي المتجه�ات : يس�مى المتجه�ان  a و b متجهين متس�اويين )equel vectors( إذا كان لهما الطول نفس�ه 

a = b والاتجاه نفسه ونكتب

  a بينما المتجه ، a = b لهما الاتجاه والطول نفس�يهما ، فهما متس�اويان ونكتب b و a في الش�كل أدناه، نجد أن المتجهين

والمتجه c لهما الاتجاه نفس�ه ولكنهما مختلفان في الطول ، فهما غير متس�اويين ، أما المتجهان a و d فلهما الطول نفسه 

ولكنهما مختلفان في الاتجاه، فهما غير متساويين أيضاً.

 المتجهات المتوازية: يس�مى المتجهان a و b متجهين متوازيين )parallel vectors( إذا كان لهما الاتجاه نفسه أو 

  a || b  متعاكسين في الاتجاه، ونكتب

في الشكل السابق ، المتجهات a, b, c, e جميعها متوازية ونكتب : a || b || c || e بينما المتجهان a و d غير متوازيين.

cd
e

ab

تحقق

صنف الكميات التالية إلى كميات قياسية أو كميات متجهة .

1A( تطير طائرة بسرعة mil/h 500 بزاوية 21º شرق الشمال. 	

 . 389 km/h 1( يحلق الصقر الشاهين بسرعةB 	

.38 kg 1( كتلة وسامC 	

1D( يركض خالد بسرعة km/h 8 باتجاه الغرب.  	

AB a

aAB
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 ،)the zero vector( المتجه الصفري: المتجه الذي طوله صفر وحدة  ، وليس له اتجاه محدد يس�مى المتجه الصفري� 

ويرمز له بالرمز  . 

ومن الس�هل تخيل المتجه الصفري من الناحية الفيزيائية إذا تخيلنا جس�يماً يتحرك مس�افة cm 3 باتجاه الش�مال ثم 

cm 3 باتجاه الجنوب ، فإن الجسيم سيعود لنقطة الانطلاق ويكون مقدار إزاحته عنها تساوي صفراً.

 �س�الب المتج�ه )معكوس المتجه( : يكون ل�كل متجه غير صفري متجه معاكس له ، وهو متج�ه له نفس الطول ولكنه 

معاكس له في الاتجاه ويس�مى س�الب المتجه )negative vector(، ويرمز لمعكوس المتجه a بالرمز a – ، والش�كل 

أدناه يوضح العلاقة بين المتجه ومعكوسه .

–a
a

 خصائص متوازي الأضلاع.

من خصائص متوازي الأضلاع 

أن كل ضلعي�ن متقابلي�ن فيه 

يكونا متطابقين ومتوازيين.

إرشـاد

 في الشكل المجاور ؛ ABCD متوازي أضلاع، فيه

AB  = r , DA  = s 	

سمِّ زوجين من المتجهات المتساوية. 	)a

AB  = DC  	 ,	 AD   = BC  	

سمِّ زوجين من المتجهات المتوازية. 	)b

AB   || DC  	 ,	 AD   || BC 	

s و r عبِّر عن كل مما يأتي باستعمال 	)c

1. DC 	 2. AD 	 3. CD 	 4. BC 	 5. AA  

DC  = r 	 AD  = – s	 CD  = – r	 BC  = – s	 AA  = 0  

خصائص المتجهات مثال 2 :

rA B

CD

s

تحقق

 في الشكل المجاور؛ QRSV مستطيل، فيه

RQ  = a , RS  = b

2A( سمِّ زوجين من المتجهات المتساوية. 	

2B( سمِّ زوجين من المتجهات المتوازية. 	

. b و a 2( عبِّر عن كل مما يأتي باستعمالC 	

1.	 VS 	 2.	 VQ 	 3.	 QR 	 4.	 SV 	 5.	 SS

العمليات على المتجهات في المستوى هندسياً :

 �جمع المتجهات:

لإيج�اد نات�ج جمع متجهين )vectors addition(  هند س�يأ مثل a و b في المس�توى، قم بتثبيت أحد المتجهين 

وليك�ن a مثالً، اجر انس�حاباً للمتجه b ، بحيث تكون نقطة بدايته هي نقطة نهاي�ة المتجه a ، ثم صل بداية a مع 

نهاية b والمتجه الناتج  a + b  يسمى هندسيا ناتج جمع المتجهين وفيزيائيا بالمحصلة. 

Q R

SV

a

b
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 أوجد ناتج جمع المتجهات الممثلة في المستوى في كل مما يلي هندسياً : 

b)	 u + v + s  

جمـع المتجهـات مثال 3 :

لإيجاد ناتج جمع المتجهين، ثبَِّت a ثم أجرِ انسحاباً للمتجه 

b بمق�دار وح�دة واحدة لليس�ار ، ووحدتين إلى أس�فل ، 
بحي�ث تكون بدايته هي نهاية المتجه a ، ثم ارس�م المتجه 

. a + b والذي يمثل b مع نهاية a الذي يصل بداية

لإيج�اد ناتج جمع المتجهات الثلاث، ثبت المتجه u ثم أجر 

انس�حاباً للمتج�ه v وحدةً واحدةً إلى أس�فل، بحيث تكون 

 s ثم أجر انس�حاباً للمتجه ، u  بدايت�ه ه�ي نهاية المتج�ه

بمقدار 3 وحدات إلى اليسار ووحدة واحدة إلى أعلى بحيث 

تك�ون بدايته ه�ي نهاية المتجه v ، ثم ارس�م المتجه الذي 

u + v + s   والذي يمثل ناتج ، s مع نهاية u يصل بداية

a

b

a

a + b

b

b

s
v

u

s

s
v

u
u + v + s

v

تحقق

 أوجد ناتج جمع المتجهات الممثلة في المستوى في كل مما يلي هندسياً .

	 3A)  a + b  					     3B)  u + v + s

ba s

vu

a)	 a + b  
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 �طرح المتجهات:

يمك�ن تعري�ف عملي�ة ط�رح المتجه�ات )vectors subtraction( عل�ى أنه�ا عملي�ة جم�ع للمعك�وس، أي أن  

 - b واجر انس�حاباً على المتجه a ولإيجاد ناتج الطرح هندس�ياً في المس�توى؛ قم بتثبيت المتجه a – b = a + (–b)
. – b ونهايته هي نهاية ، a فتكون المحصلة هي المتجه الذي بدايته هي بداية ، a بحيث تكون بدايته نهاية المتجه

أوجد ناتج طرح المتجهات الممثلة في المستوى في كل مما يلي هندسياً . 

b)	 a – b  

طرح المتجهات مثال 4 :

u – v هندسياً في المستوى ، ثبت  لإيجاد ناتج الطرح 

المتجه u ، ثم ق�م بإجراء إزاحة للمتجه v بمقدار وحدة 

واحدة لليس�ار و3 وحدات إلى أسفل لتكون بدايته نهاية 

المتجه u ، ث�م مثل معكوس المتجه v وهو )v –( وذلك 

بعك�س اتجاه المتجه v ، بحيث تك�ون بدايته هي نهاية 

المتج�ه u ، ارس�م المتجه الواصل بي�ن بداية u ونهاية 

. u – v )v –( والذي يمثل 

لإيج�اد نات�ج الط�رح a – b هندس�ياً في المس�توى، 

ثب�ت المتجه a  ث�م قم بإجراء إزاح�ة للمتجه b  بمقدار 

3 وحدات لليس�ار ث�م وحدة واحدة إلى أس�فل ، ثم مثل 

معكوس المتجه b وهو )b–( وذلك بعكس اتجاه المتجه 

b ، بحيث تبقى نقطة البداية نفسها ، ارسم المتجه الذي 
. a – b يصل بداية a ونهاية )b–( والذي يمثل 

u

v

u

u - v

v
–v

v

b

a

b
b

-b
a

a – b

تحقق

أوجد ناتج طرح المتجهات الممثلة في المستوى في كل مما يلي هندسياً .

	 4A) u – v					     4B) a – b 

b

a
vu

a)	 u – v  
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 �ضرب المتجه بعددٍ حقيقي في المستوى:

عن�د ضرب متج�هٍ بعدد حقيق�ي )scalar multiplication(، فإن الناتج يكون متجهاً أيض�اً ، لكنه قد يختلف في 

الط�ول أو الاتج�اه أو كليهم�ا معاً ،فمثلاً عند ضرب المتج�ه u بعدد حقيقي k فإن الناتج ه�و المتجه k u ويكون طوله 

 |k| . | u | مساوياً للمقدار

ضرب المتجه بعدد حقيقي  مفهوم

|ku| وتؤثر قيمة  على   = |k|  |u| بحيث إن k . u فإن الناتج هو المتجه ، k بعدد حقيقي u عند ضرب متجه

المتجه  كما يلي : 

k > 1 )1 : يتمدد المتجه ويحافظ على الاتجاه نفسه.

k < 1 )2 > 0 : يتقلص المتجه ويحافظ على الاتجاه نفسه.

k < 0 )3 > 1– : يتقلص المتجه ، وينعكس اتجاهه.

k < –1 )4 : يتمدد المتجه ، وينعكس اتجاهه.

0 ، أما ضرب المتجه  بالعدد 1 فهو  وعند ضرب المتجه بالعدد صفر )0( ، فإن الناتج هو المتجه الصفري 

لا يغير من طول أو اتجاه المتجه .

طول المتجه

يمك�ن   b الف�رع  ف�ي 

استعمال المسطرة لقياس 

طول المتج�ه u ثم ضربه 

1  لمعرفة طول 
2 بالع�دد 

المتج�ه الناتج، والإش�ارة 

الس�البة تعن�ي أن المتجه 

النات�ج مرس�وما بعك�س 

. u اتجاه المتجه

إرشـاد

استعمل المتجه u المُمثل في المستوى لتمثيل كل من المتجهات التالية:

a)	 3u  

b)	 – 1
2  u

مثال 5 : ضرب المتجه بعدد حقيقي

إن ضرب المتجه u بالعدد 3 ، يمدد المتجه u فيتضاعف 

طول�ه ثلاث مرات ، ويحافظ عل�ى اتجاهه ، وهذا يكافئ 

عملية جمع المتجه u إلى نفسه ثلاث مرات.

1 – ، يقل�ص المتجه ويصبح طوله إلى 
2 إن ض�رب المتج�ه u بالعدد  

نصف طوله الأصلي ، ويعكس اتجاهه، 

u

u
u u

3u
u

u

u

– 1
2  u

تحقق
 استعمل المتجه u المُمثل في المستوى لتمثيل كل من المتجهات التالية:

	 5A) 2u 					     5B) –1.5 u 

u u
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جمع وطرح المتجهات

جم�ع  عملي�ة  إج�راء   �عن�د 

 a + b متجهي�ن هندس�ياً 

مثلاً ،  يجب مراعاة أن يكون 

اتصالهما رأساً بذيل ، بحيث 

أن نقطة نهاي�ة a هي نقطة 

. b بداية

الط�رح نات�ج  إيج�اد   �عن�د 

AB نج�د معك�وس  – CB  

CB ثم نجمع، أي :  المتجه 

 AB – CB

= AB  – (– CB )

= AB  + BC

إرشـاد

 يمك�ن اس�تعمال خصائص المتجهات في تبس�يط العب�ارات المتجهية وهي العب�ارات الرياضية التي تحت�وي على متجه 

أو أكثر.

 أوجد متجهاً وحيداً مكافئاً لكل مما يلي:

تبسيط العبارات المتجهية مثال 6 :

1.	 AB  + BC

	 AB  + BC  =  AC

2.	 AB  – CB  – DC

	 AB  – CB  – DC 	 =	 AB  + BC  – DC

		  =	 AC  – DC

		  =	 AC  + CD

		  =	 AD

3.	 AB  – CB  + CA

	 AB  – CB  + CA 	 =	 AB  + BC  + CA

		  =	 AC  + CA

		  =	 AA

		  =	 0

تحقق
 أوجد متجهاً وحيداً مكافئاً لكل مما يأتي:

6A) AB  + BC  + CD  + DE 		  6B) AB  + BC  + CA  

6C) BA  + BC  – AC

ف�ي كثي�ر م�ن الأحيان يك�ون تمثي�ل المقادير والكمي�ات بأبعاده�ا الحقيقية مس�تحيلاً، لذل�ك يتم التمثي�ل بأبعاد 

 تتناس�ب م�ع  الأبع�اد الأصلي�ة وتجع�ل تمثيله�ا س�هلاً ، كالمخطط�ات الهندس�ية للبي�وت أو الم�دن أو ال�دول، 

وهذا ما يسمى بمقياس الرسم .

عامالن يرًي�دان تغيير موقع صندوق ، فقام الأول بالتأثير عليه بقوة س�حب مقدارها 40N باتجاه الش�رق، 

بينم�ا كان العامل الآخر يدف�ع الصندوق 

بقوة مقدارها N 30  باتجاه الشرق أيضاً ، 

فإذا علمت ان هنالك قوة احتكاك مقدارها 

N 20 تعُي�ق حركة الصندوق. مثلّ القوى 
المؤثرة على الصندوق في المس�توى، ثم 

أوجد محصلتها هندسياً. 

) 1 unit : 10 N استعمل مقياس رسم(

تطبيقات فيزيائية مثال 7 :
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تحقق

 ،  B 100 باتجاه الش�مال وصولاً إلى المحطة km ويقطع مس�افة A 7( �ينطلق قطار بخط مس�تقيمٍ من المحطة

ث�م يقطع مس�افة km 60 باتجاه الغرب ليصل إل�ى المحطة C . مثل حركة القطار باس�تخدام المتجهات في 

. C إلى المحطة  A 1 ، ثم أوجد محصلة الإزاحة من المحطة unit : 20 km المستوى مستعملاً مقياس الرسم

1 unit : 10 N مثل القوى المؤثرة على الصندوق ، باستعمال مقياس الرسم� 

F1 = 40 N يمثلها متجه طوله 4 وحدات في المستوى وباتجاه الشرق. القوة المؤثرة من العامل الأول: 

F2 = 30 N يمثلها متجه طوله 3 وحدات في المستوى وباتجاه الشرق. القوة المؤثرة من العامل الثاني: 

قوة الاحتكاك : �FR = 20 N يمثله�ا متج�ه طوله وحدتا طول في المس�توى وباتجاه الغرب )اتج�اه قوة الاحتكاك هو 

عكس اتجاه الحركة(

ً  �أوجد محصلة القوى على الجسم هندسيا

كما تلاحظ أن محصلة القوة المؤثرة على الصندوق س�تكون بمقدار 5 وحدات باتجاه الش�رق، وبالرجوع إلى مقياس 

الرسم ، فإن مقدار القوة المؤثرة تساوي 50N ، واتجاهها باتجاه قوتي السحب والدفع )الشرق(.

�الصورة التركيبية للمتجه:

تعلمت سابقاً موضوع التحويلات الهندسية، ومنها الانسحاب أو الإزاحة والذي يعني 

وصف الحركة الأفقية والعمودية التي تنقل نقطة ما من موقع إلى آخر في المستوى 

الإحداثي، ويمكن التعبير عن المتجه المرس�وم في المستوى على أنه تحويل هندسي 

يصف موقع نقطة النهاية للمتجه من نقطة بدايته ، فمن خلال الشكل المجاور ، نجد 

أن التحويل الهندسي الذي ينقل نقطة بداية المتجه A  إلى نقطة نهايته B  هو إزاحة 

لليمين بمقدار 4 وحدات وتس�مى إزاح�ة أفقية ، ثم إزاحة للأعلى  بمقدار 3 وحدات، 

وتسمى الإزاحة الرأسية.

) = u ، حيث يسُ�مى المقدار 4 بالمركبة  4
3 ويمكن كتابة المتجه بدلالة هذا التحويل الهندس�ي )الإزاحة( على النحو  (

الأفقي�ة للمتج�ه، و المقدار 3 بالمركبة الرأس�ية للمتجه، وبالتالي فإن هذه الصورة من صور المتجه تس�مى الصورة 

.)component form( التركيبية للمتجه

الصورة التركيبية للمتجه مفهوم
يمك�ن التعبي�ر ع�ن المتجه على أن�ه محصل�ة مركبتيه الأفقي�ة والرأس�ية، ويكُت�ب على إح�دى الصورتين  

) =  u  حيث تمثل u1 المركبة الأفقية، وتمثل u2 المركبة الرأسية. u1
u2

<u = <u1 , u2  أو = (

ويكون طول المتجه المكتوب بالصورة التركيبية u = (u1u2)  بدلالة مركبتيه 

كما يلي:

  | u | = u1
2 + u2

2

u

u
1

u
2

F1 FR F2

F1 F2

FR

المحصلة

u 3

4

B

A
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بناءً على المفهوم السابق، فإنه يمكن التعبير عن المتجه بدلالة مركبتيه من خلال تمثيله البياني ، وحساب طوله باستعمال 

مركبتيه كما في المثال التالي.

اكتب الصورة التركيبية لكل من المتجهات الممثلة في المستوى التالي، ثم أوجد طوله

الصورة التركيبية للمتجه وطوله مثال 8 :

u	 = ( 2
4 )

| u | = 22 + 42 	 =	 2 5  units

v	 = (  2
–3)

| v | = 22 + (–3)2	 =	 13  units

a	 = ( –3
–1)

| a | = (–3)2 + (–1)2 	 =	 10  units

b	 = ( 2
0 )

| b | = 22 + 02 	 =	 2 units

s	 = (  0
–3)

| s | = 02 + (–3)2 	 =	 3 units

s
ba

v
u

يمكن تمثيل المتجه المكتوب بالصورة التركيبية في المستوى الإحداثي ، كما في المثال التالي.

تحقق

8( اكتب الصورة التركيبية لكل من المتجهات الممثلة في المستوى التالي، ثم أوجد طوله.

s

bav
u

) = u  ف�ي المس�توى ، عينّ نقطة بداية له بش�كل  –2
3 لتمثي�ل المتج�ه (

اختي�اري ، ثم أجر إزاحة بمقدار وحدتين لليس�ار ث�م 3 وحدات إلى أعلى  

وارسم المتجه الواصل بين نقطة البداية ونقطة النهاية.

9( مثل كلاً من المتجهات التالية في المستوى

ً مثال 9 : تمثيل المتجه بالصورة التركيبية هندسيا

u

a) u = ( –2
3 )
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) = a  ف�ي المس�توى ، عينّ نقطة بداية له بش�كل  –4
–1 لتمثي�ل المتج�ه (

اختي�اري ، ثم أجر  إزاحة بمقدار 4 وحدات لليس�ار ث�م وحدة واحدة إلى 

أسفل  وارسم المتجه الواصل بين نقطة البداية ونقطة النهاية.

b) a = ( –4
–1 )

a

) = b  ف�ي المس�توى ، عينّ نقطة بداية له بش�كل  0
3 لتمثي�ل المتج�ه  (

اختياري ، ثم أجر  إزاحة بمقدار 3 وحدات إلى أعلى وارسم المتجه الواصل 

بين نقطة البداية ونقطة النهاية.

c) b = ( 0
3 )

b

تحقق

مثل كلا من المتجهات التالية في المستوى

9A) u = ( 4
2 ) 9B) a = ( –2

1 ) 9C) v = ( –3
0 )
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1( صنف الكميات التالية إلى كميات قياسية أو كميات متجهة .

.32 km/h رياح شمالية سرعتها (a
 . 2 mil طول مضمار السباق (b

.120 kg يستطيع خالد أن يحمل جسماً كتلته (c
d) تطير طائرة حربية بسرعة km/h 2000 بزاوية  غرب الشمال.

e) يستطيع النمر أن يعدو بسرعة 36 ميلاً في الساعة.
f) زمن اختبار مادة الرياضيات 3 ساعات.

g) يركض خالد بسرعة km/h 8 باتجاه الغرب. 

مثال 1

تمارين 7-1

2) سمِّ ثلاثة أزواج من المتجهات المتساوية.

3) سمِّ ثلاثة أزواج من المتجهات المتوازية.

 a , b , c 4) عبِّر عن كل مما يأتي باستعمال

a) DE 	 b) AF

c BA 	 d) EF

e) BB 	 f) FE

في الشكل المجاور؛ ABCDEF سداسي منتظم فيه

AB  = a , BC  = b , CD  = c

مثال 2
B C

DA

F E

a

b

c

AB  = r , DA  = s 3( في الشكل المجاور؛ ABCD معيَّن فيه 

5) سمِّ زوجاً من المتجهات المتساوية.

6) سمِّ زوجاً من المتجهات المتوازية.

r , s 7) عبِّر عن كل مما يأتي باستعمال

a)	 BA 	 b)	 AD

c	 BC 	 d)	 CC

e)	CD 	 f)	 CB

B

C

D

A

r

s
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8) أوجد ناتج العمليات التالية على المتجهات الممثلة في المستوى:  مثال 4 , 3

a) a + b b) a – b c) u – v

d) a + b + c e) u – s f ) u + v – s

a

b

a

b

u

v

s

v
us

u

c

b
a

9) استعمل المتجه  المُمثل في المستوى لتمثيل كل من المتجهات التالية مثال 5

a) 2.5 u b) –2 u c) 1
2  u

uu
u

11)  �يجري عداء مسافة km 4 باتجاه الشمال، ثم يجري مسافة km 5 باتجاه الغرب ، مثل حركة العدّاء باستخدام المتجهات في المستوى 

unit : 1 km 1 ، ثم أوجد محصلة إزاحة العدّاء . مستعملاً مقياس الرسم 

 ، 40 N 80 ، بينما تؤثر على الصندوق قوة ش�دٍّ إلى أعلى مقدارها N 12(  �يس�حب رجل صندوقاً على س�طح أملس بقوة أفقية مقدارها

احسب مقدار محصلة القوة المؤثرة على الصندوق. 

مثال 7

10) أوجد متجهاً وحيداً مكافئاً لكل مما يأتي: مثال 6

a)	 AB  – CB 	 b)	 AB  + DC  – EB  + ED 	 c)	 AB  – DC  – CB  –ED

d)	AC  – 2DE  + CA 	 e)	 – CA  + BA 	 f )	 – BA  – CA  + CB

g)	AB  – CB  – DC 	 h)	 AE  + ED  – CD  + CB 	 i)	 CD  + DE  – AE
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13)  �اكتب الصورة التركيبية لكل من المتجهات الممثلة في المستوى التالي، ثم أوجد طوله مثال 8

b

s

c
rv

u
a

14)  مثل كلاً من المتجهات التالية في المستوى مثال 9

d) b = ( 0
–5 )c) a = (– 4

–3 )b) v = ( –1
2 )a) u = ( 2

–3 )
h) t = ( 3

3 )g) r = ( 0
0 )f ) c = ( 3

2 )e) s = ( –2
0 )

مسائل مهارات التفكير العليا

u – 2 v للمتجهات الممثلة هندسيا أدناه. 15) أوجد هندسياً ناتج 

v
u

16) �يضرب أحمد الكرة البيضاء في لعبة البلياردو لتقطع مس�افة cm 90 وتصطدم بحافة الطاولة بزاوية 45º ، ثم ترتد عنها مس�افة 

cm 40، لتصطدم بكرة سوداء. احسب مقدار إزاحة الكرة البيضاء لحظة اصطدامها بالكرة السوداء.

45º
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المتجهات في المستوى الإحداثي7-2
Vectors in the Coordinate Plane

أفكار الدرس
zz.تعرف متجه الموضع واستعماله

zz.تعرف متجه الوحدة واستعماله

zz المتجه�ات في تع�رف خصائ�ص 

المستوى الإحداثي واستعمالها.

zz المتجهات ت����وازي  ت��ع��رف 

واستعماله.

المصطلحات:
 متجه الموضع القياسي

standard position vector
 متجه الموضع

position vector
 متجه الوحدة 

unit vector

المعايير:
11A.10.1  ,  11A.10.2
11A.10.6  ,  12A.13.1

    12A.13.3

في كثير من المواقف الحياتية ، يتم الاس�تدلال على الاتجاهات من خلال الرجوع إلى نقطة إس�ناد ، كأن نقول 

يقع المسجد على بعُد m 200 غرب المدرسة ، ويقع المستشفى على بعُد  m 800 جنوب المدرسة ، فيصبح 

موقع المدرسة بمثابة نقطة إسنادٍ يسُتدلُّ بها على المواقع الأخرى، ومثل هذا المستوى يسمى مستوى إحداثي 

، والمس�توى الإحداثي  المعروف هو مثال على المستويات الإحداثية حيث تكون نقطة الإسناد فيه هي النقطة 

)0 , 0(  في معظم الأحيان.

كما هو الحال في المس�تويات بش�كل عام ، فإن المتجه في المستوى الإحداثي هو قطعة مستقيمة متجهة لها 

نقط�ة بداية ونقطة نهاية، واتجاهه هو اتجاه القطعة المس�تقيمة المتجهة، والمتجه الذي تكون نقطة بدايته 

هي نقطة الأصل يس�مى متجه الموضع القياس�ي)standard position vector( ويعبر متجه الموضع 

.O )0 , 0( عن إزاحتها بالنسبة إلى نقطة الأصل P (􏷜 , 􏷝) القياسي للنقطة 

كم�ا تعل�م ف�إن هنال�ك ع�دد لا نهائي 

م�ن المتجه�ات المتس�اوية التي يمكن 

تمثيلها في المس�توى الإحداثي، ويمكن 

 التعبي�ر عنه�ا جميع�اُ بمتجه موضع

 ( 5
4 (position vector) واحد يعبر (

عنها جميع�اً. ومتجه الموض�ع له دور 

كبير في تس�هيل إج�راء العمليات على 

المتجهات وتمثيلها هندسياً.

كم�ا تلاحظ في الش�كل المجاور ، فإن 

جمي�ع المتجهات المتس�اوية )التي لها 

نفس المقدار والاتج�اه( يمكن تمثيلها 

بمتج�ه موض�عٍ قي�اس واحدٍ ل�ه نفس 

الط�ول والاتجاه وبدايت�ه نقطة الأصل 

)0 , 0(

1

10O
-1
-2

-2-3-4-5-6-7-8-9

-3
-4
-5
-6
-7
-8
-9

-1 2 3 4 5 6 7 8

2
3
4
5

6
7

8
9

10

Y

X

C

5

5

4

4

B

A

u = ( 5
4 )

تمهيد

متجه الموضع القياسي مفهوم
متج�ه الموضع هو متجه تكون نقط�ة بدايته نقطة الأصل  

P (x , y) ، ويكت�ب عل�ى  )O )0 , 0 ، ونهايت�ه النقط�ة 

OP  = ( x
y ) الصورة التركيبية على النحو 

0

y

x

p (x , y)

OP
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متجه الموضع بين نقطتين في المستوى الإحداثي مفهوم
A , B نقطتي�ن في المس�توى الإحداثي،     إذا كان�ت 

، فإننا نعرف متجه  A (a1 , a2) , B (b1 , b2) حي�ث 

موض�ع  النقطة B من النقطة A على أنه المتجه الواصل 

B إلى A واتجاهه من B ونقطة نهايته A بين نقطة بدايته 

0ويكتب على الصورة التركيبية  كما يلي :

b2

a2

a1 b1

B (b1 , b2)

A (a1 , a2)

AB  = ( b1– a1
b2– a2

)

 مثل متجه الموضع القياسي لكل من المتجهات الممثلة هندسياً في المستوى الإحداثي أدناه.

متجه الموضع مثال 1 :

1

10
-1
-2

-2-3-4-5-6-7 -1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

2
3
4
5

6
7

8
9

10

Y

X

D

E

F

C
B

A

 AB  , CD  , EF  اكتب متجهات الموضع  

مثل متجهات الموضع القياسية في المستوى الإحداثي

A (1,6) , B (7,9)		 	 AB  = ( 7 – 1
9 – 6 )  =  ( 6

3 )
C (– 6,8) , D (–3,5)	 	 CD  = (–3 – (– 6)

5 – 8 ) =  ( 3
–3)

E (–2,3) , F (–7,2)	 	 EF  = (–7 – (–2)
2 – 3º ) =  (–5

–1)

1

10
-1
-2
-3

-2-3-4-5-6-7 -1 2 3 4 5 6 7 8 9

2
3
4
5

6
7

8
9

Y

X
AB

CDEF
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متجه الوحدة مفهوم

| u | = 1     متجه وحدة إذا كان طوله وحدة واحدة أي أن u يسمى المتجه

تحقق

1( مثل متجه الموضع القياسي لكل من المتجهات الممثلة هندسياً في المستوى الإحداثي أدناه.

1

10
-1
-2

-2-3-4-5-6-7

-3
-4

-1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

2
3
4
5

6
7

8
9

10

Y

X

B
FE

A
C

D

) = u   نجد أن طوله وحدة واحدة وأي متجه  0
0 ) تعلمت سابقاً كيفية حساب طول المتجه ، فمثلا المتجه 

)unit vector(    طوله وحدة واحدة يسمى متجه الوحدة

أي من المتجهات التالية هو متجه وحدة؟

متجه الوحدة مثال 2 :

a)	  s	 = (
1
2

– 3
2

)
	 | s |	= ( 1

2 ) 2 + (–  3
2 )2

		  = 1
4  + 3

4

		  = 1  = 1

s | = 1 unit | ، إذن s متجه وحدة.  بما أن 

b)	  p	 = ( –1
1 )

	 | p |	= (–1)2 + (1)2

		  = 2  

p | ≠ 1 unit | ، إذن p  ليس متجه وحدة.  بما أن 
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c)	  p	 = ( 0
–1 )

	 | p |	= (0)2 + (–1)2

		  = 1  

q | = 1 unit | ، إذن q متجه وحدة.  		 1 =بما أن 

تحقق

 أي من المتجهات التالية هو متجه وحدة؟

2A) s = ( – 2
2

– 2
2

)                     2B) p = ( –3
1
3 )                    2C) q = ( 0

1 )

 أوجد قيمة n في كل من متجهات الوحدة التالية:

استعمال متجه الوحدة مثال 3 :

a) p = ( n
1 ) 

         | p | = 1

n2 + (1)2 	= 1

n2 + 1 	 = 1

          n2  = 0

           n = 0

إذن قيمة n تساوي 0

b) q = ( –3
2
n ) 

             | q | = 1

( –3
2 )2 + n2 	 = 1

9
25  + n2 	 = 1

9
25  + n2	 = 0

               n2 = 16
25

           n = ± 4
5

. 4
5  , – 4

5 إذن قيم n تساوي 

تحقق

أوجد قيمة n في كل من متجهات الوحدة التالية:

3A)  r = ( 1
2
n )                     3B) p = ( n

3
4

)                    3C) q = ( –2
3
n )
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تعرفت على خصائص المتجهات في المس�توى، والان س�تتعرف على خصائص المتجهات في المس�توى الإحداثي، وسيتم 

التعامل معها جبرياً من خلال كتابة المتجه بالصورة التركيبية.

خصائص المتجهات في المستوى الإحداثي 

 تساوي متجهين : يكون المتجهان متساويين إذا وفقط إذا كانت مركباتهما المتناظرة متساوية.

a = b ⇔ a1 = b1 and a1 = b1 ) = a  فإن :  a1
a2 ) , b = ( b1

b2 ) فإذا كان 

BA  = – AB BA حيث أن :  AB هو المتجه    معكوس المتجه : معكوس المتجه  

BA  = – AB  = ( – x
– y ) AB  فإن :   = ( x

y ) فإذا كان 

0  = ( 0
0 )  المتجه الصفري :

A (–2,1) , B (1,–1) , C (0,3) , D (4,–3) , E (3,1) نقاطاً في المستوى الإحداثي، عين   إذا كانت 

 AB  , EC  , BD  , CD المتجهات المتساوية والمتعاكسة من بين المتجهات التالية :   

 أوجد متجه الموضع لكل من المتجهات 

 AB  = ( 1 – (–2)
–1 –1 ) = ( 3

–2 )

 EC  = (0 – 3
3 – 1)  = ( –3

2 )

 BD  = ( 4  – 1
–3 – (–1)) = ( 3

2 )

 CD  = ( 4 – 0
–3 –3)  = ( 2

– 6 )
 حدد المتجهات المتساوية .

     AB  = BD AB  متساويان ونكتب   , BD المتجهان 

 حدد المتجهات المتعاكسة .

      EC  = – AB AB ونكتب  EC يعاكس المتجه        المتجه 

    EC  = – BD BD ونكتب  EC يعاكس المتجه        المتجه 

استعمال خصائص المتجهات في المستوى الإحداثي مثال 4 :

تحقق

4( � إذا كانت A (3,–2) , B (8,–3) , C (–1,0) , D (4,–1) , E (–6,1) نقاطاً في المس�توى الإحداثي، عين 

  AB  , CE  , BC المتجهات المتساوية والمتعاكسة من بين المتجهات التالية : 
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تحقق

5(  أوجد قيمة n , m في كل من أزواج المتجهات المتساوية التالية

5A) ( 3n
15 ) = ( 27

15 ) 		  5B) ( n + m
2n – m ) = ( 5

7 )

أوجد قيمة n , m في كل مما يلي:

a) ( 2n – 1
–7 )	= ( 11

–7 )
بما أن المتجهين متساويان ، إذن مركباتهما المتناظرة متساوية أي أن:

2n – 1	= 11

2n	 = 12

n	 = 6

إذن قيمة n تساوي 6 .

b) ( n
n – 3 )	= ( m + 1

2m + 4 )
�بما أن المتجهين متساويان ، إذن مركباتهما المتناظرة متساوية، أي أن

n = m + 1		   (1)

n – 3 = 2m + 4	  (2)

حُل نظام المعادلتين بالتعويض 

m + 1 – 3 = 2m + 4

m = – 6

m = – 6 في المعادلة )1( عوض 

n = – 6 + 1 = – 5

إذن قيمة m تساوي 6- ، وقيمة n تساوي 5-

استعمال تساوي المتجهات مثال 5 :

عند تس�اوي متجهين ، فإن مركباتهما المتناظرة تكون متس�اوية ، ويمكن استعمال هذه الخاصية في إيجاد قيم المجاهيل 

في المتجهات المتساوية ، كما في المثال التالي:
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1( مثل متجه الموضع القياسي لكل من المتجهات الممثلة هندسياً في المستوى الإحداثي أدناه .

1

10
-1
-2

-2-3-4-5-6-7-8-9-10

-3
-4
-5
-6
-7
-8
-9

-1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

2
3
4
5

6
7

8
9

10

Y

X

a

b

e

c

d

2( بيِّن أياًّ من المتجهات التالية هو متجه وحدة؟

a) a =  ( 1
0 )			   b) b = ( –1

7

 4 3
7

)  		  c) c = ( 2
–1
2

)

d) q = ( 3
2 2

 
5

2 2
) 			   e) u = ( –1

–1 )			   f) v = ( 0
0 )

3( أوجد قيمة n في كل من متجهات الوحدة التالية:

a) a =  ( n
1
3 )			   b) u = ( n

 2 3
4

)  		  c) c = ( n
0 )

d) d = ( 1
2
n )			   e) s = ( n2

3
5 )			   f) w = ( 0

n – 1 )

A (–5,1) , B (–2,–1) , C (–8,3) , D (–11,5) , E (1,–3) نقاطاً في المس�توى الإحداثي، عين المتجهات المتساوية  4( �إذا كانت 

  AB  , BC  ,  DC  , AE  , BD  , EC والمتعاكسة من بين المتجهات التالية  

مثال 1

تمارين 7-2

مثال 2

مثال 3

مثال 4
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5(  أوجد قيمة n , m في كل مما يلي:مثال 5

a) ( 2n
5 ) = ( 8

2m + 1) 			   b) ( 3n – 4
m – 3 )  = ( 2

4 )

d) ( n + m
n – m )  = ( 2

– 4 )			   e) ( n
2m ) = ( m – 3

n + 2 )

مسائل مهارات التفكير العليا

 (2,–3) )  = v ، ويمر بالنقطة  2
6 ) 13(  أوجد معادلة المستقيم الموازي للمتجه 

. u || v إذا علمت أن u أوجد المتجه ،  u = ( 4n
n + 15)  , v =  ( –2

3 ) 14(  إذا كان 
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العمليات على المتجهات في المستوى الإحداثي7-3
Operations with Vectors in the Coordinate Plane 

أفكار الدرس

المعايير:

zz إج�راء العملي�ات عىل المتجهات

في المس�توى الإحداث�ي وتمثيله�ا 

هندسياً.

zz إج�راء العملي�ات عىل المتجهات

جبرياً.

zz تع�رف خصائ�ص العمليات على

المتجهات جبرياً.

zz حل مسائل حياتية على العمليات

على المتجهات.

11A.10.3  ,  11A.10.4
    11A.10.6  ,  12A.13.2
12A.13.4

تمهيد
تعلمت س�ابقاً كيفية إجراء بعض العمليات على المتجهات في المس�توى بشكل عام ودون الحاجة إلى تعيين 

مس�توى إحداثي بعينه لإجرائها وهذه العمليات هي: جمع المتجهات ، طرح المتجهات ، وضرب المتجه بعدد 

حقيقي ، ومن خلال متجهات الموضع يمكن إجراء هذه العمليات بسهولة في المستوى الإحداثي.

جمع المتجهات هندسياً في المستوى الإحداثي

لا تختلف عملية جمع المتجهات في المس�توى الإحداثي عنها في المس�توى بش�كل عام ، ولإجراء عملية جمع 

متجهين في المستوى الإحداثي ، يمكن إيجاد متجه الموضع لكل منهما وتمثيله هندسيا في الوضع القياسي، 

ثم إيجاد محصلة جمعهما هندسياً كما ورد سابقاً في جمع المتجهات هندسياً في المستوى.

A (3,–3) , B (7,–1) , C (–2,2) , D (–1,6)  نقاطاً في المس�توى الإحداثي ،  إذا كان�ت 

AB  هندسياً .  + CD أوجد 

AB  , CD  أوجد متجه الموضع لكل من المتجهين 

AB  = ( 7–3
–1 – (–3))  = ( 4

2 )
CD  = (–1 – (–2)

6 – 2 )  = ( 1
4 )

المتجهي�ن  ل�كل م�ن  القياس�ي  الموض�ع   �مث�ل متج�ه 

AB في المستوى الإحداثي:  , CD

 CD  ثم أجر انسحاباً للمتجه ، AB  ثبت المتجه 

AB كما في الش�كل  بحيث تكون بدايته هي نهاية 

 AB التالي، ثم ارسم المتجه الذي يصل بين بداية 

 AB  + CD والذي يمثل ناتج الجمع CD ونهاية

جمع المتجهات هندسياً في المستوى الإحداثي مثال 1 :

1

10
-1
-2

-2

-3

-1 2 3 4 5 6

2
3
4
5

6
7

AB

CD

1

10
-1
-2

-2

-3
-4

-1 2 3 4 5 6 7

2
3
4
5

6
7

AB  + CD  

AB

CD
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طرح المتجهات في المستوى الإحداثي

لا تختل�ف عملية طرح المتجهات في المس�توى الإحداثي عن عملية الجمع، حي�ث أن عملية الطرح هي بالأصل عملية جمع 

للمعكوس ، وبالتالي فإن الخطوات ستكون متشابهة فيهما.

 ، الإحداث�ي  المس�توى  ف�ي  نقاط�اً   A (–4,–5) , B (1,–4) , C (5,–5) , D (2,–1) كان�ت   1( �إذا 

AB هندسياً في المستوى الإحداثي.  + CD أوجد 

تحقق

A (– 4,5) , B (1,7) , C (– 4,– 6) , D (– 6,– 2)  نقاطاً في المس�توى الإحداثي ، أوجد  إذا كان�ت 

AB  هندسياً .  – CD

AB  , CD  أوجد متجه الموضع لكل من المتجهين 

AB  = ( 1– (– 4)
7 – 5 )  = ( 5

2 )
CD  = (– 6 – (– 4)

–2 – (– 6) ) = ( –2
4 )

المتجهي�ن ل�كل م�ن  القياس�ي  الموض�ع   �مث�ل متج�ه 

AB في المستوى الإحداثي:  , CD  

) AB  – CD( أوجد ناتج طرح المتجهين 

طرح المتجهات هندسياً في المستوى الإحداثي مثال 2 :

1

10
-1
-2

-2

-3
-4

-1 2 3 4 5 6

2
3
4
5

– CD

1

10
-1
-2

-2

-3
-4

-1 2 3 4 5 6 7

2
3
4
5

6
7

AB  – CD
– 

 ، الإحداث�ي  المس�توى  ف�ي  نقاط�اً   A (–2,–5) , B (–6,–1) , C (0,6) , D (5,6) كان�ت   2( �إذا 

AB هندسياً في المستوى الإحداثي.  – CD أوجد 

تحقق

AB

ABCD

CD
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ضرب المتجه بعدد حقيقي في المستوى الإحداثي

تعلمت سابقاً أن ضرب متجه بعدد حقيقي قد يغير طول المتجه أو يعكس اتجاهه أو كليهما معاً 

العمليات على المتجهات جبرياً:

تعلمت كيفية إجراء العمليات على المتجهات هندسياً، وستتعرف الآن على كيفية إجراء العمليات على المتجهات جبرياً من 

خلال استخدام الصورة التركيبية للمتجهات.

ً العمليات على المتجهات جبريا مفهوم

) = b متجهين ، فإننا نعرف العمليات التالية على المتجهات جبرياً : b1
b2

)  , a = ( a1
a2

)  إذا كان 

a + b = ( a1
a2

)  + ( b1
b2

) = ( a1 + b1
a2 + b2

) 1( جمع المتجهات :�

a – b = ( a1
a2

)  – ( b1
b2

) = ( a1 – b1
a2 – b2

) 2( طرح المتجهات:�

k.a = (k a1
k a2

) �: k 3( ضرب المتجه بعدد حقيقي

) = u  مثِّل كلاً من المتجه u  والمتجه  3u–  في المستوى الإحداثي 3
2 ) إذا كان 

ضرب المتجه بعدد حقيقي مثال 3 :

2u– في المستوى الإحداثي. )  = u ، مثِّل كلاً من المتجه u والمتجه  –2
4 ) 3( إذا كان 

تحقق

1

10
-1
-2

-2-3-4-5-6-7-8-9

-3
-4
-5
-6
-7
-8
-9

-1 2 3 4

2
3
4
5

6
7

8
9

10

y

x

–3u

u

 م�ن نقط�ة الأصل، ارس�م المتج�ه  u  لتكون 

نهايته في النقطة )3,2( .

3u– ، وذلك   �من نقطة الأصل ، ارس�م المتجه 

بعكس اتج�اه المتج�ه u ، ومضاعفة طوله 3 

م�رات ، وكم�ا تلاحظ م�ن التمثيل الهندس�ي 

3u– ه�ي النقطة  ف�إن نقط�ة نهاي�ة المتجه 

. (–9,– 6)
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)  = a  أوجد ما يلي: 2
–3 ) , b =  ( 1

5 ) , c =  ( – 4
0 إذا كان (

a) a + b	= ( 2
–3 )  + ( 1

5 )

	 = ( 3
2 )

b) a – b	= ( 2
–3 )  – ( 1

5 )

	 = ( 1
– 8 )

c) –3a 	 = 3 ( 2
–3 )

	 = ( – 6
9 )

d) 5a + 3b – c	 = 5 ( 2
–3 )  + 3 ( 1

5 ) – ( – 4
 0 )

		  = ( 10
–15)  + ( 3

15 ) – ( – 4
 0 )

		  = ( 17
0 )

ً العمليات على المتجهات جبريا مثال 4 :

)  = u ، أوجد ما يلي: 11
6 ) , v =  ( – 3

– 4 ) , s =  ( 0
3 4( إذا كان (

4A) u + s	 4B) v – s

4C) – 4u	 4D) u – 5v + 3s

تحقق

توازي المتجهات :

  تعلمت أن المتجهين المتوازيين إما ان يكون لهما الاتجاه نفسه أو أنهما متعاكسان في الاتجاه، وهذا يرتبط بمفهوم ضرب 

 ، k < 0 k > 0 ، بينما ينعكس المتجه إذا كانت  k ≠ 0 ، إذ يبقَ المتجهان بنفس الاتجاه إذا كانت  المتجه بعدد حقيقي 

أي أن المتجهين متوازيان إذا وفقط إذا كان أحدهما حاصل ضرب الآخر بعدد حقيقي غير الصفر ، أي 

u || v ⇔ u = k.v , k ∈ ℝ – {0}
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خصائص العمليات على المتجهات جبرياً :

كما هو الحال في الجبر ، فإن العمليات على المتجهات لها خصائص عديدة، ونذكر منها ما يلي :

a + b = b + aعملية جمع المتجهات إبدالية1

c = a + (b + c) + (a + b)عملية جمع المتجهات تجميعية2

a + 0خاصية العنصر المحايد لعملية جمع المتجهات3  = 0  + a = a

a + (– a) = (– a) + a = 0خاصية النظير الجمعي لعملية الجمع في المتجهات4

5
خاصية توزيع الضرب بعدد حقيقي على عملية جمع 

وطرح المتجهات من اليسار واليمين.

k (a ± b) = k.a ± k.b
(a ± b) k = a.k ± b.k

) = a   متجهين في المستوى الإحداثي، بين أن المتجهان a و b متوازيين أم لا . 2
–1 ) , b = ( – 6

3 ) إذا كان 

اكتب أحد المتجهين على صورة ناتج ضرب المتجه الآخر بعدد حقيقي إن أمكن

b	 = ( – 6
3 )

	 = –3 ( 2
–1 )� b أخرج  3– عاملاً مشتركاً من مركبتي المتجه

	 = –3a�  a = ( 2
–1 ) عوض 

a || b  إذن

توازي المتجهات مثال 5 :

تحقق

) = v متجهين في المستوى الإحداثي، بين أن المتجهين متوازيان . 3
–5 ) , s =  ( 9

–15) 6( إذا كان 

. n أوجد قيمة ، a = ( – 6
8 ) , b =  ( n

– 4 ) إذا كان a , b متجهين حيث a || b وكان 

استعمل تعريف التوازي 

( – 6
8 )  = k ( n

–4 )
( – 6

8 )  = ( k n
– 4 k )

– 6 = kn , 8 = – 4k� استعمل مفهوم تساوي متجهين

k = – 2 �k 4 – = 8  لإيجاد قيمةk حل المعادلة 

–2n = – 6 �k بالتعويض عن قيمة n أوجد قيمة

n = 3
إذن قيمة n تساوي 3

استعمال توازي المتجهات مثال 6 :

تحقق

. m أوجد قيمة ، a = ( 10
1
4

) , b =  ( m
–1 ) 7( إذا كان  a || b ، حيث 
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من واقع الحياة

الحل

مثال 7 :

5(  �تطير طائرة بسرعة km/h 600 باتجاه الشرق، في حين أن سرعة الرياح km/h 50 باتجاه الشمال. أوجد 

. 600 km/h سرعة الطائرة المتجهة التي تبقيها في مسارها وتطير بسرعة فعلية مقدارها

تحقق

يبُح�ر ق�ارب  في نهر باتجاه الجنوب بس�رعة km/h 60 ، بينما يتجه 

التيار r في النهر باتجاه الش�رق بس�رعة km/h 20 ، كما هو موضح 

في الشكل المجاور .

أوج�د س�رعة القارب المكافئ�ة في النه�ر الجاري والت�ي تبقيه يبحر 

بسرعة فعلية  مقدارها km/h 60 باتجاه الجنوب.

يمكن تمثيل السرعة المتجهة باستعمال المتجهات ، كما في الشكل

 المجاور ، ومن خلال متجهات الوحدة يمكن إجراء عملية الطرح 

بين السرعة المتجهة للقارب والسرعة المتجهة للتيار.

بفرض أن متجه الموضع بالنسبة للقارب هو b وأن متجه الموضع

 بالنسبة للتيار هو r ، فإن :

b = ( 0
– 60 )  ,  r  = ( 20

0 )

ولإيجاد محصلة سرعة القارب التي تجعله يبحر بشكل فعلي في النهر بسرعة km/h 60 نقوم بعملية الطرح التالية : 

b – r = ( 0
– 60 )  – ( 20

0 )  = ( – 20
– 60 )

والآن نجد مقدار السرعة المتجهة من خلال إيجاد طول المتجه الذي يمثلها :

|b – r | = (–20)2 + (– 60)2  = 63.25 km/h

. 60 km/h 63.25  لتكون سرعته الفعلية في النهر km/h إذن على القارب أن يبحر بسرعة

(20٫0)

(0٫ – 60)

(20٫0)

(0٫ – 60)

b – r

r

b

– r
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تمارين 7-3

مثال 1-3

مثال 4

مثال 5

مثال 6

A (–3,2) , B (–1,7) , C (3,0) , D (7,4) , E (4,1) , F (–5,0) نقاطاً في المس�توى الإحداثي ، أوجد ناتج كلٍّ  1( �إذا كانت 

مما يلي هندسياً في المستوى الإحداثي.

a) AB  + CD

b) CD  + DE

c) AB  – EA

d) BC  – CD

e) 2 BC  

f ) –3CD  

) = a ، فأوجد ما يلي: 11
6 )  , b = ( 0

7 )  , c = ( 20
–10) 2( إذا كان 

a) a + b			   b) a – b				   c) 3a

d) 2a + 3c			   e) a – 2b + 5c			   f ) b – b

g) –5c + 3b – 2a		  h) a + c – 2b			   i) –2 (a + 4c) – 6b

AB , أوجد ما يلي :  = ( 9
–1 )  , CD  = ( –3

5 )  , BD  = ( –2
–6 ) , EB  = ( 12

– 4 ) 3( إذا كان  

a) AB  + CD 	 b) EB  + BA  – DB 	 c) DA

d) EA 	 e) CD  + 4 DB  + 7 AA 	 f ) 2 BE  + 5 CB

) = a ، تحقق من صحة خاصيتي  الإبدال والتجميع على العمليات على المتجهات،  1
–3 )  , b = ( 4

0 )  , c = ( 5
–2 ) 4( �إذا كان 

بإيجاد ما يلي:

a) a + b			   b) b + a			  c) a + (b + a)		  d) (a + b) + c	

5( �إذا كان b و a متجهين في المستوى الإحداثي، بين إن كان المتجهان a و b متوازيين أم لا في كل مما يلي:

a) a = ( –1
3 ) , b = ( 5

–15) 			   b) a = (–10
8 ) , b = ( –5

4 ) 	

. n أوجد قيمة ، a = ( 2
–3 ) , b =  ( n

1 ) 6( إذا كان a , b متجهين حيث a || b وكان 



الوحدة السابعة: المتجهات128

مسائل مهارات التفكير العليا

A (–1,1) , B (0,3) , C (1,5) تقع على استقامة واحدة ، مستخدماً المتجهات. 14(  � أثبت أن النقاط 

ABCD   )15  متوازي أضلاع كما هو موضح في الشكل أدناه ، أوجد إحداثيات النقطة  C (x, y) مستخدماً المتجهات.

A (–2,5)

D (3,– 4)

B (1,7)

C (x,y)

حيث k عدد حقيقي غير الصفر. |k u |  = |k|.|u| ) = u  متجهاً ، أثبت أن  u1
u2

16( إذا كان (

12(  �يبحر قارب ش�راعي في نهر يمتد ش�رقاً معتمداً على س�رعة الرياح التي بلغت km/h 40 باتجاه الشرق، في حين أن سرعة تيار الماء في مثال 7

النهر  تبلغ km/h 10 شرقاً ، احسب مقدار سرعة القارب في النهر واتجاه حركته.

13( � تطير طائرة بس�رعة km/h 500 باتجاه الش�مال ، وتواجه مقاومة الرياح التي بلغت سرعتها km/h 60 باتجاه الجنوب الغربي، احسب 

محصلة سرعة الطائرة المتجهة .

.  u || v إذا علمت أن m أوجد قيمة ، u = ( m
6 ) , v =  ( 4

3 ) 7( إذا كان 

.  r || s إذا علمت أن m أوجد قيمة ، r = ( – 4
6 ) , s =  ( 12

2n ) 8( إذا كان 

. n أوجد قيمة ، a = ( n
2 ) , b =  ( 5

3 ) 9( إذا كان a , b متجهين متوازيين حيث  

. v = ( 2
3

–2.5) 10( اكتب متجهاً يوازي المتجه 

) = r متجهاتٍ في المستوى الإحداثي، حدد المتجهات المتساوية والمتجهات  – 8
20 ) , s = ( 2

–5 )  , p = ( –2
5 ) , q =  ( – 8

20 ) 11( �إذا كانت  

المتعاكسة والمتجهات المتوازية منها.
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7-4
أفكار الدرس

المعايير:

المصطلحات:

zz التعبیر عن المتجه في الفضاء

ثلاثي الأبعاد بالصورة التركیبیة.

zz تعرف متجه الموضع، متجه

الإزاحة في الفضاء ثلاثي الأبعاد 

واستعمالھا.

zz.ایجاد طول المتجه

zz تعرف خصائص المتجھات

في الفضاء ثلاثي الأبعاد 

واستعمالھا.

zz إجراء العملیات على المتجھات في

الفضاء ثلاثي الأبعاد جبریاً.

zz ایجاد احداثیات نقطة منتصف

القطعة المستقیمة بمعرفة 

متجه الموقع لكل من طرفیھا.

zz حل تطبیقات ھندسیة بسیطة

على المتجھات في الفضاء ثلاثي 

الأبعاد.

الفضاء ثلاثي الأبعاد

three dimensional space

11A.10.1 - 11A.10.3 -
11A.10.4 - 12A.13.1 -
12A.13.2 - 12A.13.3 -
12A.13.4 - 12A.13.7

درس�ت  س�ابقًا المتجه�ات ف�ى المس�توى الإحداث�ى. والآن 

س�نناقش المتجه�ات  والعمليات  عليها  ف�ى الفضاء ثلاثى  

.)three dimensional speace( الأبعاد

فى الش��كل المجاور  يظهر الفضاء بث�لاث محاور متعامدة 

X , Y , Z سوف تكون  بمثابة  مرجع لنا  وهي

ودوران هذا النظام حسب اليد اليمنى، أى أنك إذا قبضت يدك 

اليمن�ى كم�ا هو موضح فى صورة اليد  ف�إن أصبعك  الإبهام  

XY ويكون عمودياً  على المستوى الإحداثي Z يمثل  محور

لأى نقط�ة  p  ف�ى الفض�اء يعبر عنها بثلاثي مرت�ب P (x , y , z) حيث  x , y , z  تمثل بعد النقطة باتجاه 

المحاور عن نقطة الأصل. ويعبر عن متجه الموضع القياسى للنقطة  p  كما يلى

متجه الموضع بین نقطتین في الفضاء:

B  والنقطة  A  على انه المتجه الواصل بين النقطة  A  من النقطة  B  یعرف متجه موضع النقطة 

واتجاهه من A  إلى B ، حيث  A  ,  B  نقطتين فى الفضاء ثلاثي الأبعاد.

 في الشكل المجاور نجد أن:

 P  تمثل المسافة العمودية بين النقطة a

YZ  والمستوى الإحداثي 

 P  تمثل المسافة  العمودية بين النقطة b و

XZ  والمستوى الإحداثي 

 P  تمثل المسافة العمودية بين النقطة c و

XY  والمستوى الإحداثي

تمهيد

المتجهات فى الفضاء الثلاثي الأبعاد
 Vectors in 3-D Space

Y

X

z

P (a, b, c)Z

X

Y

Bb

c

A

a

OP  = 
x( y )z
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متجه الموضع بين نقطتين فى الفضاءمفهوم

، A (a1 , a2 , a3 ) , B (b1 , b2 , b3) نقطتین في الفضاء ثلاثي الأبعاد ، حيث  B  و  A  إذا كانت 

فإن متجه موضع النقطة  B  من النقطة  A  هو

AB  = 

b1 – a1( b2 – a2 ) b3 – a3

طول متجه في الفضاء ثلاثي الأبعادمفهوم

 = u متجھا في الفضاء ثلاثي الأبعاد فإنه یمكن إیجاد طوله كما یلي :
 u1 ( u2 ) u3

إذا كان 

| u | = u1
2 + u2

2 + u3
2

طول متجه في الفضاء ثلاثي الأبعاد :

AB متجھًا نقطة بدایته  طول أي متجه یساوي طول القطعة المستقیمة الواصلة بین نقطة بدایته ونقطة نھایته، فإذا كان 

AB یمكن إیجاده من خلال طول القطعة المس�تقیمة  A (x1, y1, z1) ونقط�ة نھایت�ه B (x2, y2, z2) فإن طول المتجه 
AB ونكتب :

AB = (x2 – x1)
2 + (y2 – y1)

2 + (z2 – z1)
2

AB , OA نقطتين في الفضاء،  فأوجد كلاً من A (3, –1, 2) , B (1, 0, –2) إذا كانت

AB  = 

1 – 3(0 – (–1))– 2 – 2
 = 

– 2(  1    ) – 4

OA  = 

 3 – 0(–1 – 0) 2 – 0
 = 

3( –1 )2

متجه الموضع بین نقطتین في الفضاء مثال 1

أوجد طول كل من المتجھات التالیة :

a)  r = 

1(  4  )–1

| r | = (1)2 + (4)2 + (–1)2  = 18  = 3 2

طول متجه في الفضاء ثلاثي الأبعاد مثال 2

PQ , OP 1(  إذا كانت P (0, –1, 4) , Q (5, 0, 1) نقطتين في الفضاء،  فأوجد كلاً من 

تحقق
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والجدیر بالذكر أن خصائص  المتجهات التي طبقتها فى المستوى  الإحداثي تستطيع أيضًا تطبيقها على المتجهات فى 

الفضاء ثلاثي الأبعاد.

خصائص المتجھات في الفضاء ثلاثي الأبعاد جبریاً :

تساوي متجھین: یكون المتجھان متساویین إذا وفقط إذا كانت المركبات المتناظرة لكل منھما متساویة.

 = a فإن :
 a1 ( a2 ) a3

 , b = 
 b1 ( b2 ) b3

فإذا كان 

 	     a = b  ⇔  a1 = b1 , a2 = b2 and a3 = b3

 BA  = – AB BA حيث أن  AB هو  المتجه  معكوس المتجه: معكوس المتجه 

BA  =  – AB  = 
–x ( –y )–z

فإن	 	AB  = 
x( y )z

فإذا كان المتجه  

– m = 
3 (–1)–5

 = m  فإن معكوس المتجه m هو 
–3 ( 1  )5

مثلاً : إذا كان المتجه 

 0  = 
0( 0 )0

المتجه الصفرى: 

تحقق

b)  v = 
0( 0  )1

| v | = (0)2 + (0)2 + (1)2  = 1

c)  s = 
–1( 0  )3

| s | = (–1)2 + (0)2 + (3)2  = 10

2(  أوجد طول كل من المتجھات التالیة :

2A)  a = 
0( 1  )0

		  2B)  b = 
3( –1  )2

		 2C)  s = 

1
2(– 3  
2  )

0

s , t , d فأوجد  قيمة كل من  ،  

 3s(   6   )d + 1
 = 

9( t )0
إذا كان 

بما أن المتجھین متساویان اذن المركبات المتناظرة متساویة:

3s  = 9 d + 1 = 0
t = 6

s = 3 d = – 1
s = 3 ,  t = 6 ,  d = –1  إذًا القيم هى

تحقق

m , n , r فأوجد  قيمة كل من  ،  

 4(3n + 2)m – 2
 = 

r(  0  )5
3(  إذا كان 

استعمال تساوي متجھین مثال 3
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توازي المتجھات: عندما نضرب المتجه a بالثابت k فإنه ينتج متجه آخر يوازي المتجه a، وقد حصل له تمدد أو تقلص.

توازي المتجهات في الفضاء ثلاثي الأبعادمفهوم

يكون المتجهان a و b  في الفضاء ثلاثي الأبعاد متوازيين إذا وفقط اذا 

 a = k b , k ∈ ℝ – {0}  : بحيث أن k وجد عدد حقيقي

| b | = | k | | b |   : ويكون طوله

العمليات على المتجهات في الفضاء ثلاثي الأبعادمفهوم

= a  متجهين، فإننا نعرف العمليات التالية على المتجهات:

a1(a2 )a3

 ، b =

b1(b2)b3

إذا كان 

a + b =

a1(a2 )a3

 +

b1(b2)b3

=

 a1 + b1( a2 + b2 ) a3 + b3

1(   جمع متجهين:                    

a – b =

a1(a2 )a3

 –

b1(b2)b3

=

 a1 – b1( a2 – b2 ) a3 – b3

2(   طرح متجهين:                    

k.a = 

 ka1( ka2 )
 ka3

                    : k 3(   ضرب متجه بعدد حقيقي

a

b

r , s فأوجد قيمة كل من a || b  وأن  a =

2(–1 )r
 ، b =

s( 2 )–3
إذا علمت أن 

2(–1 )r
 = 

ks( 2k )–3k
 وينتج 

2(–1 )r
 = k 

s( 2 )–3
بما أن المتجهين متوازيان فإن 

2 = ks   ,   –1 = 2k   ,   r = –3k     من تساوي المتجهين

k = –1
2   وبحل المعادلة 2k = 1–  ينتج أن  

 وبتعويض قيمة k في المعادلتين : ks   ,   r = –3k = 2  نجد أن 

2 = ( –1
2  ) s r = –3 (–1

2 )

2 ( 2
–1 ) = s

– 4 = s = 3
2 r = 3

2    ,   s = – 4 إذن

استعمال توازي متجهين مثال 4

r , s  فأوجد قيمة كل من  a || b  وأن  a =

2(–1 )3
 ، b =

– 6(   r  )s
4(  إذا علمت أن 

تحقق

العمليات على المتجهات في الفضاء ثلاثي الأبعاد جبرياً :

تعلمت في الدروس السابقة كيف تجري العمليات على المتجهات في المستوى الاحداثي جبرياً وبيانياً. والآن ستتعلم كيفية 

إجراء تلك العمليات على المتجهات في الفضاء ثلاثي الأبعاد جبرياً. 
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 = a  فأوجد ما يلي :

4( 1 )–3
 ، b =

1(0 )5
 ، c = 

–1(  7  )2
إذا كان 

a)  a + b

a + b = 

 4 + 1(  1 + 0  )–3 + 5
 = 

5( 1  )2

b)  a – b

a – b = 

 4 – 1(  1 – 0  )–3 – 5
 = 

3( 1  )–8
c)  3 (a – b) + c

3 (a – b) + c = 3 
4(  1  )–3

 – 3 
1( 0  )5

 + 
–1( 7  )2

 = 
8( 10  )–22

d)  b – b

b – b = 
1(  0  )5

 – 
1( 0  )5

 = 
0( 0  )0

العمليات على المتجهات في الفضاء ثلاثي الأبعاد مثال 5

إحداثيات نقطة منتصف قطعة مستقيمة في الفضاء :

تعلمت س�ابقاً كيفية إيجاد نقطة منتصف قطعة مس�تقيمة بين نقطتين في المستوى الإحداثي، والآن تستطيع ان تستعمل 

نفس القانون لإيجاد إحداثيات نقطة منتصف قطعة مستقيمة بمعرفة متجه الموضع القياسي  لكل من طرفيها في الفضاء. 

فإذا كانت A (x1 , y1 , z1), B (x2 , y2 , z2)   نقطتين في الفضاء ثلاثي الأبعاد، فإن إحداثيات نقطة المنتصف M هي:

M = ( x1 + x2

2  , 
y1 + y2

2  , 
z1 + z2

2 )

إرشـاد

تحقق

تحقق

 = a  فأوجد ما يلي :

1( 4 )0
 ، b =

0(8 )3
 ، c = 

10( –1  )9
إذا كان 

5A)  a + b		  5B)  a – b		  5C)  –2b
5D)  2a – 2b + 5c	 5E)  c – c

 6(  �إذا كان�ت A (2, 0, 1), B (0, 8, –1) نقطتي�ن ف�ي الفض�اء، فأوج�د إحداثي�ات نقط�ة المنتصف للقطعة
. AB المستقيمة

إحداثيات نقطة منتصف قطعة مستقيمة في الفضاء مثال 6

 إذا كان�ت A (–1, 2, 4), B (1, 0, –1) نقطتي�ن ف�ي الفض�اء، فأوج�د إحداثي�ات نقط�ة المنتص�ف للقطع�ة

. AB المستقيمة

M = (
–1 + 1

2  , 
2 + 0

2  , 
4 + –1

2 ) = (0 , 1 , 3
2 )

خواص العمليات على 

المتجهات

• a + b = b + a
• a + 0 = 0 + a = a
• (a + b) + c = a + (b + c)

• a + (–a) = (–a) + a = 0

• k (a ± b) = ka ± kb
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من التطبيقات الهندسية للمتجهات استعمالها في إثبات وقوع أي عدد من النقاط على استقامة واحدة.

نقاط على استقامة واحدةمفهوم

A , B , C ثلاث نقاط  تقع على استقامة واحدة إذا وفقط اذا كانت

AB  = k BC  , k ∈ ℝ – {0}A
B

C

إثبات نقاط على استقامة واحدة مثال 7

أثبت أن النقاط A (–1, 2, 3), B (4, 0, –1), C (14, –4, –9) تقع على استقامة واحدة . 

AB  , CD •  أوجد متجهات الموضع 

AB  = 

5(– 2 )– 4
 ، BC  = 

10(– 4 )– 8

•  اكتب أحد المتجهين على صورة ناتج ضرب المتجه الآخر بعدد حقيقي إن أمكن.

10(– 4 )– 8
  =  2  

5(– 2 )– 4

BC  = 2 AB

BC والنقطة  B  مشتركة بينهما إذن النقاط A , B , C تقع على استقامة واحدة.  || AB            و بما أن 

7(  أثبت أن النقاط A (–2, 1, 4), B (4, 3, 0), C (19, 8, –10) تقع على استقامة واحدة. 

تحقق

إرشـاد

في حل مثال 7

عند تحديد  متجهات الموضع 

يمكنك اختيار أي متجهين بحيث 

يشتركان بنقطة واحدة، مثل

AC  , CB
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تمارين 7-4

مثال 1

مثال 2

مثال 6

مثال 7

مثال 3

مثال 4

مثال 5

PQ في كل مما يلي :  , OP أوجد كلاً من 

1) P (3, –1, –1)   ,   Q (–1, 0, 1)	 2) P (0, 0, 0)   ,   Q (2, –1, 3)

أوجد طول كل من المتجهات التالية :

3) a = 

0( 1  )0
	 4) b = 

3( –1 )2
	 5) s = 

1
2( – 3  
2   )

0

اذا كانت النقطتان A و B في الفضاء ثلاثي الأبعاد، فأوجد احداثيات نقطة المنتصف  للقطعة المستقيمة  AB  فى كل مما يلي :

13) A (2, 3, –1) , B  (1, 0, 3)		 14) A (–1, 5, 1) , B  (1, 0, 2)	

15(  أثبت أن النقاط A (2 , 1 , 1) , B (5 , –5 , –2) , C (–1 , 7 , 4)  تقع على استقامة واحدة.

a , b تقع على استقامة واحدة، فأوجد قيمة كل من  P (1 , –1 , 0) , Q (4 , –3 , 7) , R (a , 2 , b) 16(  إذا كانت النقاط

أوجد قيمة كل من b , a و c إذا كان :

6) 

a – 4( b – 3 )c + 2
 = 

1(  3  )– 4
	 7) 

a – 5( b – 2 )c + 3
 = 

3 – a( 2 – b )5 – c
	 8) 

2(  0  )3a
 = 

b( c – 1 )2

r , s  أوجد قيمة  a || b  وأن  a = 

2( 3 )1
 , b = 

5( r )s
9( إذا علمت أن  

u = 

a( 2 )b
 = v و 

3(–1)2
10( أوجد قيمة كل من a و c  إذا علمت أن  u // v  حيث 

= a  ، فأوجد ما يلي :

1( 4 )0
, b =

0( 8 )3
, c =

10( –1 )9
11( إذا كان  

a)  a + b	 b)  a – b	 c)  3a

d)  2a + 3c	 e)  a – 2b + 5c	 f)  b – b

= p  ، فأوجد ما يلي :

–1(  1 )3
 , q =

1( –3 )2
, r =

–2( 2 )4
12( إذا كان  

a) | p |	 b) | q |	 c) | p + q |

d) | p | + | q |	 e) | p | q	 f) 1
| p |  p
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مسائل مهارات التفكير العليا

أوجد قيمة كل من n و m في  كل مما يلي: 

17) m 

1(–1)0
 + n 

2(5)0
 = 

–8(–27)0
	 18) m 

2(–3)1
 + n 

1( 7 )2
 = 

7(–19)2

 19(  �إذا كانت A (–1 , 3 , 4) , B (2 , 5 , –1) , C (–1 , 2 , –2) , D (r , s , t) أربع نقاط في الفضاء،

فأوجد قيمة كل من r , s , t اذا كان : 

a) AC  = BD		  b) AB  = DC

 20(  �إذا كانت A (–1, 3, 4) , B (2, 5, –1) , C (–1, 2, –2) , D (r , s , t) تمثل رؤوس شكل رباعي منتظم،

DC AB و  فأوجد كلاً من 

AB   =  DC 21)  افترض أن النقاط  A , B , C , D لا تقع على استقامة واحدة بحيث 

ABCD  حدد نوع الشكل الرباعي  )A

AD   =  BC B(  اثبت أن  

BD ينصف كل منهما الآخر.  AC و  C(  بين أن 

ما الذي يمكن استنتاجه من كل  مما يلي :

22) AB  = 3CD	 23) RS  = 1
2  KL 	 24) AB  = 2 BC 	 25) BC  = 1

3  AC

26) اكتب متى يكون المتجهان متوازيين.
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7-5
أفكار الدرس

المعايير:

المصطلحات:

zz التعرف على متجهات الوحدة�

الأساسية واستعمالها.

zz التعبير عن متجه على الصورة�

التركيبية باستعمال  متجهات 

الوحدة الأساسية والعكس.

zz إيجاد متجه يوازي متجهًا�

معلومًا.

zz حل تطبيقات فيزيائية على�

المتجهات.

متجهات الوحدة الأساسية

unit vectors

السرعة المتجهة

velocity

السرعة

speed

11A.10.6 -
12A.13.1-

                a = 

1( 0 )0
 ، b = 

0( –1 )2
 ، c = 

0( –1 )1
 ، d = 

1
2(  0   )– 1

2

إذا كان لديك المتجهات التالية : 

1( أوجد طول كل متجه من هذه المتجهات. 

2( هل هناك متجهات لها الطول نفسه؟ 

3( أي من المتجهات يمثل متجه وحدة؟

 هو متجه وحدة لأن طوله يساوي  1 = 02 + 02 + 12

1( 0 )0
لاحظت من إجابات الأسئلة السابقة أن  

( 1
2

)2 + 02 + (– 1
2

 هو متجه وحدة لأن طوله يساوي  1 = 2(

1
2(  0   )– 1

2

i = 

1( 0 )0
  ,  j = 

0( 1 )0
  ,  k = 

0( 0  )1
 ولو أوجدت طول كل من  المتجهات التالية 

ستجد أن طول كل منها وحدة واحدة :

 لذلك هي متجهات وحدة خاصة باتجاه  كل من المحاور الموجبة X, Y, Z على الترتيب.

(unit vectors) وتسمى بمتجهات الوحدة الأساسية

تمهيد

متجهات الوحدة الأساسية
 The Unit Vectors

متجهات الوحدة الأساسيةمفهوم

• متجهات الوحدة الأساسية في الفضاء ثلاثي الأبعاد :

i = 

1( 0 )0
   ,   j = 

0( 1 )0
   ,   k = 

0( 0  )1

• متجهات الوحدة الأساسية في المستوى الإحداثي :

i = 
1( 0 
)    ,   j = 

0( 1 
)

1

1
2
3

-1
-1
-2
-3

2 3 4

z-axis

x-axis

y-axis
x

k

ji

1

1
2
3

-1
-1

2 3 4

z-axis

x-axis

y-axis
x

j
i
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 = a  مكتوب على الصورة التركيبية  يمكن كتابته باستعمال  متجهات الوحدة الأساسية كما يلي: 
 a1 ( a2 ) a3

لأي متجه مثل 

a = 

 a1 ( a2 ) a3

 = a1 

0( 1 )0
 + a2 

0( 1 )0
 + a3 

0( 0 )1

	 = a1 i + a2 j + a3 k

اكتب كلاً من المتجهات التالية  باستعمال متجهات الوحدة الأساسية :

a)  a = 
2(–1 )3

a = 2i – j + 3k

b) b = 
–1( 2 

)
b = – i + 2j

كتابة المتجه باستعمال متجهات الوحدة الأساسية مثال 1

اكتب كلاً من المتجهات التالية  باستعمال متجهات الوحدة الأساسية :

1A)  q = 
0( 4  )–7

	                             1B)  p = 
3(–1)

تحقق

كتابة المتجه باستعمال متجهات الوحدة الأساسيةمفهوم

لأي متجه a مكتوب على الصورة التركيبية يمكن كتابته باستعمال متجهات الوحدة الأساسية كما يلي: 

 = a فإن :

 a1 ( a2 ) a3

• في الفضاء ثلاثي الأبعاد 

a = a1 i + a2 j + a3 k

 = a فإن :  
a1( a2 

• في المستوى الإحداثي (

a = a1 i + a2 j
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ويمكن التعبير عن المتجه المكتوب باستعمال متجهات الوحدة الأساسية وكتابته على الصورة التركيبية.

المتجه�ات المكتوب�ة باس�تعمال متجهات الوحدة الأساس�ية ينطبق عليها كل م�ا ينطبق على المتج�ه المكتوب بالصورة 

التركيبية مثل إيجاد طول متجه وإجراء العمليات على المتجهات و خصائصها . 

a(  اكتب المتجه q = i + 2j – k  بالصورة التركيبية.

q = 
1( 2  )–1

b(  اكتب المتجه p = 6i – j  بالصورة التركيبية في المستوى الإحداثي.

p = 
6(–1)

أوجد طول كل من المتجهات التالية :

b)  v = 3j – k

| v | = (0)2 + (3)2 + (–1)2

| v | = 10

a)  a = 5i + j + 4k

| a | = (5)2 + (1)2 + (4)2

| a | = 42

أوجد قيمة y  في كل من متجهات الوحدة التالية :

b) v = yi + 2
3  j – 1

3
 k

| v | = ( y )2 + ( 2
3 )2 + (–1

3 )2 = 1

	 y2 + 4
9  + 1

9  = 1

  y2	= (1 – 5
4 )

   y	 = ± 4
9

 = ± 2
3

a) u = (2y) i

| u |	 = (2y)2 + (0)2 + (0)2 = 1

| 2y |	= 1

 | y |	 = 1
2

   y	 = ± 1
2

كتابة المتجه باستعمال الصورة التركيبية

إيجاد طول متجه

متجه الوحدة  في الفضاء ثلاثي الأبعاد

مثال 2

مثال 3

مثال 4

تحقق

تحقق

تحقق

2A(   اكتب المتجه  a = 3i + j + 2k  بالصورة التركيبية.

2B(   اكتب المتجه  b = i + 2j  بالصورة التركيبية في المستوى الإحداثي.

أوجد طول كل من المتجهات التالية :

3A)  b = i – 3k				    3B) v = i – j + 2k

أوجد قيمة x  في كل من متجهات الوحدة التالية :

4A) p = x j				    4B) w = –1
2  i + xj + 1

4
 k

إرشـاد
خصائص الجذور

x2  = | x |
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إيجاد متجه يوازي متجهًا معلومًا :

لإيج�اد متج�ه باتجاه متجه آخر معلوم مثل a نأخذ نس�بة طوله إلى طول المتجه a ونضربه�ا في المتجه a ، وهذا يقودنا 

الى المفهوم التالي :

إيجاد متجه يوازي متجهًا معلومًامفهوم

إذا كان المتجه b طوله k ويوازي المتجه a فإن :      

b = ± k
|a|  × a

أي أنه : 

  b = k
| a | × a : فإن a بنفس اتجاه المتجه b اذا كان المتجه •

b = –k
| a | × a : فإن a بعكس اتجاه المتجه b اذا كان المتجه •

إيجاد متجه يوازي متجهًا معلومًا مثال 5

p = 
2( 0  )1

a(  أوجد متجه الوحدة v الموازى للمتجه 

بما أن v متجه وحدة فإن k = 1 ونجد طول المتجه p كما يلي :

| p | = 22 + 02 + 12  = 5

ثم نعـوض في القانون 

v = ± k
| p | × p

v = ± 1
5

 × 
2(0 )1

= ±  

2
5(  0   )2
5

b( أوجد المتجه b اذا كان له نفس اتجاه المتجه a = i – j + 4k و طوله 3 وحدات.

b = k
| a |  × a

b = 3
1 + 1 + 16

 (i –  j + 4k)

= 1

2
 (i –  j + 4k) = 1

2
 i – 1

2
 j – 4

2
 k 

p = – i – 4 j 5(  أوجد متجه الوحدة الموازي للمتجهA

 = a و طوله 5 وحدات.
7( 0  )–1

5B(  أوجد المتجه b اذا كان له عكس اتجاه المتجه 

تحقق
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تطبيقات فيزيائية :

عندما تؤثر قوة أو مجموعة قوى على جس�م ما متحرك أو ثابت، فإنها قد تغير في اتجاه حركته أو مقدار س�رعته، ويكون 

اتجاه حركته باتجاه محصلة القوى المؤثرة عليه،  والسرعة المتجهة (velocity) لجسم ما يمكن ان تمثل بمتجه اتجاهه 

هو اتجاه حركة الجس�م و مقدارها هو متوس�ط سرعة الجسم (speed)، ونمثل حركته بمتجه الازاحة بحيث يعتمد على 

نقطة بداية الحركة و نقطة نهايتها.

تطبيقات فيزيائية مثال 6

،A يمثل متجه الموقع للنقطة  a = i + 2j – 2k : اذا كان . B الى A من v جسيم يتحرك بسرعة ثابتة

 B  يمثل متجه الموقع للنقطة b = 5i – 7j – k

 B الى النقطة A احسب متجه الإزاحة من النقطة (A

  7 2 m تساوي B الى A إذا كانت المسافة مقاسة بالمتر، أثبت أن المسافة من (B

.(s) احسب سرعته المتوسطة ، B الى A إذا استغرق الجسيم  ثانيتين لقطع المسافة من (C

A) AB  = (5 – 1) i + (–7 –2) j + (–1 –2) k

AB  = 4i – 9 j + k

B) | AB  | = (4)2 + (–9)2 + (1)2

= 98

= 7 2

C) s = d
t  = 7 2

2  m / s

تحقق

6)  جسيم يتحرك بسرعة ثابتة v من A الى B . اذا كان :

 B  يمثل متجه الموقع للنقطة  b = 3i – j – k 	،A يمثل متجه الموقع للنقطة a = i – 2j + k

 B الى النقطة A احسب متجه الإزاحة من النقطة (A

 3m تساوي B الى A إذا كانت المسافة مقاسة بالمتر، أثبت ان المسافة من (B

.(s) احسب سرعته المتوسطة ، B الى A إذا استغرق الجسيم  ثانيتين لقطع المسافة من (C

إرشـاد

       =       – AB OB OA
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مثال 1

مثال 2

مثال 3

مثال 4

مثال 5

اكتب المتجهات التالية باستعمال متجهات الوحدة الأساسية :

1)  u = 􏿶 
3
0
–1

 􏿹		  2)  v = 􏿵 –2
4  􏿸		  3)  t = 􏿶 

2
–1
1

 􏿹		  4)  s = 􏿵  5
1  􏿸

اكتب المتجهات التالية بالصورة التركيبية.

5)  a = 3i – j + 4k					     6)  b = i  – 5k

اكتب المتجهات التالية بالصورة التركيبية في المستوى الإحداثي :

7)  a = 5i  +  j					     8)  s = i  – 3 j

أوجد طول  كل من المتجهات التالية :

9)  b = 3i + 5 j – k				    10)  v = – j – 3k

أوجد قيمة  x  في كل من متجهات الوحدة التالية :

11)  a = (3x) j + k				    12)  b = –1
5  i + x j + 1

5  k

13)  u = x i + 2
3  j – 1

3  k				    14)  v = x i + k

عبر عن المتجهات التالية بالصورة التركيبية وأوجد طولها :

15)  b = i – j + 3 k				    16)  v = 1
2  ( j + k)

 a = 􏿶  وطوله 5 وحدات.
–1
2
–2

 􏿹  إذا كان له عكس اتجاه المتجه b 17)  أوجد المتجه

.  p = – i – 4 j  18)  أوجد متجه الوحدة الموازي للمتجه

.  a = 􏿶 
–1
4
1

 􏿹 19)  أوجد متجه الوحدة الذي له عكس اتجاه المتجه

. a = 􏿶 
1
2
2

 􏿹  20)  أوجد متجه الوحدة الذي له نفس اتجاه المتجه

21)  إذا علمت أن   c = j – k   ,   b = i + 2k   ,   a = 2i – j + k  أوجد ما يلي: 

)اكتب الإجابة باستعمال متجهات الوحدة الأساسية(

a)  a + b              	    	       b)   a – b            		          c)  | –2 a |

d)  3a – 5b              	    	       e)  a – b + 4c            		         f)  | a – c |

تمارين 7-5
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مسائل مهارات التفكير العليا

v = 2 ، فأي منهما إجابته صحيحة؟  i + 3 j – k  24)  �اكتشف الخطأ : أوجد كل من خالد وعمر طول المتجه 

وضح إجابتك. 

x فأوجد قيمة ،  | a | = 2 19    ,   a = xi – 8 j + 2k  25)  إذا كان

a + b = b + a  فأثبت أن ، a = x1 i + y1  j   ,   b = x2 i + y2  j  26)  إذا كان

22)  �جسيم يتحرك بسرعة ثابتة  v  من A إلى B . إذا كان  a = 5i + j – k  يمثل متجه الموقع  لنقطة b = i + j + 2k   ، A مثال 6

 : B  يمثل متجه الموقع  لنقطة

 B إلى النقطة A  احسب متجه الازاحة من النقطة (A

5m  تساوي B إلى A إذا كانت المسافة مقاسة بالمتر. أثبت أن المسافة من (B

C) إذا استغرق الجسيم ثانيتين لقطع المسافة من A إلى B . احسب سرعته المتوسطة.

r = 3i + 4 ، ثم تحركت بسرعة  j  23)  �عند الساعة 12:00 ظهرًا، رصد موقع سفينة في البحر فكان متجه موضعها 

   :v = 4i – 5j متجهة ثابتة

A) أوجد متجه موضع السفينة في تمام الساعة 3:00 بعد الظهر.

B) أوجد مقدار سرعة السفينة.

عمر

| v | = 22 + 32 – 12

	 = 12

خالد

| v | = 22 + 32 + (–1)2

	 = 14
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تعلمت سابقًا كيفية جمع وطرح المتجهات، وضرب المتجهات بقيمة عددية. وقد تبين أن هذه العمليات لديها 

استخدامات تطبيقية، وعلى سبيل المثال يستخدم ضرب متجه بعدد حقيقي غير صفري في التوازي وإيجاد 

متجهات الوحدة الاساسية. والآن ستتعلم عملية ضرب متجهين معًا و تطبيقاتها العملية. 

ضرب المتجهات:

لأي عددي�ن مث�ل a و b يمكنن�ا إيج�اد حاص�ل ضربهم�ا ونكتبه عل�ى ص�ورة  ab  أو a × b . ولها نفس 

 النات�ج. أما بالنس�بة للمتجه�ات فإنه يوج�د نوعين من الض�رب:  الض�رب الاتجاهي والضرب القياس�ي

 (scalar product) س�نقتصر ف�ي ه�ذا الدرس على دراس�ة الضرب القياس�ي فقط وه�و حاصل ضرب 

 .(a dot b) وتقرأ (a . b) متجهين بحيث يعطي كمية قياسية، لذلك سمي بالضرب القياسي، ويرمز له

.(dot product) ويسمى أيضًا بالضرب النقطي

الضرب القياسي لمتجهين7-6
Scalar Product

أفكار الدرس

المعايير:

المصطلحات:

zz .إيجاد  الضرب القياسي لمتجهين 

zz تعرف خصائص الضرب القياسي

لمتجهين واستعمالها.

zz متجهني بني  الزاوي�ة  إيج�اد 

باستعمال الضرب القياسي.

zz.إيجاد الزوايا الاتجاهية لمتجه ما

zz )تمييز المتجهين )غير الصفريين

المتعامدين باستعمال الضرب القياسي.

zz على هندس�ية  تطبيق�ات  ح�ل 

الضرب القياسي للمتجهات. 

 الضرب القياسي

scalar product 

 الضرب النقطي

dot product 

 الزوايا الاتجاهية

the direction angles

11A.10.5
11A.10.6
12A.13.3
12A.13.5
12A.13.6

تمهيدتمهيد

الضرب القياسي مفهوم

              a = 􏿶
a1
a2
a3

􏿹  ,  b = 􏿶
b1
b2
b3

􏿹        إذا كان

فإن

 a . b = a1b1 + a2b2 + a3b3

مثال 1 :

      a . b  فأوجد  ،  a = 􏿶 
2
3
–1

 􏿹  ,  b = 􏿶 
–1
0
2

 􏿹 إذا كان (a

a . b	 = 􏿶 
2
3
–1

 􏿹 . 􏿶 
–1
0
2

 􏿹 

a . b	 = a1b1 + a2b2 + a3b3

	 = 2(–1) + 3(0) + (–1) (2)

	 = – 4

  a . b = – 4  إذن

      p . q  فأوجد  ،  p = i – j   ,  q = 3i + 2j  إذا كان (b

p . q	 = (i – j) . (3j + 2 j)

	 = (1) (3) + (–1) (2)

	 = 1

  p . q = 1  إذن

الضرب القياسي في المستوى الإحداثي:

              a = 􏿵a1
a2

􏿸  ,  b = 􏿵b1
b2

􏿸 إذا كان

 a . b = a1b1 + a2b2  فإن

إرشـاد

إيجاد الضرب القياسي
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مثال 2 :

 a = 􏿶  ،  فأوجد كلًا مما يلي :
2
1
3

 􏿹  ,  b = 􏿶 
–1
5
1

 􏿹  ,  c = 􏿶 
0
–1
4

 􏿹 إذا كان

a) a . a
a . a	= |a|2

	 = ( 22 + 12 + 32  )2

	 = 14

b) a . (b + c)

a . (b + c) = a . 􏿶 􏿵 
–1
5
1

 􏿸 + 􏿵 
0
–1
4

 􏿸 􏿹

	 = 􏿵 
2
1
3

 􏿸 . 􏿵 
–1
4
5

 􏿸

	 = (2) (–1) + (1) (4) + (3) (5) = 17

  p . q  فأوجد  ،  p = 􏿶 
2
1
3

 􏿹  ,  q = 􏿶 
0
–1
1

 􏿹 1) إذا كانA

 u . v  فأوجد  ،  v = i +  j   ,  u = –i + 7j  1) إذا كانB

عند تطبيق الضرب القياسي على متجهات  الوحدة الأساسية سنجد ما يلي: 

i . j	 = (1) (0) + (0) (1) + (0) (0) = 0
i . k	= (1) (0) + (0) (0) + (0) (1) = 0
i . i	 = (1) (1) + (0) (0) + (0) (0) = 1

تحقق

استعمال خصائص الضرب القياسي

نتيجة

1) i . i	 =  j . j  =  k . k  = 1 		  2) i . j	 =  i . k  =   j . k  = 0

 خصائص الضرب القياسي: درست خصائص جمع وطرح المتجهات وضرب المتجهات بعدد حقيقي، 

والآن ستتعلم خصائص الضرب القياسي على المتجهات.

التمثيل الجـبريالخاصية

a . a = |a|2ضرب متجه في نفسه1

a . b = b . aالضرب القياسي عملية إبداليه2

 . aضرب متجه  بالمتجه الصفري3 0  = 0 . a = 0

خاصـية التوزيع   4
a . (b ± c) = a . b ± a . c
(b ± c) . a = b . a ± c . a

k (a . b) = ka . b = a . kbالضرب بعـدد حقيقي5
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c) a . b + a . c
a . b + a . c	= [ (2) (–1) + (1) (5) + (3) (1) ] + [ (2) (0) + (1) (–1) + (3) (4) ]

	 = 6 + 11 = 17 

d) a (b . c)

a (b . c)	= a [ (–1) (0) + (5) (–1) + (4) (1) ]

	 = 􏿵 
2
1
3

􏿸 (-1)

	 = 􏿵 
-2
-1
-3

􏿸

 u = 􏿶  ،  فأوجد كلًا مما يلي : 
–3
1
0

 􏿹  ,   v = 􏿶 
–2
1
3

 􏿹  ,  w = 􏿶 
1
0
1

 􏿹 2) إذا كان

a)  u . u			   b)  |u|2			   c)  u . w
d)  w . u			   e)  (u . v)w

تحقق

الزاوية بين متجهين : لأي متجهين a , b  لهما نقطـة البدايـة نفسها ،  فإنهما يكوّنان زاويتين محصورتين 

       .(θ) وتكون الزاوية بينهما هي الزاوية الأصغر θ , α بينهما

حيث θ ≤ 180º ≥ 0  كما في الشكل المجاور  

ولاستنتاج صيغة لقياس زاوية بين متجهين.

       a = 􏿶
a1
a2
a3

􏿹  ,  b = 􏿶
b1
b2
b3

􏿹  افرض أن

متجهان و θ الزاوية المحصورة بينهما 

   b – a وناتجها المتجه b و –a والرسم البياني يوضح عملية جمع

والذي طوله يساوي |b – a| وباستعمال قانون جيب التمام  نجد أن :

|b – a|2 = |a|2 + |b|2 – 2|a||b| cos θ

(b1 – a1)
2 + (b2 – a2)

2 + (b3 – a3)
2 = a1

2 + a2
2 + a3

2 + b1
2 + b2

2 + b3
2 – 2|a||b|cos θ

وبعد التبسيط نحصل على :

a1 b1 + a2 b2 + a3 b3 = |a||b|cos θ

a . b = |a||b| cos θ

cos θ = a . b
ǀaǀǀbǀ 

قانون جيب التمام :

c2 = a2 + b2 – 2ab cos θ

إرشـاد

a

b
θ

∝

b – a

a

bθ
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3) إذا كان  a  ,  b  متجهين بحيث أن  a| = 3  ,  |b| = 8   ,  θ = 70º| ، فأوجد a . b  لأقرب جزء من عشرة 

لاحظ أن : |a| , |b| موجبان دائمًا وبالتالي فإن كلًا من a . b  و cos θ  لهما نفس الإشارة. 

والشكل التالي يوضح العلاقة بين المتجهين ونوع الزاوية بينهما.

تحقق

الضرب القياسي بدلالة الزاوية بين المتجهين مفهوم

إذا كان  a  ,  b  متجهين  غير صفريين و θ  الزاوية المحصورة بينهما فإن :

• a . b = |a||b| cos θ    ,   0 ≤ θ ≤ 180º 

• cos θ = a . bǀaǀǀbǀ       ,         0 ≤ θ ≤ 180º 

مثال 3 :

إذا كان  a  ,  b  متجهين بحيث أن  a| = 12  ,  |b| = 7   ,  θ = 67º|  ، فأوجد a . b  لأقرب جزء من عشرة.

a . b = |a||b| cos θ

	 = (12) (7) cos 67º

	 = 32.8

  a . b = 32.8  إذن

إيجاد الضرب القياسي بدلالة الزاوية بين المتجهين

vu

θ

Opposite 
diredction

θ = π
cos θ = –1

v
u

θ = 0

cos θ = 1

Same 
diredction

v

u θ

π
2  < θ < π

–1 < cos θ < 0

u . v < 0

v

u
θ

θ = π2
cos θ = 0

u . v = 0

v

u
θ

0 < θ < π2
0 < cos θ < 1

u . v > 0

مثال 4 :

أوجد الزاوية بين المتجهين a , b في كل مما يلي لأقرب درجة

                                a = 􏿶 
2
3
–2

 􏿹  ,   b = 􏿶 
1
1
0

 􏿹 إذا كان (A

• أوجد قيمة  الضرب القياسي للمتجهين.     

a . b	 = a1 b1 + a2 b2 + a3 b3

	 = 2(1) + 3(1) + (–2)0

	 = 5
|a|  ,  |b|  أوجد كلًا من •

|a| = 4 + 9 + 4  = 17
|b| = 1 + 1 + 0  = 2

إيجاد الزاوية بين متجهين
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• أوجد الزاوية باستعمال الصيغة.

cos θ = a . b
ǀaǀǀbǀ  =  5

17  2
 =  5

34

θ = cos–1 (  5
34

 )

θ ≈ 30.96º 

إذن قياس الزاوية بين المتجهين  يساوي 31º  تقريباً.

                                a = 􏿶 
–1
–3
2

 􏿹  ,   b = 􏿶 
1
2
0

 􏿹 إذا كان (B

• أوجد قيمة  الضرب القياسي للمتجهين.     

a . b	 = a1 b1 + a2 b2 + a3 b3

	 = (–1) (1) + (–3) (2) + (2)0

	 = –7
|a| , |b| أوجد كلًا من •

|a| = 1 + 9 + 4  = 14
|b| = 1 + 4 + 0  = 5

• أوجد الزاوية باستعمال الصيغة.

cos θ = a . b
ǀaǀǀbǀ  =  –7

1 + 9 + 4  1 + 4 + 0
 =  –7

70

θ = cos–1 (  –7
70

 )

θ ≈ 146.79º 

إذن قياس الزاوية بين المتجهين  يساوي 147º  تقريباً.

أوجد الزاوية بين المتجهين q , p  في كل مما يلي لأقرب درجة. 

q = 2i + 3 j + k   ,   p = 2i – 3k  4) إذا كانA

      q = 􏿶 
0
1
4

 􏿹  ,   p = 􏿶 
5
–5
–1

 􏿹 4) إذا كانB

تحقق

الزوايا الاتجاهية :

إذا كان  a = a1 i + a2  j + a3 k  متجهًا غير صفري في فضاء ثلاثي 

الأبعاد مرس�وم في الوضع القياس�ي كما في الشكل المجاور، وكانت 

الزواي�ا  β , γ , ∝ هي قياس�ات الزوايا الثالث التي يصنعها المتجه  

a  م�ع المح�اور الإحداثية الموجب�ة  X , Y , Z  عل�ى الترتيب، فإن 

  (the direction angles) هذه الزوايا تس�مى الزوايا الاتجاهي�ة

للمتج�ه  a  وه�ي التي تحدد اتجاه المتجه ف�ي الفضاء ثلاثي الأبعاد 

بالنسبة للمحاور. 

 . i ,  j , k  ولإيجاد هذه الزوايا الاتجاهية يمكننا تطبيق قانون الضرب القياسي مع متجهات الوحدة الأساسية

z

y

a1

x

a γ
β

∝
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X , Y , Z وكل من  المحاور الإحداثية الموجبة  a = – i + j + 2k 5) أوجد الزاوية بين المتجه

تعامد المتجهات: 

إذا تعامد المتجهان a , b فإن :

a . b	 = |a||b|cos(90)
	 = |a||b|(0)
	 = 0

تحقق

: �لإيج�اد الزاوي�ة الاتجاهية ∝ والتي يصنعها المتجه a مع محور X  الموجب نس�تعمل قانون الضرب القياس�ي   فمثلًا

كما يلي :

cos ∝	= a . i
ǀaǀǀiǀ 

	 = 
 a1 (1) + a2 (0) + a3 (0)

ǀaǀ . (1) 

	 = 
 a1

ǀaǀ
وبالمث�ل يمك�ن إيجاد الزوايا الاتجاهية β , γ  التي يصنعها المتجه a م�ع المحورين Y , Z على الترتيب. وهذا يقودنا 

للمفهوم التالي :

نتيجة

a = 􏿶  فإن الزوايا بين المتجه a والمحاور الإحداثية  X , Y , Z  الموجبة 
a1
a2
a3

􏿹 لأي متجه غير صفري

هي  β , γ , ∝  على الترتيب تحسب كالتالي: 

cos ∝ = 
 a1

ǀaǀ    ,   cos β = 
 a2

ǀaǀ    ,   cos γ = 
 a3

ǀaǀ

مثال 5 :

أوج�د الزاوي�ة بي�ن المتجه  v = 2i + 3j + 4k   وكل من المحاور الإحداثية الموجبة  X , Y , Z  لأقرب 

جزء من عشر.

الحل :                         

لتكن الزوايا β , γ , ∝ هي الزوايا التي يصنعها المتجه v مع المحاور X , Y , Z على الترتيب. فإن : 

cos ∝	=  v1

ǀvǀ

	 =  2
4 + 9 + 16

 = 2
29

∝ = cos–1 (  2
29

 ) ≈ 68.2º

cos β	 =  v2

ǀvǀ

	 =  3
4 + 9 + 16

 = 3
29

β = cos–1 (  3
29

 ) ≈ 56.1º

cos γ	 =  v3

ǀvǀ
	 =  4

4 + 9 + 16
 = 4

29

γ = cos–1 (  4
29

 ) ≈ 42.0º

إيجاد الزوايا الاتجاهية

x y

z

4
3

2
1 1

2
3

4

1

2

3

4

 γ
β

∝
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نتيجة

a . b = 0  إذا وفقط  إذا كان  b و  a  يتعامد المتجهان غير الصفريين

أي مما يلي يمثل متجهين متعامدين؟ 

6A)  a = 􏿶 
1
0
0

 􏿹  ,   b = 􏿶 
0
0
1

 􏿹  		  6B)  p = 􏿶 
2
3
–2

 􏿹  ,   q = 􏿶 
1
1
0

 􏿹  

 u = 􏿶 
1
8
m

 􏿹 عمودياً على المتجه   v = 􏿶 
m
2
–3

 􏿹  التي تجعل المتجه  m 7) أوجد قيمة

تحقق

تحقق

مثال 6 :

مثال 7 :

أي مما يلي يمثل متجهين متعامدين ؟

A) a = 􏿶 
0
1
1

 􏿹  ,   b = 􏿶 
1
0
1

 􏿹                                

a . b	 = a1 b1 + a2 b2 + a3 b3

	 = (0) (1) + (1) (0) + (1) (1)

	 = 1
إذن المتجهان غير متعامدين.

B) a = 􏿶 
3
2
–1

 􏿹  ,   b = 􏿶 
3
–2
5

 􏿹                                

a . b	 = a1 b1 + a2 b2 + a3 b3

	 = (3) (3) + (2) (–2) + (–1) (5)

	 = 0
إذن المتجهان متعامدان.

    u = 􏿶 
5
2
k

 􏿹 عمودياً على المتجه v = 􏿶 
2 + k

3
–7
       􏿹 التي تجعل المتجه k أوجد قيمة

u . v = 0  بما أن المتجهين متعامدان فإن

	 􏿶 
5
2
k

 􏿹 . 􏿶 
2 + k

3
–7
       􏿹 = 	 0

	 5 (2 + k) + 2 (3) + (–7)k = 	 0

	 10 + 5k + 6 – 7k = 	 0

	 2k = 	16

	 k = 	 8

المتجهات المتعامدة

استعمال تعامد المتجهات
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 يمكن استعمال الضرب القياسي في بعض التطبيقات الهندسية.

مثال 8 :

إذا كانت A(5 , 1 , 2) , B(6 , –1 , 0) , C(3 , 2 , 0)  هي رؤوس مثلث ، باستعمال الضرب القياسي 

أثبت أن المثلث ABC  قائم الزاوية.

ABC الخطوة 1 : أوجد متجهات الموضع التي تمثل أضلاع المثلث

AB  = 􏿵 
1
–2
–2

 􏿸 ,  BC     = 􏿵 
–3
3
0

 􏿸  , CA    = 􏿵 
2
–1
2

 􏿸
 

الخطوة 2 :  أوجد الضرب القياسي.    

AB . BC  = 1(–3) + (–2) (3) + (–2) (0) = –9

BC . CA  = (–3) (2) + (3) (–1) + (0) (2) = –9

AB . CA  = 1(2) + (–2) (–1) + (–2) (2) = 0

 A  مثلث قائم الزاوية في  ABC وبالتالي فإن المثلث AB⊥ CA AB فإن   . CA بما أن 0 =

تطبيقات هندسية

8) إذا كانت P(5 , 7 , –5) , Q(4 , 7 , –3) , R(2 , 7 , – 4)  رؤوس مثلث ، 

باستعمال الضرب القياسي أثبت أن المثلث PQR قائم الزاوية. ناقش طريقة أخرى لإثبات ذلك.

تحقق
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تمارين 7-6

مثال 1

مثال 2

مثال 3

مثال 4

مثال 5

أوجد a . b في كل مما يلي :

1) a = 􏿵 –3
0  􏿸	 ,	 b = 􏿵  0

7  􏿸

2) a = 2i – 3j	 ,	 b = 4i – j

3) a = – 6i	 ,	 b = – 2i + 2 3  j

4) a = 2i  + 2j	 ,	 b = – 4i – 4 j 

إذا علمت أن u = 3i – 2j  ,  v = i + 3j  , w = 4i + 5j  ، فأوجد ناتج كل مما يلي :

5) u . (v + w)

6) u . v  + u . w
7) |a|2

8) u . u
9) u (v . w)

10) (u . v) w 

11) (u . v) (u . w) 

12) (u + v) . (u – v) 

إذا كان  p . q   متجهين ، أوجد : 

13) |p| = 2  ,  |q| = 5  ,  θ = 60º

14) |p| = 6  ,  |q| = 3  ,  θ = 120º

أوجد الزاوية بين المتجهين p , q  في كل مما يلي لأقرب درجة إذا كان :

q = 􏿶 
2
3
–2

 􏿹  ,      p = 􏿶 
1
1
0

 􏿹   (15

q = – i + 3j   ,   p = i – j + k  (16

q = 2i – 3j   ,       p = 4i – j  (17

 q = –6j  ,   p = –2i + 2 3  j  (18

X , Y , Z  وكل من المحاور الإحداثية الموجبة  a = 􏿶 
1
–3
2

 􏿹 19) أوجد الزاوية بين المتجه

X , Y , Z  وكل من  المحاور الإحداثية الموجبة  a = 2 i + 3 j 20) أوجد الزاوية بين المتجه
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مسائل مهارات التفكير العليا

u = 􏿵 3
4  􏿸 60  مع المتجهº 33) أوجد متجه الوحدة الذي يصنع زاوية مقدارها

34) أوجد متجهًا بحيث يكون عمودياً على المتجه u في كل من الحالتين التاليتين : )يوجد أكثر من إجابة(

A)  u = 􏿵 3
5  􏿸 					     B) u = 1

2 i  – 3
4  j 

35) أثبت أن أقطار المعين متعامدة.

 ،  a = 􏿵 –200
400      􏿸  ,   b = 􏿵  200

600    􏿸  36) في الشكل المجاور جسم مثبت بقوتين

إذا كان الجسم في حالة اتزان. أوجد كلًا من الزوايا  β , γ , ∝ الموضحة في الشكل. 

أي مما يلي يمثل متجهين متعامدين؟مثال 6

21)  a = 􏿶 
0
1
0

 􏿹  ,   b = 􏿶 
0
0
1

 􏿹			   22)  q = 􏿶 
1
5
–1

 􏿹  ,   p = 􏿶 
3
–1
0

 􏿹

23)  q = 2j – 3j   ,   p = 4i – j			   24)  q = 2i – j   ,   p = i + 2 j

مثال 7

مثال 8

a = mj – 3  و  b = 5i + 7j  متعامدان. j   إذا علمت أن  m 25) أوجد قيمة

 􏿵  متعامدين . b
b2 􏿸  ,  􏿵 – 6b  􏿸 التي تجعل المتجهين  b  26) ما  قيمة

 ،  XY هي رؤوس مثلث في المستوى  A (1 , –3) , B (2 , 0) , C (6 , –2) 27) �إذا كانت 

باستعمال الضرب القياسي بين فيما إذا كان المثلث ABC  مثلث قائم الزاوية أم لا.

A (5 , 4 , 3) , B (9 , 3 , –2) , C (4 , –1 , 2) حيث ∠ ABC 28) استعمل الضرب القياسي لإيجاد قياس

 29) �إذا كانت A (1 , 2) , B (3 , 4) , C (2 , 5)  هي رؤوس مثلث ، باستعمال الضرب القياسي 

ABC  أوجد قياسات الزوايا الداخلية للمثلث

30) حدد ما اذا كان المتجهان  v و u  متعامدين أم متوازيين أم غير ذلك في كل مما يلي :

A)  u = 􏿶 
–1
 2
2

 􏿹  ,   v = 􏿶 
–2
1
2

 􏿹 		

B)  u = 􏿵  8
4  􏿸  ,   v = 􏿵  6

–12    􏿸 

C)  u = 􏿵2  3
2
       􏿸  ,   v = 􏿵 

2
–  3

       􏿸 

p  فأوجد قيمة ، π3  تساوي  v = 2i – j + 3k  ,  u = i + 3 j – pk 31) �إذا علمت ان قياس الزاوية بين المتجهين

ABC فأوجد مساحة المثلث ،  A (0 , 1 , 1) , B (–2 , 2 , 3) , C (1 , –1 , 2) 32) �إذا علمت أن

a b

 θ

β∝
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اختبار الوحدة السابعة

اختر الإجابة الصحيحة لكل سؤال من الأسئلة 8-1 : 

1( أيٍّ من الكميات التالية متجهة.

B الوزن A درجة الحرارة	

D  الحجم C المسافة	

(4 , 2–) ؟  2( ما متجه الموضع للنقطة  

A  ( 2
– 4 ) 	 B  ( –2

4 )
C  ( –2

0 ) 	 D ( 0
4 )

u| = 7 units| ، فما طول المتجه  3( �إذا كان u متجه�اً بحي�ث أن 

u 3– ؟

A  –21 	 B  4

C  10	 D  21 

4( أي من المتجهات التالية هو متجه وحدة؟

A  ( 1
– 1 ) 	 B  ( 1

2
1
2

)
C   ( 1

0 )	 D ( 2
2 )

AA بالصورة التركيبية . 5( اكتب المتجه 

A  ( 1
– 1 ) 	 B  ( –1

1 )
C   ( 1

1 )	 D ( 0
0 )

. r = (–12
5 ) 6( أوجد طول المتجه 

A   =13 	 B   = 7 

C   = 17	 D   = 169

 |s| = 3 units 7( �إذا كان s متجهاً في المستوى الإحداثي بحيث إن 

فما قيمة S.S ؟

A 0	 B  3

C  6	 D  9

 ، A (2,0) , B (4,–7) , C (3,2y) , D (3x,–1,9) 8( �إذا كان�ت 

AB ، فما قيمة كل من x , y ؟  = CD وكان 

A   x = 2 , y = 8		 B   x = 1 , y = 1

C   x = 2 , y = 1		 D   x = –2 , y = –8

9( مثل ناتج العمليات التالية على المتجهات في المستوى

A  a + b               B u - 2v              C 2b

) = a   أوجد  7
–2 ) , b = (– 41 10( إذا كان (

a) 2 a	 b) a + b

c) – a + 3 b	 d) | 2 a |

e) | 3 a + b|

) = u ،  أوجد ناتج كل مما يلي هندسياً  4
3 ) , v = ( – 5

1 11( �إذا كان (

في المستوى الإحداثي

a)  u + v               b)  u – v               c)  2 a

 12( �أوجد متجهاً وحيداً يكافئ العبارة المتجهية

AB  – CB  – EC  

 n و m أوج�د قيم�ة كل من ، u = ( 2n – 1
3 ) , v = ( – 5

m 13( �إذا كان (

. u = v إذا علمت أن
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 n و m أوجد قيمة كل من  ، u = ( 3
2n ) , v = (– 12

20 ) 14( �إذا كان 

. u || v إذا علمت أن

 AB  = (– 6
– 1), CD  = ( 2

–7) , BD  = ( 10
8  15( �إذا كان  (

أوجد ما يلي:

a) CD  + DB

b) CD  + BA  – DB

c) DA

16( �تطير طائرة بس�رعة km/h 900 باتجاه الغ�رب ، وتواجه مقاومة 

الرياح التي بلغت س�رعتها km/h 100 باتجاه الش�مال ، احس�ب 

س�رعة الطائرة الفعلية والتي تبقيها تطير باتجاه الش�مال بس�رعة 

. 900 km/h

17( إذا كانت  P( 7 ,9 ) , Q( -4 ,3 )   أوجد كًلا من : 

a) P	 b) PQ

c) QP 	 d)  p – q

e) q – p

 􏿶 متجه�ان 
2– t
3
t
    􏿹 , 􏿶 

t
4

t +1
     􏿹  إذا علم�ت  أن  t  18( �أوج�د قيم�ة

متعامدان.

 u = 􏿶 ، فأوجد :  
– 4
2
1

  􏿹 , v = 􏿶 
–1
3
–2

 􏿹    19(  إذا كان

  u • v   (a

         v و u   الزاوية بين المتجهين  (b

 p = 􏿶   ، فأوجد:  
–1
2
1

 􏿹 ,  q = 􏿶 
3
–1
4

 􏿹 ,  r = 􏿶 
1
1
2

􏿹   20( �إذا كان

  p • q  (a        

p + 2q – r  (b        

   r و p   الزاوية ين المتجهين  (c        

 ، a = 􏿶 
x

2y – 1
z – 9

         􏿹 , b = 􏿶 
1

3y – 2
–2
         􏿹   حيث    a = b  21(  �إذا كان

x , y, z   فأوجد  قيمة كل من

 a = 􏿶 ، فأوجد 
5
2
–3

 􏿹 ,  b = 􏿶 
–2
1
5

 􏿹    22(  إذا علمت أن

a)  a + b	 b)  a – b

c)  2a 	 d)  2a + 5b

e)  |a + b|	 f)   b – b

23(  أوجد المتجه b  إذا كان :

a)  له نفس اتجاه المتجه  a = –i + 4j + k  وطوله 5 وحدات.

 a = 􏿶  وطوله 3 وحدات.
3
1
–1

 􏿹  له عكس اتجاه المتجه  (b

24(  �إذا كان  v = 2i + 4j + 4k , u = 4i + 3j + 12k   ، فأوج�د 

. u, v  هي الزاوية المحصورة بين المتجهين  θ  حيث ،  cosθ

25(   �إذا كان   v| = 3 , |u| = 2|   وكانت الزاوية بينهما تساوي 45° ، 

  u • v فأوجد

26(   �أوج�د قياس الزاوية المحصورة بي�ن كل زوج من المتجهات 

التالية:

a)  u = 2i + 3j + k  ,  v = 2i – 3k

b)  p = 􏿶 
1
1
0

􏿹 , q = 􏿶 
1
–3
–2

 􏿹

27(   �أوجـ�د قيـ�اس  ABC∠  فـ�ي المثلـ�ث  ABC   حيـ�ث     

A(5,1,2), B(6 ,-1,0), C(3,2 ,0)

 F2 = 􏿶   أوجد 
1
–3
–2

 􏿹 , F1 = 􏿶 
1
1
0

􏿹    27(   �تؤثر على جس�يم قوتان

محصلة القوتين و مقدار تأثيرهما على الجسيم. 
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