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الف�صل 

الدرا�سي 

الثاني



220

:≈∏Y G kQOÉb ¿ƒµj ¿CG IóMƒdG √òg ájÉ¡f ó©H ÖdÉ£dG øe ™bƒàj

هذا  ويدخل   ، والتكامل  التفا�ضل  علم  مو�ضوعين في  �أهم  المحدود  التكامل  و  الم�شتقة  تعد 
العلم في العديد من التطبيقات في الهند�سة والعلوم المختلفة حيث تعالج الم�شتقة �إيجاد ميل المما�س 
يعالج  بينما  المو�ضوع وتعرفت تطبيقاته،  �سبق لك درا�سة هذا  ال�سرعة والت�سارع، وقد  وتعريف 
العادية ،  بالقوانين  �إيجاد م�ساحات مناطق محدودة بمنحنيات ي�صعب ح�سابها  التكامل المحدود 
الريا�ضيات والعلوم الأخرى. وهناك ارتباط وثيق بين  التكامل المتعددة في  �أحد تطبيقات  وهذا 

الم�شتقة والتكامل �ستتعرفه في هذه الوحدة.  



221

:≈∏Y G kQOÉb ¿ƒµj ¿CG IóMƒdG √òg ájÉ¡f ó©H ÖdÉ£dG øe ™bƒàj

ف مفهوم معكو�س الم�شتقة لاقتران ما ، و�إيجاده. تَعرُّ
ا�ستخدام رمز التكامل للتعبير عن عك�س الم�شتقة.

�إيجاد التكامل غير المحدود لاقترانات كثيرات حدود ، ومثلثية ، و�أ�سية ، ون�سبية .
ف مفهوم التكامل المحدود ، و�إيجاد قيمته. تَعرُّ

ف قواعد التكامل. تَعرُّ
توظيف قواعد التكامل في �إيجاد تكاملات معطاة.

�إيجاد م�شتقة اقتران اللوغاريتم الطبيعي وتكامله.
�إيجاد م�شتقة لااقتران الأ�سي الطبيعي وتكامله.

ا�ستخدام عدة طرق لإجراء التكامل مثل التعوي�ض، والأجزاء، والك�سور الجزئية.
ا�ستخدام التكامل لإيجاد قيمة الم�ساحة المح�صورة بين ثلاثة منحنيات على الأكثر.

حَلِّ معادلات تفا�ضلية.
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الفصل الأول

معكو�س الم�شتقة
Antiderivative   أولًا

التكامل
 Integration

 تتعرف معكو�س الم�شتقة للاقتران المت�صل.
 ت�ستخدم رمز التكامل للتعبير عن عك�س الم�شتقة.

 تتعرف قواعد التكامل غير المحدود، وتح�سبه لاقترانات كثيرات الحدود ، واقترانات مثلثية  و�أ�سية ون�سبية.
 تتعرف التكامل المحدود على الفترة ] �أ ، ب [، وخ�صائ�صه، وتح�سبه لاقترانات معطاة.

 تجد م�شتقة اقتران اللوغاريتم الطبيعي.
 تجد م�شتقة لااقتران الأ�سي الطبيعي وتكامله.

  �إذا كان ق)�س( = 3�س2، فجد لااقتران الذي م�شتقته ق)�س(.

�ستجد �أنَّ هناك عددًا لانهائيًّا من لااقترانات التي م�شتقتها 3�س2 مثل : 
1 ، �س3+   3    ... �إلخ 

  2
�س3 ، �س3+1 ، �س3– 

ال�صورة م )�س( = �س3 + جـ ، حيث جـ عدد ثابت، ي�سمى  ويمكن كتابة هذه لااقترانات على 
لااقتران م)�س( معكو�سًا لم�شتقة لااقتران ق. 

حيث مَ )�س( = ق)�س( 

�إذا كان ق اقترانًا مت�ًالص على الفترة ] �أ ، ب [ ف�إنَّ م)�س( ي�سمى معكو�سًا لم�شتقة لااقتران 
ق)�س( �إذا كان  مَ )�س( = ق)�س( لكل �س  ) �أ ، ب (. 
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بّني �أنَّ لااقتران م )�س( = �س5 + 4�س2 + 2 هومعكو�س لم�شتقة لااقتران 
ق)�س( = 5�س4 + 8�س

الحل
ق)�س( اقتران مت�صل على ح لأنَّه كثير حدود. 

مَ )�س( = 5�س4 + 8�س = ق)�س(
∴ م )�س( معكو�س لم�شتقة لااقتران ق)�س(

جد معكو�سًا لم�شتقة كلٍّ من لااقترانات المعطاة في الجدول، ثم �أكمل الجدول: 

قارن �إجابتك مع �إجابات زملائك . ماذا ت�ستنتج؟ 

لابد �أنَّك لاحظت �أنَّ الفرق بْني �أيِّ معكو�سين لم�شتقة اقتران معين ي�ساوي ثابتًا.

1

1
1 ، هومعكو�س لم�شتقة لااقتران

  3
 بّني �أنّ لااقتران م )�س( = �س4– جا�س – 

ق)�س( =  4�س3 – جتا�س

الفرقمعكو�س الم�شتقةلااقتران

ق)�س( = 2�س
م1 - م2 )�س( = ...........م1)�س( = ...........
م2 - م3 )�س( = ...........م2)�س( = ...........
م1 - م3 )�س( = ...........م3)�س( = ...........

ل)�س( = 3�س2
م1 - م2 )�س( = ...........م1)�س( = ...........
م2 - م3 )�س( = ...........م2)�س( = ...........
م1 - م3 )�س( = ...........م3)�س( = ...........

هـ)�س( = قا2�س
م1 - م2 )�س( = ...........م1)�س( = ...........
م2 - م3)�س( = ...........م2)�س( = ...........
م1 - م3 )�س( = ...........م3)�س( = ...........

   ن�شاط
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2

�إذا كان لااقترانان م)�س( ، هـ )�س( معكو�سين لم�شتقة لااقتران المت�صل ق)�س(، 
وكان ل)�س( = م)�س( - هـ)�س( ، فجـد  لَ)4( .

الحل
لااقترانان م ، هـ معكو�سان لم�شتقة لااقتران ق 

�إذن م)�س( - هـ)�س( = جـ ) ثابت ( ، ومنه  ل)�س( = جـ
∴ لَ)�س( = �صفرًا ، لَ)4( = �صفرًا

حُلّ مثال )2( بطريقة �أخرى .

�إذا كان لااقترانان م)�س( ، ل)�س( معكو�سين لم�شتقة لااقتران المت�صل ق)�س( ، وكان
ل)�س( = 3م)�س( - 5هـ)�س(، فجد لَ)�س( بدلالة ق)�س(. 

جد معكو�سًا لم�شتقة كلٍّ من لااقترانات الآتية:
1( ق)�س( = جـا�س                     2( ق)�س( = قا�س ظا�س                 3( ق)�س( = 9�س8

الحل 
1( م)�س( = – جتا�س + جـ          2( م)�س( = قا�س + جـ                  3( م)�س( = �س9 +جـ

ي�سمى �أيُّ معكو�س للم�شتقة: بالتكامل غيرالمحدود للاقتران ق، وهذا يقودنا �إلى التعريف الآتي: 

2

3

�أي  لقاعدة  العامة  ال�صورة  ف�إنَّ  ب[   ، �أ   [ الفترة  على  ق  لااقتران  لم�شتقة  معكو�سًا  م  كان  �إذا 
: معكو�سٍ لم�شتقة لااقتران ق هي : م)�س( + جـ ، حيث جـ ثابت وذلك؛ لأنَّ

      ) م)�س( + جـ( = مَ )�س( = ق)�س( 
�س  

وي�سمى �أي معكو�س للم�شتقة: بالتكامل غيرالمحدود للاقتران ق)�س( بالن�سبة �إلى �س ويرمز له 
�س  على النحو الآتي :  ق)�س( 

ويُقر�أ: تكامل ق)�س( دال �س ويعني تكامل لااقتران ق بالن�سبة �إلى المتغير �س .
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4

5

 جد كلًّا مما ي�أتي:
�س                                        قتا2�س  �س                   2(   1(  5�س4 

الحل
�س = �س5 + جـ                               لماذا؟ 5�س4    )1

�س = - ظتـا�س +  جـ                     لماذا؟  قتا2�س    )2

تعرّفت �أنَّ ال�صورة العامة لقاعدة �أي معكو�س لم�شتقة لااقتران ق)�س( 
هي م)�س( + جـ  ، حيث  مَ )�س( = ق)�س(

�س = م)�س( + جـ  ........... )1( ق)�س(   
�س = م)�س( + جـ وعليه ف�إنَّ    مَ )�س( 

وبا�شتقاق الطرفين في )1( ينتج �أنَّ 
�س = ) م)�س( + جـ( َ  =  مَ )�س( ق)�س(        

�س  
وبما �أنَّ مَ )�س( = ق)�س( 

�س = ق)�س(  ق)�س(       
�س �إذن 

�س = �س2- جتا�س + 2 ، فجد ق)�س( ، قَ)�س(  ق)�س(  �إذا كان  
الحل  

�س = �س2 - جتا�س  + 2 ق)�س( 
		                     ا�شتقاق الطرفين   ق)�س( = 2�س + جـا�س

		                     ا�شتقاق الطرفين                 قَ)�س( = 2 + جتا�س
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 �إذا كان ق اقترانًا مت�صلًا على ح ، 
�س  = �س3 + ب �س2 + 9 ، ق)1( = 7 ، فجد قيمة الثابت ب .  وكان   )ق)�س( + 2 ( 

الحل
�س = �س3 + ب �س2 + 9   )ق)�س( + 2 ( 

ق)�س( + 2 = 3�س2 + 2ب �س                                           ا�شتقاق الطرفين
ق)1( + 2 = 3 )1(2 + 2 ب )1(                                     التعوي�ض بقيمة �س= 1

       7 + 2 = 3 + 2ب 
               9 = 3 + 2ب  

2ب = 6   ،  ومنه   ب = 3 

�س = 1 + �س3 ، فجد ق )�س(     π 3
  2

�إذا كان ق اقترانًا مت�ًالص على مجاله ، وكان    ق)�س( جـا  

4

6

( = �صفرًا،  π
  4

�س  = جـا2�س – �أجتا�س + 1، قَ)   قَ)�س(  �إذا كان  
فجد قيمة الثابت �أ. 
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 �س   هو معكو�س لم�شتقة لااقتران  
1   ( بّني �أنَّ لااقتران م)�س( = �س+1

  ق)�س( = )�س+1(-2 ، �س≠ -1 
2   ( بّني �أنَّ لااقتران م)�س( = جـا2�س هو معكو�س لم�شتقة لااقتران  ق)�س( = جـا2�س.

3   ( �إذا كان م)�س( = �س3 +  5�س2 – 3�س + جـ ، معكو�سًا لم�شتقة لااقتران ق، فجد ق) -2 (.
4   ( �إذا كان م)�س( = 2�س4 +   �س2 + 3  معكو�سًا لم�شتقة لااقتران ق ، فجد ق)1(.

5   ( �إذا كان ق)�س( = 3�س2 فجد  م  معكو�سًا لم�شتقة لااقتران ق؛ علمًا ب�أنَّ م)2( = 5
6   ( �إذا كان لااقترانان  م1)�س(، م2)�س( معكو�سين لم�شتقة لااقتران ق وكان 

   م1)�س( = 3�س2 – 2�س + 5  ،    م2)2( =4 فجد قاعدة م2)�س( .

�ص  |        
�س �س ، فجد   7   ( �إذا كان �ص =   5   3�س2-4�س+12 

�س = �س3 – �س2 + 2�س + 1 ، فجد قَ)– 3(. ق)�س(   8   ( �إذا كان   

 2=) π
  2

π ( – قَ)  
  2

�س = جا�س – جتا�س + 3. ف�أثبت �أنَّ ق)  ق)�س(  9   ( �إذا كان   

10( جد معكو�سًا لم�شتقة كلٍّ من لااقترانات الآتية: 
  1-

�س2 �أ   ( ق)�س( =   
ب( ق)�س( = قا�س جتا�س

 1
جـ( ق)�س( =  2   �س

د  ( ق)�س( = 5 + 5 ظـا2�س

.) π
  4

11( �إذا كان م)�س( معكو�سًا لم�شتقة لااقتران ق  حيث ق)�س(= ظتا�س + 1، فجد مً )
 

�س= –2
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1

قاعدة)1(

قاعدة)2(

التكامل غير المحدود
Indefinite Integral   ثانيًا

الم�شتقة لإيجاده ، وفي هذا  لبع�ض لااقترانات واعتمدت على  التكامل  �إيجاد  �سابقًا  تعلمت 
الدر�س �ستتعرف بع�ض قواعد التكامل غير المحدود.

جد كلاًّ مما ي�أتي : 
ع      π    )2                                   س�  5 -    )1

الحل        
�س = -5�س + جـ   5 -     )1

ع =  π ع + جـ   π    )2

�س = �أ �س + جـ ، حيث �أ ثابت ، جـ ثابت التكامل .         �أ  

 + جـ ، ن  ≠ -1     
�سن+1
ن +1 �س =       �سن   

جد كلًّا مما ي�أتي :
ل        1-

4 �س                                             2(        )1

�س  
�س2 - �س

جد      �س  - 1   

1

5
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2

جد كلًّا مما ي�أتي : 
�س         1

�س4 �س                     3(    �س               2(   5  �س   �س6   )1
الحل 

 + جـ
�س7 

7   + جـ =  
�س1+6 
�س      =  6 + 1 1(   �س6  

�س                                                     لماذا؟ �س   =  �س15    2(    5  �س  

5  5   �س6  + جـ
6  +جـ =   

    6
5 �س

  +1  + جـ =   
�س15

1+  
15

 =                            

�س          �س-4   �س   =     
 1

�س4   )3

  + جـ                       لماذا؟
 1-

3�س3  + جـ = 
�س-3 
3-    + جـ =    

�س-1+4 
1 + 4-   =

 

خ�صائ�ص التكامل غير المحدود:

�س   �س  =  �أ   ق)�س(   1(  �أ ق)�س( 

�س  �س +  ل)�س(   ق) �س(   �س  =  2(  )ق)�س( + ل)�س(( 

�س  �س –  ل)�س(  ق) �س(  �س =  3(   ) ق)�س( – ل)�س(( 
ويمكن تعميم خا�صيتي الجمع والطرح لأكثر من اقترانين. 

2
جد كلًّا مما ي�أتي : 

�س                    
 1

�س                                 2 (      7   �س2  10    )1

تعميم

 6
5
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�س ؟    برّر �إجابتك. �س  *      �س   �س =   �س    هل     �س    �س 

3
 جد كلًّا مما ي�أتي : 

�س                        �س –  5  
3  �س

�س                  3(     �س2 + 2�س – 15 
�س-3 �س         2(   )3�س3 + 5�س – 4(   )1

الحل 
�س     1(   )3�س3 + 5�س – 4( 

�س                     تطبيق خ�صائ�ص التكامل �س -   4  5�س   �س  +   =  3�س3  

 - 4�س + جـ
5�س2 

2 + 
3�س4 

4  =

�س         )�س+5( )�س-3( 
�س-3 �س =   �س2 + 2�س – 15 

�س-3   )2

 + 5�س + جـ 
�س2 

2 �س =  = )�س+5(  

�س        )  1-
3 2   –5�س

3 �س =   )�س    1-
3 �س  =   ) �س – 5 (�س  �س – 5  

3  �س
   )3

    3   �س2  + جـ
 15

   3  �س5  -   2
 3
2   + جـ =   5

3   �س
 3
2   * 5-   5

3 �س
 3
5 =    

4

�س       
 �س3 – 4�س2

جد     �س  -2
الحل 

�س                             �إخراج �س2 عامًال م�شتركًا   �س2)�س – 4(  
�س =      �س  - 2  

 �س3 – 4�س2
     �س  - 2

�س                                                        تحليل الب�سط فرقًا بين مربعين  �س2)  �س -2()  �س + 2(    
�س -2   =

   �س3 +جـ
 2
     �س7  +   3

 2
   �س3+ جـ  =   7

 2
3  +   7

2    �س
 2
�س =   7 5  +2�س2(  

2 =  )�س

فكر وناق�ش
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قاعدة )3(

3
جد كلًّا مما ي�أتي: 

�س                      
 )2– �س(3

�س    �س �س                                 2(      �س2 – 9�س  
1(     �س  -3

�أكمل الجدول الآتي : 

ماذا تلاحظ؟

+ جـ ، ن ≠ - 1، �أ ≠ �صفرًا
 )�أ�س + ب( ن+1

�أ )ن + 1( �س =    )�أ�س + ب(ن  

َ  )�س( = ق)�س(معكو�س الم�شتقة م)�س( �سم   ق)�س( 

2+  
 )�س – 2(3 

3   + جـق)�س( = )�س – 2(2 م)�س( =  
 )�س – 2(3 

3 �س=     )�س - 2(2 

4-   
 )2�س+ 3(6 

12 �س= .............ق)�س( = )2�س + 3(5م)�س( =      )2�س + 3(5 

  + جـق)�س( = )5�س +4(7م)�س( = .............
 )5�س+4(8 

5*.... �س=     )5�س+7(7 

    + جـق)�س( = )3 –2�س(4م)�س( = .............
 )3–2�س(5 

....*.... �س=      )3-2�س(4 

5
جد كلًّا مما ي�أتي :

�س       �س                                2(  3  4�س + 2   ) 6 – 5�س (8   )1
الحل

 + جـ
 )6 - 5�س(9

45-  + جـ = 
 )6-5�س( 1+8

�س=  )1+8(* )-5( ) 6 – 5�س (8   )1

ن�شاط)1(

فكر وناق�ش
 حُلَّ مثال )4( بطريقة �أخرى.
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قاعدة)4(

�أكمل الجدول الآتي : 

�سقَ )�س(ق)�س(   قَ )�س( 
�س = جا�س + جـجتا�سجا�س    جتا�س  
�س = جتا�س + جـ- جا�سجتا�س    -جا�س  
....................................................................................................ظا�س

....................................................................................................ظتا�س

......................... ..........................................................................قا�س

......................... ...........................................................................قتا�س

4

�س   4) �س3 �س                                 2(  �س4)5 -     3
)7�س + 5(4    )1
جد كلًّا مما ي�أتي: 

�س = - جتا�س + جـ جا�س    )1
�س = جا�س + جـ جتا�س    )2
�س = ظا�س + جـ قا2 �س    )3

�س = - ظتا�س + جـ قتا2 �س    )4
�س = قا�س + جـ قا�س  ظا�س   )5

�س = - قتا�س + جـ قتا�س  ظتا�س   )6

 +جـ 
 4
3  )4�س + 2(

 43 * 4
�س =    1

3 �س   = )4�س+2( 2(  3 4�س +2  

=  16 3    3    )4�س + 2(4  + جـ

ن�شاط )2(
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قاعدة)5(

-1   جتا�س )�أ�س + ب( + جـ
�أ �س =  1(  جا)�أ�س + ب(  

�أ1  جا�س )�أ�س + ب( + جـ �س =  2(  جتا)�أ�س + ب(  

�أ1  ظا�س )�أ�س + ب( + جـ �س = 3(  قا2)�أ�س + ب(  

-1  ظتا�س )�أ�س + ب( + جـ
�أ �س=  4(  قتا2)�أ�س + ب(  

قا�س )�أ�س + ب( + جـ  1
�أ �س =  5(  قا�س)�أ�س + ب(  ظا�س )�أ�س + ب(  

-1   قتا�س )�أ�س + ب( + جـ
�أ �س=  6(  قتا�س )�أ�س + ب( ظتا )�أ�س + ب( 

ح، �أ  ≠  �صفرًا         حيث �أ، ب 

6
جد كلاًّ من التكاملات الآتية:

�س )جا�س – 4جتا�س + 5 قتا2�س(    )1
�س )جا2�س + جتا3�س(   )2

�س )قا3�س ظا3�س + قا2 5�س(    )3
الحل  

�س   )جا�س – 4جتا�س + 5 قتا2�س (   )1
�س   5 قتا2�س  �س+  4جتا�س  �س–   جا�س   =

= – جتا�س – 4جا�س – 5 ظتا�س + جـ 

�س جتا3�س   �س +   جا2�س   �س=   )جا2�س + جتا3�س(   )2
جا3�س + جـ                        لماذا؟  13 -1  جتا2�س + 

2  =

�س   �س +   قا2 5�س  �س =    قا3�س ظا3�س  )قا3�س ظا3�س + قا2 5�س(   )3
15  ظا5�س + جـ                          لماذا؟ 3 1   قا3�س +     =  
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5
جد كلًّا من التكاملات الآتية:

�س  ) 1
)جتا2 6�س( )جتا4�س ظا4�س +   �س           2(  1(  )قتا4�س ظتا4�س + قتا2 3�س( 

جد كلًّا من التكاملات الآتية:

�س     1
1 + جتا�س �س                                        2(    1(  جا2�س  

الحل  
�س                لماذا؟ 2 1  )1-جتا2�س(   �س =     1(  جا2�س  

2 1   جا2�س( + جـ  2 1  )�س-    =

�س                            ا�ضرب كلًّا من الب�سط والمقام في مرافق المقام )1 – جتا�س(    1
1 + جتا�س   )2

�س       1- جتا�س  
1- جتا2�س �س =     1- جتا�س  

1- جتا�س   *   1
=    1 + جتا�س

�س             جا2�س+ جتا2�س=1  جتا�س   
جا2�س �س -         1

�س =      جا2�س 1- جتا�س   
جا2�س     =

�س                          لماذا؟ �س -  قتا�س ظتا�س  =  قتا2�س 
= – ظتا�س + قتا�س + جـ                                                                    

جد كلًّا من التكاملات الآتية:
�س �س                                  2(   جا5�س جتا3�س  1(  ظا2�س 

7

8

 حُلَّ مثال )7( فرع )2(  بطريقة �أخرى.
فكر وناق�ش
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�س              لماذا؟ 2 1  )جا)5�س - 3�س(+ جا)5�س + 3�س((  �س =   2(   جا5�س جتا3�س 

-1   جتا8�س( + جـ    
 8 -1   جتا2�س +   

 2   (   1 2 �س =   2 1   )جا2�س + جا8�س(    =  

-1    جتا2�س -   16 1   جتا8�س + جـ   
 4    =  

6
جد كلًّا من التكاملات الآتية:

�س     3
�س                            2(   1 - جتا2�س 1(  )قا�س + ظا�س (2 

�س   �س                               4(  )جتا�س - جا�س (2  جتا2�س  
3(   جا2�س جتا2�س

الحل
�س                                                              1+ظا2�س=قا2�س �س =  )قا2�س - 1(  1(  ظا2�س 

= ظا �س - �س + جـ



236

1( جد كلًّا من التكاملات الآتية:

�ص �س            ب(  ) 5 + 3�ص (4    -  5  �س2      (    
3

�س5 �أ   (  ) �س6+ 

�س �س                             د  (  ) 4�س2 + 20�س + 25 (5    �س3 – 8  
جـ(   �س-2

�س �س                           و (  ) 1- �س () �س-1 (5     )�س+3(2 – 9 
�س  هـ( 

�س   �س  –    �س  
�س                    ح(   �س - 1     1

�س2  - 5
�س3 ز (  �س 3  

�س  5�س  
  7�س + 3  +   2�س + 3

�س              ي(     )  5
3   �س ط(  3   �س )  3   �س  + 

�إنَّ قَ)�س(=3 �س2 – 2 ، وكانت النقطة  �إذا كان ق كثير حدود من الدرجة الثالثة؛ بحيث   )2
)1،0( تقع على منحناه. فجد قاعدة لااقتران ق.

6 ، ومنحنى لااقتران ق يمر بالنقطة )4 ، 0( ، وميل المما�س عند هذه 
�س  3( �إذا كان قً)�س(= 

النقطة ي�ساوي )1(, فجد قاعدة ق)�س(. 

�س  =  �س3 + ب �س2  + 1 ، وكان قَ)1( = 5، ق)2( = 7,  4(  �إذا كان  )قَ)�س(  + 2�س ( 
فجد ق)-2(.

5( �إذا كان قً)�س( = -4جتا2�س ، وكان للاقتران ق)�س( قيمة �صغرى محلية قيمتها )-2( عند 
،  فجد قاعدة لااقتران ق . π

  2
�س=  
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�س  جا�س+جتا2 �س 
1- جا2 �س �س                         د  (   جـ(  )ظتا�س - قتا�س (2 

�س  1-جا2�س  
جا�س-جتا�س �س                  و (    1-حا2�س    

�س 
2  * جتا2  

�س 
2 جا2 

هـ(  

�س      
�س                                  ح(   جا2 �س-جا4 �س  جتا3 �س 

ز  (   جتا �س

�س  جا6�س جا4�س  �س                  ي(  ط (  قا�س)ظا �س + جتا �س( 

�س  جتا3  �س-5 
1-جا2 �س �س                                         ل(   ك (  جتا2 �س 

�س �س                           ن(  )جتا4�س-جا4 �س(  م  (  جتا3 �س جتا7�س 

�س  جا �س    
1-جا �س �س                                     ع (     1 

قا�س-1 �س(  

6( جد كلًّا من التكاملات الآتية:

�س  جا 2 �س + جتا2 �س  
1 + جتا2 �س �س                   ب(     ) 3

5  -   جتا2�س
�أ   (   ) جا2�س
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معتمداً ال�شكل )4-2( الذي يمثل منحنى لااقتران ق)�س(=2�س، �أجب عن كل مّما ي�أتي :
1( اح�سب م�ساحة المثلث �أب جـ.

�س 2( جد قاعدة لااقتران ل حيث ل)�س( =   2�س  
3( اح�سب قيمة ل)2( – ل)0( 

ماذا تلاحظ؟

التكامل المحدود
The Definite Integral   ثالثًا

تعريف

�إذا كان ق)�س( اقترانًا مت�ًالص على ] �أ ، ب[ ، م)�س( معكو�سًا لم�شتقة لااقتران ق ، يُ�سمى  
�س  بالتكامل المحدود حيث:   ق)�س(  

ب

�أ

 = م)ب( – م )�أ( 
ب

�س  = م)�س([�أ  مَ )�س( 
ب

�أ 
�س  =    ق)�س( 

ب

�أ
   

حيث �أ: الحد ال�سفلي للتكامل  ،  ب : الحد العلوي للتكامل 

لااقتران ق)�س(، ومحور  المح�صورة بين منحنى  المنطقة  يمثل م�ساحة  المحدود  التكامل  �أنَّ  لاحظ 
] �أ ، ب[  ال�سينات والم�ستقيمين �س= �أ ، �س = ب .حيث ق)�س( < �صفر لكلِّ �س 

1

�س  قَ)�س( 
1

2    -
�إذا كان ق)-2( = - 8  ، ق)1( = 1، فجد  

�شكل ) 2-4(

لابد �أنك لاحظت �أن ل)2( – ل)0( = م�ساحة المثلث المح�صور بين منحنى ق ومحور ال�سينات 
في الفتـرة ] 0 ، 2[  وي�سمى ل)2( – ل)0( بالتكامل المحدود للاقتران ق ويكتب على ال�صورة

�س ق)�س( 
2

      
     0
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1

 الحل

= ق)1( – ق)-2(         لماذا؟  
1]
2-

�س = ق)�س(  قَ)�س( 
1

2    -
9 = 8- –1 =                                           

�س = 16   �أ قَ)�س( 
2

1  
�إذا كان ق اقترانًا مت�ًالص ، ق)1( = 4 ، ق)2( = 12،    

فجد قيمة الثابت �أ .

عدمَ كتابة ثابت التكامل عند �إجراء التكامل المحدود.

2

2

�س = جـ ) ب – �أ ( ، حيث جـ عدد حقيقي.  جـ  
ب

�أ 

قاعدة

فكر وناق�ش

   π 
2

�س   قا2�س 
   π 

4
 
 

�س                                       2(      4�س 
7

2    
)1

   π 
6

اح�سب قيمة كلٍّ من التكاملين الآتيين:
�س    جتا�س 

π

 
           
�س                                       2(   3�س 

5

1    
)1

الحل 

36=    3 
2  -     75 

2  =  
5]

1      
 3�س2   

2 �س =    3�س 
5

1  
 )1

   1- = 1 – 0  =    π 
2 = جا π - جا   

π ]   π 
2

                   

�س = جا�س   جتا�س 
π

 
     
 )2

   π 
2

اح�سب قيمة كلٍّ من التكاملين الآتيين:



240

3

�س = 48 ، فجد قيمة الثابت ب .   3ب  
4

2-
�إذا كان 

 الحل 

�س =  3ب ) 4 -  -2 (   3ب  
4

2     -
  

 
8
3 3ب ) 4 - -2 ( = 48  ,  ومنه 18 ب = 48 ،  ومنه ب = 

�س = 40 ، فجد قيمة الثابت ب.  5 
2+3ب

1+ ب
�إذا كان

خ�صائ�ص التكامل المحدود
     هناك خ�صائ�ص مهمة للتكامل المحدود ت�ساعد في ت�سهيل ح�سابه لبع�ض لااقترانات في كثير من 

الحالات، ومن هذه الخ�صائ�ص:

3

4

�س     5 
6

2  
جد

 الحل 

�س = 5) 6 – 2 ( = 5 × 4 = 20   5
 6

2
  
 

�س  =0 ق)�س( 
�أ   

�أ
 )1

�س    ق)�س( 
�أ

ب 
�س = - ق)�س(    

�أ

ب

 )2

 خا�صية)1(
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�س      �س   �س2 + 1 
3

3
جد  

الحل  
�س = �صفرًا                                        �س   �س2 + 1   

3

3

�س     ق)�س( 
1

4
3 ،  فجد   

5 �س =   ق)�س( 
4

1
�إذا كان  

الحل  

�س                                 ق)�س( 
4

1
�س = -    ق)�س( 

1

4
 

    3-
5  =                        

6

5

�س   ق)�س( 
 

 
�أ

ب

�س  = جـ   جـ ق)�س(   
�أ

ب

)1

�س هـ)�س( 
 

 
�أ

ب

�س +  ق)�س( 
ب 

�أ 
�س  =  )ق)�س( + هـ)�س((   

�أ

ب

)2

�س هـ)�س(   
�أ

ب

�س -  ق)�س(   
�أ

ب

�س  = )ق)�س( - هـ)�س((   
�أ

ب

)3

ويمكن تعميم خا�صيتَيْ الجمع والطرح لأكثر من اقترانين.

 خا�صية)2(

4

�س  �س 
      �س2 + 1

        0

8
�س = 2،  فجد    �س 

  �س2 + 1
8

0
�إذا كان    
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5

7

8

�س    )3�س2 + 5�س ( 
4

1
جد  

الحل  

�س  5�س  
4

1
�س +   3�س2 

4

1
�س  =  )3�س2 + 5�س ( 

 4

1

100.5 = ) 5
2 – 40 ( + ) 1 – 64 ( =

4

1 �س2 [ 5
2  +  

4

1                                     = �س3[

�س  = 18  3هـ)�س( 
1

5
�س  = -3  ،   ق)�س(  1

2
 5

1
�إذا كان 

�س )4ق)�س( - 5هـ )�س(( 
 5

1
فجد   
الحل  

�س = -3                       لماذا؟  ق)�س( 
5

1
 1

2
 

�س  = -3 ،  ق)�س(  1
2

 5

1
 

�س = -6  ق)�س( 
5

1
 ∴

�س=  -6 هـ)�س( 
5

1
�س =  18 ،   هـ)�س( 

1

5
�س =  18،   3   3هـ)�س( 

1

5
 

�س  هـ)�س( 
  5

1
�س -  5  ق)�س( 

5

1
�س =   4   )4ق)�س( - 5هـ)�س(( 

5

1
  

 6 = 6- × 5 – 6- × 4 =                                               

�س =  9    3ق)�س( 
3

1
�س =  19،     )4ق)�س( + 7 هـ)�س(( 

3

1
�إذا كان 

�س     5هـ)�س( 
1

3
فاح�سب قيمة 
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9

�س؟   ق)�س ( 
�أ

ب
�س -     ق)�س ( 

�أ

ب

�س = 5، فما قيمة   ق)�س (   
�أ

ب

اذا كان  

 خا�صية)3(

   : �إذا كان ق قابًال للتكامل على فترة مغلقة تحوي الأعداد �أ ،ب،جـ ف�إنَّ

�س ق)�س( 
 

 
جـ

ب

�س   +   ق)�س( 
�أ

جـ

�س  =   ق)�س( 
 

 
�أ

ب

 )1

6

الحل

�س               لماذا؟     ق)�س ( 
ب

�أ
�س  +   ق)�س ( 

ب

�أ 
�س =     ق)�س ( 

�أ

ب
�س -   ق)�س ( 

ب

�أ 

�س = 2 * 5 =10    ق)�س ( 
ب

�أ 
�س = 2 *   )ق)�س (  +  ق)�س(( 

ب

�أ 

�س   ظتا2�س 
   π 

4
 
 

  
 π3

4

�س ،    ل =   قتا2�س 
   π3 

4
 
 

  
   π 

4

 �إذا كان  ع  =  

فما قيمة ) ع + ل ( ؟

فكر وناق�ش
ر ذلك. هل من ال�ضروري �أن تقع  جـ  بين �أ ، ب في خا�صية )3(؟ برِّ
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11

�س = 6 ق)�س( 
 5

8
�س = 4 ،  ق)�س( - 3( 

2 (
5

3
�إذا كان  

�س )ق)�س( + 4�س( 
 8

3
فجد  

الحل

�س = 4  3
 5

3
�س -   ق)�س( 

2   
 5

3
�س = 4 ،  ق)�س( - 3( 

2 ( 
5

3

�س =10 ق)�س( 
2   

5

3 
�س - 3)3-5( =4 ،  ق)�س(

2  
5

3

�س =20  ق)�س( 
5

3 
 ∴

�س  4�س 
 8

3
�س +   ق)�س( 

 8

3
�س =  )ق)�س( + 4�س( 

 8

3
8

3 �س +  2�س2[ ق)�س( 
 8

5
�س  +  ق)�س( 

 5

3

124 = )18 - 128( + )6-  + 20( =

�س  ق)�س( 
8

5
�س +   ق)�س( 

 5

1
�س =   ق)�س( 

 5

8
�س -  ق)�س( 

 5

1

�س =10    ق)�س( 
 8

1
 =   

�س  ق)�س( 
5

8
�س -   ق)�س( 

  5

1
�س  = 10    ، فجد  ق)�س( 

8

1
�إذا كان 

10

 الحل
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12

�س    �س2 - 4�س + 4 
3

0
جـد  
الحل

�س                               لماذا؟     |�س- 2| 
3

0
�س=     )�س- 2(2 

3

0
�س =     �س2 - 4�س + 4 

3

0

�س                                                                     لماذا؟  )�س- 2( 
3

     2  
�س+    )2- �س( 

2

0
  ∴

3

2  - 2�س([
�س2
2

 

 ( +
2

0 ])
�س2
2

 

= )2�س -  

)4-2( - )6 - 9
2

 

= )4 - 2( - )�صفر( + ) 

2,5 =

8

�س  1 - جتا2�س            
2   

   
π2

 
0 
جد   

7
�س=  -2   ق)�س(

3  
5

2
�س = -17،      )2ق)�س( + 3( 

2

9
�إذا كان 

�س     )4ق)�س( -1( 
9

5
فجــــد  
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1( �إذا كان ق اقترانًا قابًال للتكامل على ]�أ ، ب[ ، ق)�س( ≤ �صفر لكل �س  ]�أ ، ب[ ف�إنِّ  

�س ≤ �صفر  ق)�س(   
�أ

ب

 
2( �إذا كان ق قابًال للتكامل على ]�أ ، ب[ ، ق)�س( ≥ �صفر لكل �س  ]�أ ، ب[ ف�إنِّ  

�س ≥ �صفر  ق)�س(   
�أ

ب

3( �إذا كان ق، هـ اقترانين قابلين للتكامل على ]�أ ، ب[ ، ق)�س( ≤ هـ)�س( لكل �س  ]�أ ، ب[    

�س  هـ )�س( 
 

 
�أ

ب

�س ≤  ق)�س( 
 

 
�أ

ب

ف�إنَّ   

 خا�صية)4(

 4( �إذا كان ق اقترانًا قابًال للتكامل على ]�أ ، ب[، ل ≥ ق)�س( ≥ ك لكل �س  ]�أ ، ب[ ف�إنِّ

�س ك 
 

 
�أ

ب

�س ≥  ق)�س( 
 

 
�أ

ب

�س ≥  ل 
 

 
�أ

ب

13

�س ≤0 )1 + جا �س( 
π2

 
0 
دون ح�ساب قيمة التكامل، بّني �أنّ  

الحل  
]π 2 ، 0[ ادر�س �إ�شارة )1 + جا�س (    في الفترة

1+جا�س ≤ 0      لكل �س  ]π 2 ، 0 [                                                      -1 ≥ جا�س ≥1  

�س ≤0                                                                       لماذا؟ )1 + جا �س( 
π2

 
0
  ∴ 
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14

�س ، دون ح�ساب قيمة كلٍّ من التكاملين.  3�س  
5

 2       -
�س ≤   )�س2+ 4( 

5

2      -
بّني �أنَّ 

الحل 
افر�ض �أنَّ ق)�س( = �س2 + 4 ، هـ)�س( = 3�س ، 

ل)�س( = ق)�س( – هـ)�س(
ادر�س �إ�شارة ل)�س( 

ل)�س( ≤ �صفر لكل �س  ]-2 ، 5 [                                                                         لماذا ؟
�س2 – 3�س + 4 ≤ �صفر     

9
اعتمادًا على ال�شكل )4-4( الذي يمثل منحنى لااقتران ق 

المت�صل على الفترة ]0، 6[ �أجب عن كلٍّ مما ي�أتي :

�س  ،      لماذا؟   ق)�س( 
3

1
ما �إ�شارة   

�س  ،     لماذا؟    ق)�س( 
6

3
ال�شكل )4-4(ما �إ�شارة   

ادر�س ال�شـكل ) 4-3(  الذي يـمثل
 منحنى لااقتران ق)�س( = 1 + جا�س 

�س ≤0                                     )1 + جا �س( 
π2

 
 0 
وف�ّرس لـماذا   

ال�شكل )3-4(

فكر وناق�ش
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10
اعتمادًا على ال�شكل )4-6( الذي يمثل منحنيي
لااقترانين ق، هـ  قارن بين قيمتي التكامل في كلٍّ

مما ي�أتي؛ مبررًا  �إجابتك :

�س     هـ)�س( 
1

0
�س ،    ق)�س( 

1

0
 )1

�س      هـ)�س( 
0

1      -
�س ،    ق)�س( 

0

1      -
 )2

ال�شكل )6-4(

فكر وناق�ش

ادر�س ال�شـكل ) 4-5(  وف�ّرس ما ي�أتي؟

�س   هـ)�س( 
5

2       -
�س ≤    ق)�س( 

5

2       -
 

ال�شكل )5-4(

�س  3�س  
5

2    -
�س ≤   )�س2+ 4( 

5

2       -
 ∴

 �س2 +4 ≤  3�س        لكل �س  ]-2 ، 5 [
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15

11

  π 8 ، π 6 س   ينح�صر بين� )3+ جتا2 �س( 
π2

 
 0 
بّني �أنَّ  

دون �إيجاد قيمة التكامل

الحل 
 -1 ≥ جتا�س ≥1     لكل �س  ]π 2 ، 0 [                                      لماذا؟
0 ≥ جتا2�س ≥1                                                                               لماذا؟

3 ≥ 3+جتا2�س ≥4 

�س   4
 π2

 
 0 
�س ≥  )3+ جتا2 �س( 

π2

 
 0 
�س   ≥    3

 π2

 
 0 
 

π 8  ≤  س� )3+جتا2�س( 
π2

 
 0 
 ≤ π 6 ومنه

π 8  ، π 6  س ينح�صر بين� )3+جتا2�س( 
π2

 
 0 
∴ المقدار 

حُلّ تدريب )11( بطريقتين مختلفتين.          

�س ≥  ك ، فجد �أكبر قيمة ممكنة للثابت م ، و�أ�صغر قيمة  �س  
    1 + �س2

1

0
�إذا علمت �أنَّ م ≥  

�س.  �س  
   1 + �س2

1

 
0
ممكنة للثابت ك تحقق الـمتباينة دونَ ح�ساب قيمة 

فكر وناق�ش

فكر وناق�ش

حُلّ مثال )15( بطريقة �أخرى.
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�س ، فجد قَ )-1(. �س -  3�س2( 
  

4
2-

0
 ( 

  
2( �إذا كان ق)�س( = 

�س = -30، حيث ب  ح ، فجد قيمة الثابت ب .   2ب 
2

ب
3( �إذا كان 

�س =0  ، حيث جـ  ح ، فجد قيمة جـ .  �س) 1 - �س( 
جـ

0
4( �إذا كـان  

�س = -20   ، فجد قيمة الثابت جـ. م (   3م  
ج ـ

0
3) 3�س2 -  2   

1         -
5( �إذا كان

1( اح�سب قيمة كلٍّ من التكاملات الآتية:

�س )�س2- |�س-1| ( 
3

0
�س                                        ب(    

1
�س2   

8

2
�أ   ( 

�س )�س+ جتا�س ( 
 0    
  
   π 

2

�س                                       د  (  جا2�س 
   π 

2
 
 

  
   π 

4

جـ( 

�س ) 9�س-7 (5 
2

2
�س                         و  (   1 + جا2�س  

جا�س + جتا�س

   π 
2
 
 

  
0
هـ( 

�س        �س  )    �س + 2 (2   
1

0
�س              ح (  )�س-1()�س2 + �س+ 1(  

3

1-
ز (

�س  2�س3 - 4�س2 + 5   
�س2

3

1
�س	                               ي (    

1
)�س-1(2  

4

2
ط( 

�س    )جتا�س- جا�س( 
    π 

2
 
 

  
0
�س                   ل (     9�س2 - 12�س + 4  

3

2
ك (
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�س ق)�س( 
 4

3-
 6 ( �إذا كان ق)�س( =                                                        ,   فجد

�س=20،  فجد قيمة الثابت ب.                 )2�س-3( 
ب

2
7  ( �إذا كان  

�س - �س2(   ق)�س(
2 (   

  3

1
�س = 12 ،  فجد    )6-  1

�س2  )2ق)�س( +  
3

1
8  ( �إذا كان 

�س = -2   ق)�س( 
3

5

2
�س = -17،    )2ق)�س( + 3( 

2

9
9  ( �إذا كان 

�س   )4ق)�س( -1( 
9

5
فجد 

�س  بّني �أنَّ   1
3جتا2�س + 2  

π

 
0
10( دون ح�ساب تكامل المقدار  

    π 
2 �س  ≥    1

3جتا2�س + 2  
π

 
0
  ≤    π 

5

�س  ≥  ك ، فجد �أكبر قيمة ممكنة للثابت م ، و�أ�صغر قيمة       9- �س2  
 3

  3            -
11( �إذا علمت �أن م ≥   

�س      9 - �س2  
  3

  3            -
ممكنة للثابت ك تحقق المتباينة دونَ ح�ساب قيمة  

12( �إذا كان ق اقتران كثير حدود من الدرجة الثانية ، وكان ق)0( = 5 ، قً)�س( = 4، 

�س = 3 ، فجد قاعدة لااقتران ق.  قَ)�س(  
 1

0

�س =2  ق)�س(  
 3

1
�س =4   ،  ق)�س(  

 1

 1                 -
13( جد كثير حدود ق)�س( من الدرجة الأولى بحيث 

 -�س        ،    -3  >  �س  ≥ 0
�س           ،     0  >  �س  ≥4
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اقتران اللوغاريتم الطبيعي 
 Natural Logarithmic Function رابعًا  

�س  با�ستخدام قواعد التكامل التي تعلمتها �سابقًا؟ ف�ّرس �إجابتك.  1
�س هل يمكن �إيجاد   

1  ، ع < 0، 
ع يبين ال�شكل )4-7( منحنى لااقتران �ص =  

ع    1
ع   

�س

1
المت�صل على )0 ، ∞ ( ، و يمكن �إيجاد ل)�س( = 

التي تمثل م�ساحة المنطقة المظللة
وفي ما ي�أتي نورد بع�ض خ�صائ�ص لااقتران ل)�س( ، �س < 0                                                            

1( ل)1( = 0 
1
2( لَ)�س( =  �س

3( ل)�س( اقتران متزايد على ) 0 ، ∞(                   لماذا؟
4( منحنى ل)�س( مقعر للأ�سفل على )0 ، ∞(        لماذا؟

الاقتران اللوغاريتمي: هو اقتران ق غير ثابت قابل للا�شتقاق على مجموعة الأعداد الحقيقية الموجبة 
يحقق ق) �أ ب( = ق) �أ ( + ق)ب(  لكل �أ < 0 ، ب < 0

ِـ �س. ع = لــــوهـ�س ويقر�أ اللوغاريتم الطبيعي ل    1
ع   

�س

1
�إذا كانت �س  )0 ، ∞( ف�إنَّ لااقتران  

تعريف

ال�شكل )7-4(

ال�شكل )8-4(

بالا�ستعانة بهذه الخ�صائ�ص  يمكن ر�سم منحنى تقريبي للاقتران 
ل. يبين ال�شكل )4-8( منحنى ل)�س( وهو منحنى اقتران 
اللوغاريت��م. �إنَّ العدد الحقيقي ال��ذي يجعل م�ساحة المنطقة 
المظلل��ة في ال�شكل )4-7( ت�ساوي وح��دة واحدة ي�سمى 
العدد النيبيري، ويرمز له بالرمز ) هـ ( وهو �أ�سا�س اللوغاريتم 
الطبيع��ي، وه��و عدد  غري� ن�سب��ي ي���ساوي 2.7 تقريبًا. 
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1
1( �إذا كان ق)�س(= لـــوهـ  �س ، �س <0 ,  ف�إنَّ قَ)�س( =  �س

 ، لَ)�س(
ل )�س( 2( �إذا كان ق)�س(= لـــوهـل)�س(، وكان ل)�س( قابًال للا�شتقاق، ف�إنَّ قَ)�س( =

حيث ل)�س(<0

قاعدة

1

جد قَ)�س( لكلٍّ مما ي�أتي: 

1( ق)�س( = لـــوهـ )�س - 4(           

2( لــــوهـ |�س - 4 |    ) �إر�شاد: �أعد تعريف | �س – 4 | (
ماذا ت�ستنتج؟

جد قَ)�س( لكلٍّ مما ي�أتي :
1( ق)�س( =  لـــوهـ )�س2+ 5(        2(ق)�س( =  لـــوهـجا2�س        3(  ق)�س( =  لـــوهـ     �س 2+ 7

 الحل

 
2�س

�س2 + 5 = 1( قَ )�س(	

 = 2ظتا2�س
2جتا2�س
حا2�س  = 2( قَ )�س(	

1  لـــوهـ )�س2 + 7(                        لماذا؟ 
2 = لــــوهـ   �س2 + 7  =   3( ق)�س(	

 
�س

�س2 + 7   =  
2�س

�س2 + 7  *  1
2   =  ∴ قَ )�س(	

ن�شـاط
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2

3
جد معكو�سًا لم�شتقة كلٍّ من لااقترانات الآتية: 

  
3�س2

1                         2( ق)�س( =  �س3  +  7
1( ق)�س( =  �س

الحل  
1(  م)�س( = لـــوهـ |�س| + جـ    

2(  م)�س( = لـــوهـ |�س3 +  7| + جـ  

(، فجد قَ)�س(  جتا �س
4 - 3�س2 �إذا كان ق)�س( = لـــوهـ )

الحل 

ق)�س(	 = لـــوهـ جتا �س - لـــوهـ   4 - 3�س2                                                                      لماذا؟

1 لـــوهـ )4 - 3�س2 (                                                                                                            لماذا؟
2 	 = لـــوهـ جتا �س -  

3�س
4-3�س2  = - ظا�س + 

- 6�س
1  * 4-3�س2

2   -
- جا �س
جتا�س قَ)�س(	 =

فكر وناق�ش
حُلَّ مثال )2( بطريقة �أخرى.

1
جد قَ )�س( لكل مما ي�أتي: 

2( ق)�س( = لـــوهـ  |2�س + 5 | 			  1( ق)�س( = لـــوهـ )2 - جتا�س(
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2

4
جد كلًّا من التكاملات الآتية:

�س                �س          3(  ظتا�س  6�س   
  3�س2  - 5

3

1

�س                     2(    3 
�س   )1

                
الحل 

�س  = 3 لـــوهـ  |�س| + جـ   1 
�س  �س = 3    3 

�س    )1

   
3

1
  = لـــوهـ  |3�س2 - 5| [

6�س
  3�س2  - 5

3

1
  )2

       = لـــوهـ |27  - 5| - لـــوهـ |3  - 5|=  لـــوهـ 22  - لـــوهـ2 = لـــوهـ11                لماذا؟

              			  �س =  لـــوهـ |جا�س|+جـ   
 جتا �س
حا�س �س=     3(   ظتا�س 

�س = لـــوهـ |�س| + جـ  1 
�س     )1

�س = لـــوهـ |ق)�س(| + جـ  قَ)�س(   
ق)�س(    )2

قاعدة

جد كلًّا من التكاملات الآتية:

�س  قا2�س 
2+ ظا�س

   π 
4
 
 

  
   π 

4

�س                        2(      1
  9  - 2�س

4

2
  )1

-
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1( جد الم�شتقة الأولى لكلٍّ من لااقترانات الآتية:

 جا53�س
 2�س                                       ب( ق)�س( = لـــوهـ

�أ   ( ق)�س( = لـــوهـ
 )�س2 + 5 �س + 3 ( 

  |�س2 + 4�س - 5|                 د  ( ق)�س( = لـــوهـ
جـ( ق)�س( = لـــوهـ

  )2 +   �س (
 �س                                     و ( ق)�س( = لـــوهـ

هـ( ق)�س( = �س3 لـــوهـ

)
 �س

  )  �س2  + 1
 ق)�س( = لـــوهـ �س3ظا�س                                ح ( ق)�س( = لـــوهـ

 
ز (

)4 �س2  + 5(6
 �س(3                                     ي( ق)�س( = لـــوهـ  )7  - 2�س(5

ط( ق)�س(  = )لـــوهـ

  3 5�س3 + 4�س                        ل ( ق)�س( = ظا)لـــوهـ�س(   
ك ( ق)�س( = لـــوهـ

1 
2( �إذا كان ق)�س( = لـــوهـ )�س +   �س2 - 1 ( �أثبت �أنَّ  قَ)�س( =   �س2  - 1

:   |قا�س + ظا�س| + �س2 ف�أثبت �أنَّ
�س = لـــوهـ 3( �إذا كان  )قَ)�س( - �س( 

     قَ)�س( = 3�س + قا�س

4( بّني �أنَّ لااقتران م)�س( =  لـــوهـجا�س هو معكو�س لم�شتقة لااقتران  ق)�س( = ظتا�س. 

5( جد كلًّا من التكاملات الآتية:
�س  

1 + جتا�س
�س + حا�س  �س                                             ب(      

2�س
�س2 + 3  �أ    (    

�س         
3�س2

�س3 + 5  �س                                    د  (         
5 + 5ظتا�س2

ظتا�س جـ(        
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�س    �س - 2  
�س2 -4    

5

3
�س                                           و  (  �س  + 5     

�س   هـ(     

�س   
جا3�س

�س                                          ح (   1 + جتا3�س  |2�س|  
�س2 +1   

2

1        -
ز (

�س  �س                                    ي (      ظا�س   2�س -1  
�س)�س -1(  ط(       

 6( جد معكو�سًا لم�شتقة كلٍّ من الاقترانات الآتية: 

)
 2�س

 �أ   ( ق)�س( =  )  �س2  + 4

)
 3جتا3�س

ب ( ق)�س( = )  5  +جا3�س
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م�شتقة وتكامل الاقتران الأ�سي الطبيعي 
Derivative and Integral of Natural Exponential Function 

خامسًا  

الاقتران الأ�سي الطبيعي ق)�س( = هـ�س , 
النيبيري، هو الاقتران  العدد  حيث هـ: هو 

العك�سي لاقتران اللوغاريتم الطبيعي 
انظر ال�شكل )9-4(.

البرهان  
1( �ص= هـ�س  ← لـــوهـ �ص = �س                                                                                                                      لماذا؟

�صَ = 1                                                                                              ا�شتقاق الطرفين
�ص

  �ص  = هـ�س 
�صَ = �ص ←  �س

جد  قَ)�س( لكلٍّ مما ي�أتي:
1( ق)�س( = هـ�س  + لـــوهـ )�س3 + 5(  

1( �إذا كان ق)�س( = هـ�س  ف�إن  قَ)�س( = هـ�س 
2( �إذا كان ق)�س( = هـل )�س( ، حيث ل)�س( قابل للا�شتقاق؛ ف�إنَّ

   قَ)�س( = لَ)�س( هـل )�س(

قاعدة)1(

1

ال�شكل )9-4(

  برهن فرع )2( من قاعدة )1(          
فكر وناق�ش
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2(  ق)�س( = هـ7-2�س3  
3(  ق)�س( = هـ�س 1   

الحل 

 
3�س2

�س3 + 5  1( قَ)�س( = هـ�س   +  

2( قَ)�س( = -6�س2هـ7-2�س3 
-1 هـ�س 1   

�س2 3( قَ)�س( = 

 جد  قَ)�س( لكلٍّ مما ي�أتي:
1( ق)�س( = لــو هـ�س3                            2( ق)�س( = هـ لـوه�ـس4   

                         هـ
الحل 

قوانين اللوغاريتمات 					    1( ق)�س( =  لــوهـ�س3 = �س3  لـــو هـ
    ∴ ق)�س( = �س3   ،      قَ)�س( = 3�س 2                         هـ                       هـ

�س4    = �س4         ،   ومنه: قَ)�س( = 4�س4
2( ق)�س( = هـ لـوهـ

 2
جد  قَ)�س( لكلٍّ مما ي�أتي:

)1+جا�س( 
 
1( ق)�س( = �س لـــو هـ�س2                           2( ق)�س( = هـ3لـــوهـ

                  
                                                    هـ

1
جد  قَ)�س( لكلٍّ مما ي�أتي:

1(  ق)�س( = هـجا�س                            2( ق)�س( = �س4 ه2ـ�س 

2

فكر وناق�ش
برهن �أنّه �إذا كان ق)�س( = هـ           ، ف�إنََّّ ق)�س( = ل)�س(           

هـلـول)�س(
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�س جد    )     هـ2 + هـ�س ( 
الحل 

�س=     هـ2 �س + هـ�س  + جـ     )     هـ2 + هـ�س ( 

جد معكو�سًا لم�شتقة كلٍّ من الاقترانات الآتية: 
1( ق)�س( =2 هـ 2�س                               2(  ق)�س( = -3 هـ 1-3�س

3(  ق)�س( = هـ �أ �س 
الحل

1( م)�س( = هـ 2�س + جـ       
2( م)�س( = هـ1-3�س + جـ         

1 هـ �أ   �س  + جـ                                                                         لماذا؟
�أ 3( م)�س( =  

ماذا تلاحظ؟

3

4

�س = هـ�س   + جـ       هـ�س   
قاعدة)1(

1 هـ�أ �س + جـ 
�أ �س =           هـ �أ �س   

تعميم
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جد كلًّا من التكاملات الآتية:
�س   �س                                              2(     هـ3-4�س     1(      هـ5�س    

الحل 
1 هـ5 �س  + جـ

5 �س =      1(      هـ5 �س   

-1 هـ3-4�س  + جـ
4 �س =     2(     هـ3-4�س   

5

3
جد كلاًّ من التكاملات الآتية:

�س  3ـ�س  )1+ هـ2�س(  �س                              2(  ه  )1+ هـ �س ( 2 
1

0
 )1
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  �ص    لكلٍّ من الاقترانات الآتية:
�س 1( جد 

�أ   ( �ص = �س + هـ9�س                                       ب( �ص = �س3 + هـ6-5�س4
جـ( �ص = جاهـ2�س                                            د  ( �ص =   1+ هـ2�س

 +  لوهـ   �س                                و  ( �ص = هـ5+ لوهـ قا�س
هـ( �ص =  هـ�س 1   

 
 1+ هـ2�س

هـ5�س �س3+2                                       ح ( �ص = 
 
�ص = هـ4لـوهـ

 
ز ( 

ط( �ص = هـ2 + �س3 هـجا�س                                 ي ( �ص = )هـ4�س+5(6 

 
�س  

 1+ ظا2�س
   π 

3
 
 

  
0
2( �إذا كان �ص= هـظا�س + �أ لوهـ جتا�س + 

�ص    ⏐= 2هـ + 1، فجد قيمة الثابت �أ .  
�س وكان  

   π 
4                     �س = 

1 ،  فجد قاعدة الاقتران ق.
2 1 ،  قَ)0( = 

4 3( �إذا كان قً )�س( = جـا�س +هـ2�س   ، ق)0( = 

�ص2 - �ص �س+1   
�س2 - �س �ص +1  �ص  =   

�س 4( �إذا كان هـ�ص �س = �س- �،ص ف�أثبت �أن 

5( �إذا كان �ص = هـ�أ �س ، فجد قيمة )قيم( الثابت �أ التي تحقق المعادلة الآتية:
�صً – 5�صَ  + 6 �ص = �صفرًا

: 6( �إذا كان ق)�س( = 3ل )�س(، حيث ل)�س( قابل للا�شتقاق؛ ف�أثبت �أنَّ
                                                                                                  قَ)�س(= 3ل)�س( * لَ)�س( لــو 3

                                                                                  هـ
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�س= هـ1- �س2 +  4هـ ،  قَ)ب( =  -2ب ، ب ≠  �صفرًا فجد قيمة )قيم( الثابت ب.  7( �إذا كان  قَ)�س(  

8( جد كلاًّ من التكاملات الآتية:

�س    3ه3ـ�س  
1

0
�س                                                     ب(  �أ   (     ه7ـ�س   

�س        
           4�س

4هـ   - 3
�س                                                                د   (    هـ   -3�س        4�س  هـ4  

3

1
جـ( 

�س    �س                                          و  (    هـ                         
      3�س

 هـ   - 27
هـ   - 3         �س هـ(   

�س  �س                                            ح (    3�س هـ                 1
هـ -1   

ه2ـ 

  
1 
ز ( 

�س      �س                    ي (   )هـ2�س+5 (2   ط(   هـ5�س         هـ2�س  + 4هـ�س   + 4 

2+لـوهـ�س2

5+ لـوهـجتا�س

3�س
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طرائق التكامل
 Techniques of Integration الفصل الثاني

  تتعرف طريقة التكامل بالتعوي�،ض وت�ستخدمها في �إيجاد بع�ض التكاملات.
  تتعرف طريقة التكامل بالأجزاء، وت�ستخدمها في �إيجاد بع�ض التكاملات.

  تتعرف طريقة التكامل بالك�سور الجزئية، وت�ستخدمها في �إيجاد بع�ض التكاملات.

التكامل بالتعوي�ض 
Integration by Substitution   أولًا

عندما يُطلب منك �إجراء تكامل ما، قد يكون بالإمكان تطبيق قواعد التكامل التي �سبق لك 
�أن در�ستها، �أمّا في بع�ض الحالات التي لاتخ�ضع للتطبيق المبا�شر لقواعد التكامل الأ�سا�سية؛ فمن 

الممكن ا�ستخدام طرق �أخرى مثل:
− التكامل بالتعوي�ض.

− التكامل بالأجزاء.
− التكامل بالك�سور الجزئية.

وفي هذا الف�صل �سيتم تو�ضيح كلٍّ من هذه الطرق.

ن�شاط 
�أجب عن كلٍّ مما ي�أتي :

1 )�س2 + 3(6 معكو�س لم�شتقة الاقتران ق)�س( = 2�س)�س2 + 3(5 
6 1( بّني �أن م)�س( =  

�س  2( جد                    2�س               )�س2 + 3(5 
�ص      

�س 3( افر�ض �ص= �س2 + 3  ثم جد 
4( اكتب التكامل في )2(؛ بدلالة �ص با�ستخدام الرموز في )3( ماذا تلاحظ؟
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قاعدة

�س  جد    6�س5   )�س6 + 4(7  
الحل 

 افر�ض �ص = �س6 + 4
�س                                                                       ا�شتقاق الطرفين �ص = 6�س5   ومنها 

     + جـ
�ص8

�ص  =      8 �س( =   )�ص(7    �س =   )�س6+ 4(7 )6�س5     6�س5)�س4+6(7 

  + جـ
)�س6 +4(8

8   =                                        	

وتُ�سمى عملية �إجراء التكامل على هذا النحو بالتكامل بالتعوي�ض.

�ص  ق )�ص(  �س =      ق )هـ)�س(( هـَ )�س(  
�س    �ص = هـَ )�س(  حيث �ص= هـ)�س(  ،   

ويمكن تلخي�ص الخطوات التي يتم بها �إجراء التكامل بالتعوي�،ض على النحو الآتي:
1( افر�ض �ص = هـ)�س(

�س.   �ص =  هـَ )�س(  �ص على ال�صورة   2( ا�شتق الطرفين واكتب 
�س. �ص بدلًا من  هـَ )�س(  �ض �ص بدلًا من هـ )�س(، وعوّ�ض  3( عوِّ

4( �أي مقدار يبقى بدلالة �س بعد عملية التعوي�ض والتب�سيط، اكتبه بدلالة �ص.
5( اح�سب التكامل الناتج بعد عملية التعوي�ض بدلالة �ص.

6( �أعد كتابة ناتج التكامل بدلالة �س.
2

1

 

�س  جد   �س3   3    3�س4 + 4  
الحل 

�س �ص = 12�س3  افر�ض �ص = 3�س4 + 4   ،     
�ص    1

3 1 )�ص(
�س =   12 1   3  3�س4  + 4 )12�س3(  

�س  =   12   �س3   3     3�س4 +4   

1    3   )3�س4  + 4(4  + جـ
4  + جـ =  16

3 �ص3
4   *  1

12  =
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3

4

�س    
6�س - 9

)�س2  -3�س +1(3 جد  
الحل

�س  �ص = )2�س- 3(  افر�ض �ص = �س2 – 3�س + 1 ومنه  

�س     
3)2�س- 3(

)�س2  - 3�س +1(3 �س =      
6�س-9

)�س2  - 3�س + 1(3   

�ص �ص =  3�ص-3     3
)�ص(3 �س  =     * )2�س- 3(  3

)�س2  - 3�س + 1(3    =

 + جـ
3-

2)�س2  -3�س+1(2  + جـ = 
3)�س2  - 3�س +1(-2

2-  + جـ = 
3�ص-2

2-  =

1
جد كلًاّ من التكاملات الآتية:

�س    �س               2(  )�س  + 3(  5  �س2 +6�س - 4   1(   �س2 )6�س3 +5(3 

�س     
10�س- 5

3    )�س2  - �س +1(2   )3

�س جد  �س3 )�س2  + 4(6 
الحل

 					    �س �ص = 2�س  افر�ض �ص = �س2 + 4 ، ومنه  

لماذا؟ 			  �س( 1  �س2 )�ص(6  )2�س *  
2 �س =      �س3 )�س2 + 4(6 

تعوي�ض و تب�سيط 								       �ص 1  �س2  )�ص(6  
2    

لاحظ هنا بعد التب�سيط بقي المتغير �س؛ لذا نعود �إلى الفر�ض لكتابة المتغير �س بدلالة المتغير �ص    
ومنه �س2  = �ص – 4
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تعوي�ض و تب�سيط 			ص  � 1  )�ص7  -4�ص 6(  
2 �ص =     1  )�ص  - 4(�ص6    

2    

�إجراء التكامل 			  4�ص7    ( + جـ
7 �ص8   -  

8   (  1
2   =                                            

2)�س2 + 4(7    + ج	ـ            كتابة الناتج بدلالة �س
7 )�س2 + 4(8   -    

16    =                                             

2
جد كلًّا من التكاملات الآتية:

�س  �س                                     2(   2�س5 )�س2  + 5(4   1(   �س7        �س4  -3  

5

�س  )�س + 1(9   
�س11   جد    

الحل 

لماذا؟ 		 �س   
 )�س +1(9

�س  على ال�صورة    �س9 * �س2    )�س + 1(9   
�س11   اكـتب   

�س     

�س + 1  (9
�س    (     

�س2     

تب�سيط الطرفين وا�شتقاقهما 		 �س     1- 
�ص=   �س2        ،  1 

�س     �س+1   ،  �ص= 1+  
�س    افر�ض �ص= 

تعوي�ض و تب�سيط �	ص -�ص9  �س =    1-
*   �س2

 �س + 1 (9
�س    ( - �س =      

�س + 1  (9
�س    (     

�س2     

					 �إجراء التكامل    + جـ
- �ص10

  10 =                                

كتابة الناتج بدلالة �س 				   + جـ
�س +1   (10

�س        ( -
  10 =                                



268

 

6

3
جد كلًّا من التكاملات الآتية:

�س   �س                                2(  �س2    3   �س7  + 5�س3      
)2�س +1(5

�س7     )1

�س   �س                          4(   )7�س5 - 2�س(3   3(  3   4�س5  + 2�س3    

حُلُّ مثال )5( بطريقة �أخرى وذلك ب�إخراج �س عامًال م�شتركًا.          
فكر وناق�ش

�س جا2�س    
  1 + جتا2�س

   π 
2

0
جد 
الحل

افر�ض �ص = 1 + جتا2�س 
�س             متطابقة جا2�س = 2جا�س جتا�س  �ص = - جا2�س   �س ،     �ص= -2جا�س جتا�س     

وبما �أنَّ حدود التكامل بدلالة �س؛ �إذن يلزم تغييرها بحيث ت�صبح بدلالة �ص
عندما �س= 0 ف�إنََّّ �ص = 1 + جتا2 )0( = 2

1= )   π 
2  π      ف�إنََّّ �ص = 1 + جتا2 )

2 عندما �س = 

�س -1      * -جا2�س  
  1 + جتا2�س

   π 
2

0
�س    =   جا2�س       

 1+ جتا2�س
   π 

2

0
 

]    1 
2 �ص =  -2�ص    

 
   1-

2    -  �ص
   1

2
�ص =      1-

                  �ص
1

2
 =            

2- 2  2=  ) 2  - 1  (2- =   
1

2
                                                                                                     =                 -   2  �ص [

2

1
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4
جد كلًّا من التكاملات الآتية:

�س     
)�س + 1(5

�س7  
2

1
�س            2(    �س    �س2 +  9  

4

0
 )1

7

8

�س جد    قا2 2�س * هـ ظا2�س  
الحل

�س �ص= )2قا2 2�س(   افر�ض �ص= ظا2�س ، ومنه   

�ص 1 هـ�ص  
2 �س(  =     1 هـ ظا2�س )2قا2 2�س* 

2 �س=     قا2 2�س * هـ ظا2�س   

1 هـ ظا2�س  + جـ  
2 1 هـ�ص + جـ  =   

2   =

�س  جد  )�س + 3( قتا2)�س2 + 6�س-4(  
الحل

�س �ص= )2�س + 6(   افر�ض �ص= �س2  + 6�س - 4  ،  ومنه   
�س( 1 قتا2)�س2 + 6�س- 4()2)�س + 3(  

2 �س=    )�س + 3( قتا2)�س2 + 6�س - 4(  

-1  ظتا)�س2 + 6�س- 4( + جـ
2 -1  ظتا�ص+ جـ  =   

2 �ص=    1 قتا2 �ص  
2   =

ناق�ش مع زملائك �إيجاد التكامل غير المحدود في مثال )6(، ثم جد قيمة التكامل المحدود 
لقيمة �س، وقارن �إجابتك.

فكر وناق�ش
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9

�س  جد   جا4 �س جتا3 �س  
الحل

�س   �ص = جتا �س    افر�ض �ص = جا�س،  ومنه 
�ص �س( =  �ص4جتا2�س   �س=   جا4�س جتا2�س)جتا�س *     جا4�س جتا3�س  

�س جد    جا3 2�س جتا5 2�س  
الحل

�س �ص= -2جا2�س     افر�ض �ص = جتا2�س ،  ومنه  
�س( -1 جا2 2�س جتا5 2�س  )-2جا2�س  

2 �س =        جا3 2�س جتا5 2�س   
�ص -1  )1 - جتا2 2�س( �ص5  *  

2 �ص =       -1  )جا2 2�س(�ص5 *  
2     

لاحظ هنا: بَعد التب�سيط بقي المتغير �س؛ لذا نعود �إلى الفر�ض لكتابة المتغير �س بدلالة المتغير �ص ،
�ص -1 )�ص5- �ص7(  

2 �ص =       -1  )1- �ص2( * �ص5  
2       

  + جـ                                                   
)جتا2�س(6 

12    -  
)جتا2�س(8 

16 �ص8    ( + جـ = 
8 �ص6    -    

6   ( 1-
2   =

10

في مثال )9( افر�ض �ص= جا2�س، وناق�ش الحل مع زملائك، وقارن �إجابتك.
فكر وناق�ش

5
جد كلًّا من التكاملات الآتية:

�س   �س            2(  �س  ظا2)�س2 + 5(  )�س2 + 1( جا)�س3 + 3�س + 1(   )1

�س  
�س3 هـ

�س2  
2

1

 )3
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هل يمكن حلُّ  مثال )10( من خلال فر�ض �ص = جتا�س ؟ برر �إجابتك.
فكر وناق�ش

�س  �س=  جتا2�س جا2�س جا2�س    جتا2 �س جا4�س  

�س   لماذا؟ 1 )1-جتا2�س(  
2 1 جا2�س(2 * 

2 �س=  )  =  )جتا�س* جا�س(2 جا2�س  

�س 1 جا22�س جتا2�س  
8 �س-   1 جا22�س 

8 �س=  1  )جا2 2�س- جا22�س جتا2�س(  
8    =

�س 1 جا22�س  
8  �أولًا جد    

1 )1-جتا2�س(
1 جا4�س( +جـ       متطابقة جا2�س=  2

4 1 )�س -  
�س=  16 1 )1- جتا4�س(  

16  =

1 جا4�س( +جـ    .......  1 
4 1 )�س-  

�س =   16 1 جا22�س 
8    ∴

�س  1 جا22�س جتا2�س  
8 ثم جد   

�س �ص = )2جتا2�س(   افر�ض  �ص=جا2�س، ومنه  

لماذا؟ 		 �س( 1 جا22�س * )2جتا2�س   
�س =   16 1 جا22�س جتا2�س   

8   

 جا3 2�س   + جـ   
48   + جـ =  

�ص3
48 �ص =   1 �ص2 

16  =

�س جد   جتا2 �س جا4�س  

11

الحل

			ص           لماذا؟  � �ص =  �ص4 )1 - �ص2(   = �ص4 )1 - جا2�س( 

 + جـ  
)جا�س(7 

7  +  
)جا�س(5 

5     + جـ =  
�ص7 

7     -   
�ص5 

5 �ص =     = )�ص4 - �ص6( 

لاحظ هنا بعد التب�سيط بقي المتغير �س؛ لذا نعود �إلى الفر�ض لكتابة المتغير �س بدلالة المتغير �ص.
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6
جد كلًّا من التكاملات الآتية:

�س جتا 2�س     
قتا5 2�س  �س                                 2(    1(  ظا35�س قا2  3�س  

�س          �س                                                 4(  جا4 5�س جتا3 5�س    3(  جا3�س  

تحدّث �إلى زملائك عن كلٍّ مما ي�أتي:
1( لماذا �سُميت طريقة التكامل ال�سابقة التكامل بالتعوي�ض؟

2( متى ت�ستخدم طريقة التكامل بالتعوي�ض؟

   تحدّث

 جا3 2�س  + جـ    .......  2 
48 �س=   1 جا22�س جتا2�س  

8   ∴

 جا3 2�س   + جـ
48 1  جا4�س( -   

4 1 )�س -  
�س =  16 1 جا22�س جتا2�س  

8 �س -   1 جا22�س  
8 �إذن:  

 جا3 2�س  + جـ
48 1 جا4�س( -  

4 1 )�س-  
�س =  16  ومنه  جتا22�س جا4�س  
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1( جد كلًا من التكاملات الآتية:

�س  2�س- 3 
2�س2-6�س-5

�س               ب(  ) �س+3(   �س2 + 6�س  
2

0
�أ   ( 

�س  7
�س2-4�س+4

4

3

�س            د  (   2
)4�س2-20�س+25( 7

جـ( 

�س )5 +    �س (7    
�س                                   و (    �س       

   1 
�س  ظتا2 

�س2  هـ( 

�س     1
�س

  �س    1+ لــوهـ
هـ3

1

�س                       ح(     
 2�س +1 

1     �س 
�س2 ز (   

�س   
�س3

)�س+1(5
�س                                     ي(   ط(  هـ            

�س  جتا3�س)1+حا�س(7  �س                             ل (      1+    3 - 
4 ك (  3   �س

�س       �س2 ق)�س3( 
2

1
�س=18 ؛  فجد قيمة  ق)�س( 

8

1
2( �إذا كان  

�س     3جتا)2�س( ق)جا2�س( 
   π 

4

0
�س=8 ؛  فجد قيمة ق)�س( 

1

0
3( �إذا كان  

4( جد كلًّا من التكاملات الآتية:

�س  
�س3

)�س9+2(3
 

2

0

�س                              ب(  هـ جا�س+ لــــوهـ  جتا�س   �أ   ( 

�س  جا�س   جا2�س + 4  
قا �س �س                              د (   1 - ظا2�س     

جـ(     جتا2 �س

�س3+2لو�س
             هـ
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�س جتا4�س   �س                          و (   هـ(  قتا4 6�س ظتا3 6�س  

�س    �س                                ح(   جا2�س* هـجتا2�س     
جا2�س

ز (   )1 + جتا2�س(5 

�س �س                                ي(   قا4�س     
3    �س 

طـ(   5 - �س 3   �س  

�س     
3   ظتا�س + 3

2 - 2جتا2�س   �س                              ل(            1
�س ) 2 +    �س (  ك(         

�س                   جتا�س- جتا3�س  
   π 

2

0
�س                     ن(  م (         جا�س)1 + جتا2�س(5   

�س         �س                        ع (    جتا2�س)جا�س - جتا�س(8    
2�س +1
�س            

1
�س 2   �س(  

                

�س =    
      

 )�س-1(ن
�س ن+2   

1
 
 

  
   1 

2

5( �أثبت �أنَّ     

 6( اكتب الفر�ض المنا�سب لإيجاد كلٍّ من التكاملات الآتية؛ بطريقة التكامل بالتعوي�ض )دون 
�إجراء التكامل(:

�س   �س                            ب (         جتا5�س جا7�س   �أ   (         جتا10�س جا7�س  

�س      �س                                د   (         ظا3�س قا5�س   جـ(         ظا5�س قا4 �س  

�س   �س                                و (         ظتا7�س قتا4�س   هـ (         ظتا6�س قتا4�س  

، حيث ن عدد فردي

، حيث ن عدد زوجي  

1-
 ن  +1 

1
 ن +1 



275

التكامل بالأجزاء 
Integration By Parts   ثانيًا

ن�شاط  
�أجب عن كلٍّ مما ي�أتي:

1( بّني �أنَّ م)�س( = �س جا�س + جتا�س  معكو�س لم�شتقة الاقتران ق)�س( = �س جتا�س

�س �س جتا�س   2( جد  
�س ثم جد قَ ، هـ 3( افر�ض ق= �س ،  هـَ = جتا�س  

4( اكتب ناتج التكامل في )2( با�ستخدام الرموز في )3( ماذا تلاحظ؟

�س 2�س جا�س   جد  

�إذا كان ق، هـ اقترانين قابلين للا�شتقاق بالن�سبة �إلى المتغير �س ف�إنََّّ : 
)ق)�س( * هـ)�س((َ  =  قَ)�س( * هـ)�س( + ق)�س( * هـَ )�س(  

�أي �أنَّ  ق)�س( * هـَ )�س( = )ق)�س( * هـ)�س((َ - قَ)�س( * هـ)�س(
وب�إجراء التكامل للطرفين بالن�سبة �إلى �س يكون :

�س �س -  قَ)�س( * هـ)�س(  )ق)�س( * هـ)�س((َ   �س =      ق)�س( * هـَ )�س(  
�س ق = قَ)�س(   �س  ،     هـ = هـَ )�س(   لكن  

   : �أي �أنََّّ

1

تعميم

ق هـ  = ق * هـ -   هـ  *     ق * 
 وتُ�سمى هذه بقاعدة التكامل بالأجزاء
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�س                         هـ = - جتا�س                                                    �إجراء التكامل    هـ  = جا�س 
هـ = ق*هـ -  هـ *  ق     با�ستخدام القاعدة :     ق*  

�س �س   =2�س × - جتا�س -   -جتا�س * 2 ف�إنََّّ      2�س جا�س 

�س                                         = - 2�س جتا�س +    2جتا�س  
                                        = -2�س جتا�س + 2 جا�س + جـ

�س  جد    �س *  هـ3�س 
الحل

افر�ض         
�س  ق =   ق = �س                                       

1 هـ3�س  
3 �س                           هـ =   هـ = هـ3�س    

ق     وبا�ستخدام القاعدة :       ق*  هـ = ق * هـ  -  هـ * 

�س 1 هـ3�س  
3 1 هـ3�س -   

3 �س = �س ×     �س *  هـ3�س 

1 هـ3�س + جـ 
9 1  �س هـ3�س  -  

3   =                             

2

1
جد كلًّا من التكاملات الآتية :

�س  �س                       2(   �س جا5�س    1(  �س جتا�س  

�س �س              4(   �س قا2�س    3(  )2�س - 3( هـ�س 

الحل
افر�ض

�س                                                  ا�شتقاق ق = 2   ق = 2�س                                    
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�س    لـــوهـ�س  
ه2ـ 

  هـ
جد 
الحل

افر�ض
�س     1

�س ق =   ق = لـــوهـ�س                                                 
�س                                                    هـ = �س    هـ =   

ق هـ = ق * هـ -  هـ *   وبا�ستخدام القاعدة :   ق*  

�س     1
�س* �س

ه2ـ 

  هـ
  -  

2ـ ه

�س   =  لـــوه ـ   �س × �س [هـ  لـــوهـ�س  
ه2ـ 

  هـ
 

�س
ه2ـ 

  هـ
 
 
 -  

2ـ ه

                              = �س لـــوه ـ   �س   [هـ
                             = )هـ2 * لـــوهـهـ2( - )هـ  * لـــوهـهـ ( - )هـ2 - هـ( = هـ2

ق  ق *  هـ = ق* هـ -   هـ  *  

�س    1 جا2�س( 
2 1 )�س +  

2 1 جا2�س( -   
2 1 )�س +  

2 �س = �س ×      �س جتا2�س  

1  جتا2�س( + جـ
4 1 �س2 -  

2   ( 1
2 1 جا2�س( -  

2 1 �س )�س +  
2   =                             

4

الحل
افر�ض

�س  ق =   ق = �س                                                                       
1 جا2�س(

2 1 )�س +  
2 �س           هـ =  1 )1 + جتا2�س( 

2 �س =       هـ = جتا2�س   

3

�س جد   �س جتا2�س 
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�س  جد   �س2 جا�س 
الحل

افر�ض
�س   ق  = 2�س    ق  = �س2                                      

�س                              هـ = - جتا�س  هـ = جا�س  
ق     وبا�ستخدام القاعدة :      ق *   هـ = ق * هـ -  هـ * 

�س 2�س جتا�س   �س= - �س2 جتا�س +    �س2 جا�س  
للآخر؛   م�شتقة  �أحدهما  لي�س  اقترانين  تكامل حا�صل �ضرب  يمثل  �س   2�س جتا�س  �أنَّ   لاحظ 

لذلك ا�ستخدم التكامل بالأجزاء مرة �أخرى.
افر�ض

�س    ق  = 2    ق   = 2�س                                     
�س                              هـ = جا�س هـ = جتا�س 

�س �س =   2�س جا�س -  2جا�س   2�س جتا�س    
وعليه ف�إنََّّ 

�س 2جا�س   �س = - �س2 جتا�س + 2�س جا�س  -     �س2 جا�س  
                           = - �س2 جتا�س + 2�س جا�س + 2 جتا�س + جـ 

5

2
جد كلًّا من التكاملات الآتية:

�س  �س                2(  �س لــوهـ�س3   1(  �س جا2 �س  

�س  
�س 

�س              4(   1- جتا2�س  3�س جا�س  
   π 

2

0
)3
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4
جد كلًّا من التكاملات الآتية:

�س   �س                                2(   �س2جتا4�س   1(  �س3 هـ�س  

�س �س                4(   �س2 )2�س + 1(5  3(  )�س2- �س( جا2�س  

 )Tabular Method( بطريقة �أخرى ت�سمى طريقة الجدول )ويمكن حل مثال )5
�س  وفي ما يلي تو�ضيح لخطوات هذه الطريقة:لحل    �س2 جا�س  

: ق = �س2     ، ل)�س( = جا�س على فر�ض �أنَّ
1( ا�شْتَقَّ الاقتران ق عدة مرات حتى تح�صل على ) 0 (, و�أدرج النتائج في العمود الأول كما في الجدول التالي.
2( �أجرِ التكامل للاقتران ل)�س( بعدد مرات تفا�ضل )ق(، و�أدرج النتائج في العمود الثاني من الجدول.

3( ار�سم �أ�سهمًا من مدخلة العمود الأول �إلى المدخلة 
الثانية للعمود الثاني ب�شكل قطري.

4( �ضع �إ�شارة + و – بالتناوب على الأ�سهم بدءًا بـ ) + ( 
5( وبذلك يكون الناتج النهائي كما يلي :

�س= �س2 × – جتا�س – 2�س × – جا�س + 2 × جتا�س + جـ      �س2 جا�س  
                              = – �س2 جتا�س + 2�س جا�س + 2 جتا�س + جـ 

ملاحظة: حالات ا�ستخدام طريقة الجدول
حا�صل �ضرب اقترانين �أحدهما كثير حدود، والاقتران الآخر على �إحدى ال�صور الآتية:

1( جا �أ �س          2( جتا �أ �س           3( هـ�أ �س               4( ) �أ�س + ب (ن ، ن≠ - 1، �أ≠�صفرًا

3
جد كلًّا من التكاملات الآتية :

�س  �س                  2(  �س )لــوهـ�س(2   1(  �س2 هـ�س  

هـ )�إجراء التكامل(ق)�إجراء التفا�ضل(
جا�س�س2
– جتا�س2�س

– جا�س2
جتا�س�صفر

+

+
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افر�ض
�ص         1

3 ق =  1 �ص                                 
3 ق=  

�ص                         هـ = جا�ص  هـ = جتا�ص  

�ص   1 جا�ص  
3 1 �ص × جا�ص –  

3   = �	ص 1 �ص جتا�ص  
3    

1 جتا�ص + جـ
3 1 �ص × جا�ص  +  

3   = 				  

1 جتا �س3 + جـ
3 1 �س3 × جا �س3 +  

3   = 				  

5
جد كلًّا من التكاملات الآتية:

�س     �س                                2(   جا2�س هـجا�س   1(  قا2�س هـ ظا�س  

�س  3قا4�س لو هـظا�س  
   π 

3
 
 

  
   π 

4

�س                           4(  3(  جتا   2�س + 1  

�س  �س5 جتا�س3   جد    
الحل

�س  �ص = 3�س2   افر�ض �ص = �س3  ، ومنه   
�ص 1 �ص جتا�ص  

3 �س( =    1 �س3 جتا�س3 )3�س2  
3 �س=    �س5 جتا�س3   

�ص   1 �ص جتا�ص  
3   والآن ا�ستخدم طريقة التكامل بالأجزاء لإجراء تكامل المقدار    

6
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تحدّث �إلى زملائك عن كلٍّ مما ي�أتي:
1( لماذا �سُميت طريقة التكامل بالأجزاء بهذا الا�سم؟

2( متى ت�ستخدم طريقة التكامل بالأجزاء؟

   تحدث

�س  هـ2�س جا�س    جد    
الحل

ق= 2هـ2�س  افر�ض ق = هـ2�س                                   
�س                        هـ = - جتا�س   هـ = جا�س                

�س  تكامل بالأجزاء( هـ2�س جتا�س    �س        )  �س= -هـ2�سجتا�س + 2  هـ2�سجتا�س   هـ2�س جا�س     

�س( هـ2�س جا�س                               = -هـ2�سجتا�س + 2)هـ2�سجا�س -2 

1 هـ2�س جتا�س + جـ
5 2 هـ2�س جا�س -  

5 �س=  هـ2�س جا�س    ومنه 
حل مثال )7( بطريقة �أخرى.

7
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1( جد كلاًّ من التكاملات الآتية:

�س  �س                 ب(   �س2 لــوهـ �س    )2�س + 1( جتا 3�س  
   π 

0
�أ   ( 

�س  �س جا �س     
�س                         د  (    جتا3 �س   5�س   �س + 3  

1

   
2       -

جـ( 

�س  
�س 

هـ2�س
�س                        و (    هـ(  قا2�س لـوهـ ظا�س  

�س   
�س                                ح(  جتا�س   لــوهـ جا�س   جتا  3    �س    ز  ( 

�س  �س               ي (  هـ �س جتا3�س   ط (  �س)جا�س + جتا�س(2  

�س  ) �س2 - 2�س(    �س + 3   �س                       ل (   لــوهـ )�س + 3(     
�س+3

ك (  

�س �س                       ن (   2 هـ�س  جا�س جتا�س    
م  (  قا2�س لــوهـ جا�س  

�س  
�س   هـ �س

)1 + �س(2  �س                   ع (    
�س(  )�س3 + 2�س( هـ�س   

�س       �س قَ)�س( 
2

1
�س = 3   ،  ق)1( = 5  ،  ق)2( = 8 ، فاح�سب قيمة  ق)�س( 

2

1
2( �إذا كان  

3( �إذا كان ق اقترانًا قابًال للا�شتقاق على مجموعة الأعداد الحقيقية ح  وكان 
�س    �س5   قَ)�س3 + 1( 

1

0
�س = 10 ،  ق)2( = 3  ،  ق)1( = -1 ، فجد قيمة  ق)�س( 

2

1
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التكامل بالك�سور الجزئية 
Integration by Partial Fractions   ثالثًا

ن�شاط  
�أجب عن كلٍّ مما ي�أتي:

 2
1( بّني �أنَّ م)�س( = لـــوهـ |�س-1 |- لـــوهـ |�س+1 | معكو�س لم�شتقة الاقتران ق)�س(  =  �س2 -1 

�س   2
 2( جد     �س2 -1 

2
�س2 -1  ئ الك�سر    3( جزِّ

4( جد تكامل المقدار الناتج من تجزئة الك�سر في )3(، ماذا تلاحظ؟

�س    2
جد     �س2 -4 

الحل

2                                                تحليل المقام 
2 =  )�س - 2( )�س  + 2( 

   �س2  - 4 

ب   
�أ  +  �س +2 

2 =   �س -2 
افر�ض :  )�س -2( )�س +2( 

 �أ )�س +2( + ب)�س - 2(         توحيد المقامات 
                                                    =  )�س - 2( )�س + 2( 

: من هذه الم�ساواة يمكنك ا�ستنتاج �أنَّ
2=  �أ )�س + 2( + ب)�س - 2(                                                        ت�ساوي ك�سرين لهما المقام نف�سه 

يمكنك �إيجاد �أ ، ب بتعوي�ض قيم محددة لـ �س، ولتكن �أ�صفار المقام
 1

2 عندما �س = 2 ← 2= 4 �أ ←  �أ =  

1
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�س                                       2
�س =   )�س -2( )�س +2(    2 

ومنه    �س2 -4 

�س     
1
2  

�س -    �س +2        
1
2  

                                   =   �س -2 

1 لـــوهـ|�س + 2| + جـ
2 1 لـــوهـ|�س-2| - 

2  =                                   

وت�سمى عملية �إجراء التكامل على هذا النحو بالتكامل بالك�سور الجزئية 

1
�س   5

�س2 - 4�س + 3   جد  

2

�س 4�س - 1  
�س2 + �س - 2  

4

2
 جد   

ملاحظة
1( عند تجزئة الاقتران الن�سبي يجب �أن تكون درجة الب�سط �أقل من درجة المقام.

2( عند تجزئة الاقتران الن�سبي يجب �أن يكون مقام كل من الاقترانات الجزئية عاملًا من عوامل 
مقام الاقتران الأ�صلي.

ثم  الطويلة  الق�سمة  ب�إجراء  نقوم  المقام,  ت�ساوي درجة  �أو  �أكبر من  الب�سط  �إذا كانت درجة   )3
ئ الك�سر.  نجزِّ

4( �سنناق�ش في هذا الدر�س اقترانات ن�سبية مقامها من الدرجة الثانية، ويمكن تحليله.

 1-
2 عندما �س = -2 ← 2= -4 ب ←  ب =  
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ب 
�أ  +  �س + 2  

4�س - 1 =  �س -1  
)�س -1( )�س + 2(   4�س-1  =

�س 2 + �س - 2  

4�س – 1 = �أ ) �س + 2 ( + ب) �س – 1( 
بتعوي�ض �س = 1      ,    تجد �أنََّّ  �أ  = 1

بتعوي�ض �س = - 2  ،   تجد �أنََّّ ب = 3
�إذن 

�س   3
�س + 2  

4

2
�س +     1

�س -1  
4

2
�س =    4�س -1  

�س 2+ �س - 2  
4

2
  

 
4

  + 3لــوهـ|�س + 2| [2
4

= لــوهـ|�س - 1| [2
 81

8 = لــوهـ3- لــوهـ1 + 3  لــوهـ6 - 3 لــوهـ4= لــوهـ  

�س 2�س2+  3  
جد   �س2- �س   

الحل                                                                                       
لاحظ �أنََّّ درجة الب�سط ت�ساوي درجة المقام؛ لذلك                

 �أجرِ عملية الق�سمة الطويلة؛ كما هو مو�ضح جانبًا             

2�س+  3                                      
2�س2+  3 = 2 +  �س2- �س   

 �س2- �س   

2�س+  3  
ئ الك�سر  �س2- �س    جزِّ

ب   
+  �س-1  �أ

2�س+  3 =   �س 
2�س+  3 =  �س)�س - 1(   

 �س2- �س   

2
�س �س - 13  

2�س2 - 7�س + 3   جد   

3

2�س2       + 3
-2�س2- 2�س  
2�س +  3

�س2-�س
2

الحل
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  2�س +  3 = �أ )�س - 1( + ب �س
بتعوي�ض �س = 0    تجد �أنَّ �أ  = - 3

بتعوي�ض �س = 1  تجد �أنَّ ب = 5 

�س  
5

�س +    �س -1    3-
�س +     �س   �س =  2  2�س2 + 3 

�إذن     �س2- �س    

                                        = 2�س- 3لــوهـ|�س| + 5لــوهـ|�س-1| + جـ

3
جد كلًّا من التكاملات الآتية:

�س     
�س3 + �س 
      �س -1   

3

 
2
�س            2(     

�س 2 + �س  + 5  
1(   �س 2 + �س   

4

�س   2
 جد    �س - 3  �س   - 4  

الحل
�س                          ا�شتقاق �ضمني  �ص =  افر�ض �ص =   �س  فتكون �ص2 = �س   ،  ومنه 2�ص 

�ص     
4�ص

�ص2 - 3�ص-4   �ص =  2 * 2�ص 
�س =   �ص2 - 3�ص -4     2

  �س - 3  �س   - 4  

�س فكانت �إجابة كلٍّ منهما كما ي�أتي: 2�س2  
 قام كلٌّ من �أحمد وعلي ب�إيجاد    �س2 -1    

�أحمد : 2�س +  لـــوهـ|�س -1|  -  لـــوهـ|�س +1| + جـ
عــلي : لـــوهـ|�س - 1|  -  لـــوهـ|�س + 1| + جـ 

ناق�ش: )�أيّ منهما �إجابته �صحيحة( . مبررًا  �إجابتك. 

فكر وناق�ش
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�س 4�ص 
ا�ستخدم الك�سور الجزئية لإيجاد  �ص2 - 3�ص - 4  

ب
�أ   +   �ص+ 1 

4�ص  =    �ص - 4 
4�ص   =  )�ص- 4 ()�ص + 1(  

 �ص2 - 3�ص - 4  

4�ص =  �أ ) �ص + 1( + ب) �ص - 4(

  4
16           عندما �ص = -1 ف�إنََّّ ب =   5 

عندما �ص= 4 ف�إنََّّ  �أ =   5 

�ص  
 4
  5

�ص +    �ص + 1    
 16
  5

�ص =    �ص - 4   4�ص 
   �س2 - 3�ص  -4  

5  4   لــوهـ|�ص+1| +  جـ 16   لــوهـ|�ص-4|  +   
  5   =                                          

5  4   لــوهـ|   �س + 1| +  جـ 16   لــوهـ|   �س - 4| +   
  5   =                                          

�س   
8هـ�س   

 جد   هـ2�س - 16   
الحل

�س �ص =  هـ�س     افر�ض �ص = هـ�س     ،    ومنه   
�ص      

   8
�س =     �ص2  - 16      * هـ�س   

   8
�س =    )هـ�س(2- 16      

8هـ�س   
   هـ2�س - 16   

ب 
�ص+4   �أ  +

�ص-4   =   
   8

  =   )�ص -4()�ص+4(   
   8

 �ص2  - 16   

8= �أ)�ص+ 4( + ب)�ص- 4( 

عندما �ص= 4 ف�إنَّ �أ =1         ،        عندما �ص= -4 ف�إنَّ ب = -1

�ص     
   1-

�ص +     �ص  + 4       
   1

�ص   - 4    �ص =          
   8

    �ص2  - 16   

= لـــوهـ|�ص-4|- لـــوهـ|�ص+4| + جـ = لـــوهـ|هـ�س   -4| - لـــوهـ|هـ�س  + 4| + جـ

5
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4
جد كلًّا من التكاملات الآتية:

�س    
  3   �س  - 1  

3  �س2 - 4    �س                     2(       
قا2�س    

1(   5ظا2�س - 3ظا�س- 2   

�س     
  �س  + 1 - 1  

�س + 1 + 1    
3

0
 )3

تحدث �إلى زملائك عن كلٍّ مما ي�أتي :
1( لماذا �سُميت طريقة التكامل ال�سابقة بالتكامل بالك�سور الجزئية؟

2( متى ت�ستخدم طريقة التكامل بالك�سور الجزئية؟

   تحدث
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جد كٍّال من التكاملات الآتية:

�س    
2�س  

 �س2 - 4�س- 12   
3

1
�س                        2(     

  7
   1(    �س 2 - 3�س -10   

�س �س 3 + 4�س - 8  
�س                          4(    �س2- 9 |1 - �س|  

�س2 - 5�س + 6   
1

1-
  )3   

�س  
ظا�س 

�س                     6(      25 - )لــوهـجتا�س(2  
3�س 2+ 3  

 3�س2 - �س -4
1

0
   )5   

�س  
هـ3�س 

2ـ�س  - 3هـ�س     - 4 �س                                       8(       ه  
 1

   7(   هـ�س+ 1

�س  
جتا�س 

�س                                  10(      1 + 3جا�س - جتا2�س    
�س 

 �س - 4
16

9
   )9   

�س   �س 
�س                         12(     �س4 + �س2 11(     لــوهـ )�س2 - 9( 

�س  
�س - 2  + 1 

                               14(      4�س -  8 - 2
�س

 �س - 3   �س  + 2
16

9
   )13

�س قا2�س  
�س                                    16(      5- قا2�س 15(      1- هـ�س  

   
�س

�س )لــوهـ�س(2 - 4�س �س                            18(        جتا�س  
 8 + جتا2�س

   π 
2
 
 

  
0
   )17
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تطبيقات التكامل
Applications of the Integral الفصل الثالث

الـمـ�ساحة 
Area 

أولًا  

  ت�ستخدم التكامل لإيجاد م�ساحة المنطقة المح�صورة بين ثلاثة منحنيات على الأكثر.
  تـحلّ معادلات تفا�ضلية.

  تـحلّ م�سائل في مواقف حياتية تت�ضمن علاقات �ضمنية.

ال�شكل )4-10( يمثل الواجهة الأمامية لأحد المباني
و�شكل المدخل لهذا المبنى يمثله منحنى 

المنطقة  لدهان  الكلية  التكلفة  ما   ، �س2 
  2  -8 = ق)�س( 

الملوّنة باللون الأزرق؛ �إذا علمت �أنَّ �سعر الدهان للوحدة 
المربعة )40( قر�شًا؟ 

الدر�س  �أو دائرة، وفي هذا  �سابقًا ح�ساب م�ساحة منطقة م�ستوية على �شكل م�ضلع  تعلمت 
�ستتعلم كيفية ح�ساب م�ساحة منطقة مح�صورة بين �أكثر من منحنى لا يمكن ح�سابها بالطرق المعتادة.

�إيجاد م�ساحة منطقة  مح�صورة بين منحنى اقتران ومحور ال�سينات

اعتمادًا على ال�شكل )4-11( الذي يمثل منحنى الاقتران 
ق)�س( = 2�س + 5 في الفترة ]-1 ، 3[ 

�أجب عن كلٍّ مما ي�أتي:
1( جد م�ساحة المنطقة المح�صورة بين منحنى الاقتران ق ومحور

     ال�سينات والم�ستقيمْني �س =  -1 ، �س = 3

ال�شكل )10-4(

ال�شكل )11-4(

1
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�س |ق)�س(| 

3

1 -
2( جد  

الحل
1( لاحظ �أنََّّ المنطقة المطلوبة على �شكل �شبه منحرف

1  ) مجموع طولي القاعدتين المتوازيتين( × الارتفاع
2  م =  

1  ) ق)-1( + ق)3( ( × ) 3 – ) -1( ( 
2  م =  

1  ) 3 + 11( ) 4 ( = 28 وحدة م�ساحة
2 م =  

   
3

1- �س = �س2 + 5�س [ )2�س+5(
3

1-
�س  =  |ق)�س(| 

3

1-
)2 

28 = ) 5 -1 ( – ) 15 + 9 ( =   
ماذا تلاحظ؟

اعتمادًا على ال�شكل ) 4 – 12 ( الذي يمثل منحنى 
ق)�س( = 2�س – 8 في الفترة ] 2 ، 5[ �أجب عن كلٍّ مما ي�أتي:

1( اح�سب م�ساحة المنطقة المظللة.
�س |ق)�س(| 

5

2
2( جد  

الحل
لاحظ �أنََّّ المنطقة المطلوبة عبارة عن منطقتين، كل واحدة على �شكل مثلث، �إذن

1  × طول القاعدة  ×  الارتفاع
2 م1=  

1  × )4 – 2 ( × 4 = 4 وحدة م�ساحة
2  =    

1  × 1 × 2 = 1 وحدة م�ساحة
2 م2= 

ولكن  م = م1 +  م2
م = 4 + 1 = 5 وحدة م�ساحة

�س  )2�س - 8( 
5

4
�س +  )8 - 2�س(  

4

2
�س =   |ق)�س(| 

5

2
 )2

 
5
4   + �س2 – 8�س [

4
2                               = 8�س – �س2[

ال�شكل )12-4(

2
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اتبع  فترة محددة؛  ال�سينات في  الاقتران ومحور  منحنى  المح�صورة بين  المنطقة  م�ساحة  لإيجاد 
الخطوات الآتية:

1( ار�سم منحنى الاقتران، وحدّد المنطقة المطلوبة.
ئ المنطقة المطلوبة ح�سب موقعها من محور ال�سينات ) فوق محور  2( جد �أ�صفار الاقتران، ثم جزِّ

ال�سينات، تـحت محور ال�سينات(.
3( اح�سب م�ساحة كلِّ منطقة جزئية على حدة؛ با�ستخدام التكامل مع الانتباه �إلى �أنَّ قيمة الم�ساحة 

يجب �أن تكون موجبة.

)32 – 16( – )40– 25( + )4 – 16(– ) 16 – 32( =       
5 =       

ماذا ت�ستنتج؟
لابد �أنَّك لاحظت في المثالين )1( ، )2( �أنَّ م�ساحة المنطقة المح�صورة بين منحنى الاقتران ق 

�س |ق)�س(| 
ب

�أ
ومحور ال�سينات والم�ستقيمين �س = �أ ، �س= ب ،   ت�ساوي 

قاعدة

�إذا كان ق اقترانًا قابًال للتكامل في الفترة ] �أ ، ب[ ف�إنَّ م�ساحة المنطقة ) م ( المح�صورة بين 
�س     |ق)�س(| 

ب

�أ
منحنى الاقتران ق ومحور ال�سينات في الفترة ]�أ ، ب[ تُعطى وفق القاعدة  م = 

ال�شكل )13-4(

3
جد م�ساحة المنطقة المح�صورة بين منحنى الاقتران

ق)�س( = 9 – �س2 و محور ال�سينات على الفترة]0، 4[
الحل

المنطقة المظللة في ال�شكل )4- 13( تمثل الم�ساحة المطلوبة
 

4( اجمع الم�ساحات التي ح�صلت عليها في خطوة )3(، وبذلك 
تكون قد ح�صلت على م�ساحة المنطقة المطلوبة.
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1
جد م�ساحة المنطقة المح�صورة بين منحنى ق)�س( =2-   �س ، وكلٍّ من محوري ال�سينات وال�صادات.

�إذا كان ق)�س( = جا�س ، �س  ]π2 ،0 [ فجد كلًّا مما ي�أتي :
]π2،0[  1( م�ساحة المنطقة المح�صورة بين منحنى الاقتران ق ومحور ال�سينات في الفترة

�س  ق)�س( 
π2

0
   )2
الحل

1( ال�شكل ) 4-14( يو�ضح منحنى الاقتران ق والمنطقة المطلوبة
�س  | ق)�س(|  

π2

0
م = 

�س  | جا�س |  
π2

0
  = 

�س - جا�س  
π2

π
�س+    جا�س  

π

0
  =

  π2
π π   + جتا�س  [

0
= – جتا�س [

)) π(جتا –)π2(جتا ( + ) )(+ جتا)�صفرπ(جتا –( =
= ) 1 + 1( + ) 1 + 1( = 4 وحدة م�ساحة

                       
π2

0
�س = – جتا�س[  جا�س  

π2

0
�س =   ق)�س( 

π2

0
   )2

�س  |ق)�س(|
4

0
م =  

�س  )�س2 - 9( 
4

3
�س +   )9 - �س2(

3

 0
  =   

4

3   -  9�س [
�س3
3   + 

3

0   + 9�س[
- �س3

3   =   

)27  – 9 ( – )36 –  64
3    = )– 9 + 27( -  �صفر + ) 

64 وحدة م�ساحة
3   =   

4

ال�شكل )14-4(

= )– جتا)π 2(+ جتا)0(( = )– 1 + 1( = �صفرًا
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2

3

المح�صورة  المنطقة   )15-4( ال�شكل  يمثل 
بين منحنى الاقتران ق، ومحور ال�سينات في 
الفترة ] �أ ، ب [ ف�إذا علمت �أنَّ م�ساحة المنطقة 
) م1( ت�ساوي ) 8 ( وحدات مربعة، وم�ساحة 
المنطقة ) م2( ت�ساوي ) 5 ( وحدات مربعة 

�س. ق)�س(
ب

�أ
فجد  

جد م�ساحة المنطقة المح�صورة بين منحنى الاقتران ق)�س( = جتا)π�س( ومحور ال�سينات في 
الفترة ]0 ، 2 [

�إيجاد م�ساحة منطقة مح�صورة بين منحنيين

اعتم��ادًا عل��ى ال�ش��كل )4-16( ال��ذي يمث��ل منحن��ى 
ق)�س( = 4 - �س2 ، والم�ستقيم ل)�س( = �س + 2

�أجب عن كلٍّ مما ي�أتي:
1( جد م�ساحة المنطقة )م1( المح�صورة بين  منحنى الاقتران  

      ق ومحور ال�سينات في الفترة ]-2 ، 1[
2( جد م�ساحة المنطقة )م2( المح�صورة بين منحنى الاقتران

     ل ومحور ال�سينات في الفترة ]-2 ، 1[
3( جد قيمة م1 -  م2

�س، ماذا تلاحظ؟ )ق)�س( - ل)�س((  
1

2 -
4( جد قيمة 

ال�شكل )15-4(

ال�شكل )16-4(

5

ناق�ش مع زملائك الإجابات التي ح�صلت عليها في فرعَي مثال )4(.
فكر وناق�ش
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الحل
1( ال�شكل ) 4-17( يو�ضح منحنى الاقتران ق والمنطقة المطلوبة

1

2-] �س3
3 �س = 4�س -   )4- �س2( 

1

2-
      م1 = 

8 (= 9 وحدات م�ساحة
3   + 8 –( –  ) 1

3  – 4( =     
2( ال�شكل ) 4-18( يو�ضح منحنى الاقتران ل والمنطقة المطلوبة

  
1

�س2 +2�س[-2
2 �س =  )�س+ 2( 

1

2-
      م2 = 

1  + 2 ( – ) 2 – 4 ( =  4.5 وحدة م�ساحة 
2 ( =         

3(  م1 – م2  = 9 – 4.5 = 4.5 وحدة م�ساحة 

�س ))4- �س2( - )�س + 2((   1

2  -
�س= )ق)�س( - ل)�س((  

1

2  -
)4

1
2-] �س2

2 �س3 - 
3 �س= 2�س -   ) 2 -  �س2 - �س( 

1

2-
 =     

8 - 2(  = 4.5 وحدة م�ساحة
3   + 4-( – ) 1

2   -  1
3   - 2 ( =     

لابد �أنَّك لاحظت �أنَّ م�ساحة المنطقة المح�صورة بين منحنى 

�س )ق)�س( - ل)�س(( 
1

2-
الاقتران ق والم�ستقيم ل)�س( في الفترة ]-2 ، 1[ هي : 

ال�شكل )17-4(

ال�شكل )18-4(

قاعدة

�إذا كان ق، هـ اقترانين مت�صلين على الفترة ] �أ ، ب[ وكان ق)�س(≤ هـ )�س( لكل �س   ] �أ ، ب[ 

�س      )     ق)�س( - هـ)�س((  
ب

�أ 
ف�إنََّّ م�ساحة المنطقة المح�صورة بينهما في الفترة ] �أ ، ب [ هي: م = 

لإيجاد م�ساحة المنطقة المح�صورة بين منحنيين؛ اتبع الخطوات الآتية:
. 1( جد نقط تقاطع المنحنيْني

د المنطقة المطلوب ح�ساب م�ساحتها. 2( ار�سم منحنى كلِّ اقتران، وحدِّ
3( اح�سب م�ساحة كلِّ منطقة جزئية على حدة با�ستخدام التكامل المحدود.

4( اجمع م�ساحات المناطق الجزئية التي ح�صلت عليها في خطوة )3(، فيكون الناتج الم�ساحة المطلوبة.
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6

7

جد م�ساحة المنطقة المح�صورة بين منحنى الاقتران
ق)�س( =  �س2 ومنحنى الاقتران ل )�س( = 4�س + 5

الحل
جد نقط تقاطع المنحنيين 

 �س2 = 4�س + 5، ومنه �س2 -4�س - 5 = �صفرًا
)�س- 5( )�س + 1( = �صفرًا ،منه �س =5 ، �س= -1

نقط التقاطع هي:)-1،1( ، )25،5( 
]5 ،1-[ لاحظ �أنََّّ ل)�س( ≤ ق)�س( لكلِّ �س  

انظر ال�شكل)19-4(

4
جد م�ساحة المنطقة المح�صورة بين منحنى الاقترانين ق)�س( =  4�س2-3�س ، هـ)�س(=5�س

ال�شكل )19-4(

�س )4 �س+ 5 - �س2(
5

1-
�س=  )ل)�س( - ق)�س(( 

5

1-
م =

) 1
3   +5 - 2( - ) 125

3   - 25+50( =
5

1-] �س3
3   =2�س2 + 5�س- 
  =36 وحدة م�ساحة

جد م�ساحة المنطقة المح�صورة بين منحنى الاقتران ق)�س( =  جتا�س ، والقطعة الم�ستقيمة الوا�صلة 
)0، π

  2
بين النقظتين )1،0( , )

الحل
�ص2 - �ص1  

�س2 - �س1 ،0(: ميل الم�ستقيم =   π
  2

�أولًا جد معادلة الم�ستقيم المار بالنقطتين )1،0(، )

   
  2- 

  π   =  
  1 - 0

   
0 -  

π
  2

  =

 -2  �س  + 1
  π ( ومنه �ص=   π

  2  -2   )�س -  
  π معادلة الم�ستقيم: �ص = 
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انظر ال�شكل )4 – 20(

�س    �س-1( 
  2 
  π  )جتا�س +  

   π 
2

0
�س=   )ق -�ص( 

   π 
2

0
 م =  

( وحدة م�ساحة π
  4   -1( =  

π
2
0
�س2  - �س [

π  = جا�س + 
ال�شكل )20-4(

8

5
جد م�ساحة المنطقة المح�صورة بين منحنى الاقترانين ق)�س( = 1 + جا�س، 

 .] π3
  2  ، π

  2 هـ)�س( = 1 + جتا�س في الفترة ]

جد م�ساحة المنطقة المح�صورة بين منحنيي الاقترانين
] π ، 0 [ ق)�س( = جـا�س، هـ)�س( = جتا�س في الفترة 

الحل
]  π ، 0 [ جد نقط تقاطع المنحنيين في الفترة

   π
  4 بتعوي�ض جا�س = جتا�س ومنها �س =

انظر ال�شكل )4 – 21(

�س    )جتا�س - جا�س( 
   π 

4

0
�س=   )هـ - ق( 

   π 
4

0
م1 =  

(-1=  ) 2  - 1( وحدة م�ساحة 1
2   +  1

2  ( =
π
4

0
     = )جا�س + جتا�س([

 
π

π
4
�س = )-جتا�س - جا�س([  )جا�س - جتا�س( 

π

 
π
4
�س=   )   ق - هـ( 

π

 
π
4
م2 =  

( = )1 +  2  ( وحدة م�ساحة 1
2   -  1

2  -( -  1 =     

�إذن الم�ساحة المطلوبة هي:  م = م1 + م2
ومنه م =  2 –1 + 1 +   2 = 2  2 وحدة م�ساحة

ال�شكل )21-4(
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جد م�ساحة المنطقة المح�صورة بين منحنيات الاقترانات الآتية:
1 �س  ،  ل)�س( = 6 – �س 

2 ق)�س( =  – �س3  ، هـ )�س( =  
الحل

1( ار�سم منحنيات الاقترانات الثلاثة وحدّد المنطقة
المطلوبة انظر ال�شكل ) 4 – 22 (

2( جد نقط التقاطع بين كلِّ منحنيين .
لتجد نقط التقاطع بين ق، هـ:

حُلَّ المعادلة  
1 �س = 0 

2 1 �س ،  �س3 +  
2 – �س3 =  
ومنه �س= 0 

�أي �أنَّّ نقطة التقاطع بين منحنيي الاقترانين ق، هـ هي ) 0 ، 0 ( 
لتجد نقط التقاطع بين ق، ل:

حُلَّ المعادلة :
– �س3 = 6 – �س ، �س3 – �س + 6 = 0 

)�س + 2( ) �س2 –2�س + 3 ( = 0   ومنه �س= – 2    
�أي �أنَّّ نقطة التقاطع بين منحنيي ق، ل هي )– 2 ، 8 (

لتجد نقاط التقاطع بين ل، هـ:

ال�شكل )22-4(

 �إيجاد م�ساحة المنطقة المح�صورة بين  ثلاثة منحنيات
لإيجاد م�ساحة المنطقة المح�صورة بين ثلاثة منحنيات؛ اتبع الخطوات الآتية:

1( ار�سم منحنى كلِّ اقتران وحدد المنطقة المطلوب ح�ساب م�ساحتها.
ئ المنطقة المطلوب ح�ساب م�ساحتها �إلى مناطق جزئية؛ بحيث تكون كلٌّ منها مح�صورة  2( جزِّ

بين منحنيين، �أو منحنى ومحور ال�سينات.
3( جد الإحداثيات ال�سينية لنقط تقاطع المنحنيات مع بع�ضها ومع محور ال�سينات.

4( جد م�ساحة كلِّ منطقة جزئية، ثم جد الم�ساحة المطلوبة بجمع م�ساحات المناطق الجزئية.
9
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ال�شكل )23-4(

حُلّ المعادلة:
1 �س  ومنه �س = 4 

2 6 – �س =  
�أي �أنَّ نقطة التقاطع بين منحنيي ل، هـ هي ) 4 ، 2 (
ئ المنطقة المطلوب ح�ساب م�ساحتها �إلى جز�أين: 3( جزِّ

م1: المنطقة المح�صورة بين منحنيي ل ، ق في ] -2 ، 0[
م2: المنطقة المح�صورة بين منحنيي ل ، هـ في ] 0 ، 4[

4( اح�سب الم�ساحة كما تعملت في الأمثلة ال�سابقة

�س )6 - �س + �س3( 
0

2   -
�س=  )        ل)�س( - ق)�س(( 

0

2-
م1= 

 = �صفر – ) -12 – 2 + 4 ( = 10 وحدات م�ساحة
0

2-] �س4
4 �س2 +  

2     = 6�س- 

�س 3�س ( 
2  - 6   (

4

0
�س=  �س ( 

2 )   6- �س -  
4

0
�س=  ) ل)�س( - هـ)�س(( 

4

0
م2= 

 = )24 – 12( – �صفر = 12 وحدة م�ساحة 
4

0 3�س2 [
4     = 6�س -  

ولكن م  =  م1+  م2   ومنه م =  10 + 12 = 22 وحدة م�ساحة

جد م�ساحة المنطقة المح�صورة بين منحنيات الاقترانات الآتية:
ق)�س( = �س2 – 1  ، هـ)�س( = 1 – �س ، ل)�س( = 3 

6

10
جد م�ساحة المنطقة المظللة في ال�شكل ) 4 – 23( 

 حيث ق)�س( = �س2 – 4 �س
هـ)�س( = 5�س 

 ل)�س( = 5
الحل

جد نقط التقاطع بين منحنيي ل، هـ:
5�س = 5 ←  �س = 1 
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�إذن نقطة التقاطع بين منحنيي الاقترانين ل، هـ  هي:)1 ، 5 ( 
جد نقطة التقاطع بين منحنيي الاقترانين  ل ، ق:

�س2 –4 �س = 5، �س2 –4�س – 5 = �صفرًا،  ) �س – 5 ( ) �س + 1( = �صفرًا 
�س= 5،  �س = – 1 تهمل )لماذا؟( �إذن نقطة التقاطع بين منحنيي ل، ق هي: ) 5 ، 5 ( 

لاحظ �أنَّ : م  =  م1 +  م2  
�س                                    لماذا؟ )- �س2 + 4�س( 

1

0
م1= 

5  وحدة م�ساحة
3   = 2 +  1-

3   =
1
0  + 2 �س2 [

�س3
3   - =    

�س )5 - �س2 + 4�س( 
5

1
�س=  ) ل)�س( - ق)�س(( 

5

1
م2= 

80       وحدة م�ساحة
3   = )2 +   13   - 5( - )50 +  125

3   - 25( =
5
1 �س3 + 2 �س2 [

3    = 5�س - 

85   وحدة م�ساحة
3   =  80

3   + 5
3 ولكن م  =  م1 +  م2   ومنه م = 

7
حُلَّ الم��سألة الواردة في مقدمة الدر�س.

حُلَّ مثال ) 10 ( بطريقة �أخرى، وناق�ش الحل مع زملائك.
فكر وناق�ش
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1( اكتب التكامل المحدود الذي يعبرعن م�ساحة المنطقة المظللة في كلٍّ من الأ�شكال الآتية:

ال�شكل )24-4(

ال�شكل )26-4(

ال�شكل )28-4(

ال�شكل )25-4(

ال�شكل )27-4(

�ص= �س-2

ال�شكل )29-4(
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2   ( جد م�ساحة المنطقة المح�صورة بين منحنى الاقتران ق)�س( = 4�س3 – 4�س ، ومحور ال�سينات .
3   ( جد م�ساحة المنطقة المح�صورة بين منحنيي الاقترانين ق)�س( = 4�س3 – 3�س ، هـ)�س( = 5�س

منحنى ق)�س( ومحور  بين  المح�صورة  المنطقة  م�ساحة  كان ق)�س( = 3�س2 -3، جد  �إذا   )   4
ال�سينات والم�ستقيمين �س= - 3 ، �س= 2 

5  (  جد م�ساحة المنطقة الواقعة في الربع الأول و المح�صورة بين الم�ستقيم �ص = 8�س ، ومنحنى 
الاقتران �ص = 9 – �س2 ومحور ال�سينات.

6  ( جد م�ساحة المنطقة المح�صورة بين منحنيي الاقترانين ق)�س( = جا�س ، هـ)�س( = جا2�س 
الواقعة في الربع الأول.

 ، 2
�س 7   ( جد م�ساحة المنطقة الواقعة في الربع الأول المح�صورة بين منحنى الاقتران ق ) �س ( = 

ومحور ال�سينات و الم�ستقيم 2�س – �ص = 0 ، والم�ستقيم هـ – �س = �صفرًا ) هـ : العدد النيبيري (
8  ( جد م�ساحة المنطقة المح�صورة بين منحنى الاقتران ق)�س( = 1 – �س2 ، ومحور ال�صادات 

والم�ستقيم �س + �ص = 5 و الم�ستقيم �ص = �س – 1
9  ( جد م�ساحة المنطقة المح�صورة بين منحنيي الاقترانين ق) �س( = 1 + �س3 ، ل) �س( = �س2 + 5 

والم�ستقيمين �ص + �س – 1 = 0 ، 3 – �س = 0
10( جد م�ساحة المنطقة الواقعة في الربع الأول المح�صورة بين منحنى الاقتران 

  ق)�س( = �س2 – 4 ، والم�ستقيم �ص = 2 �س + 4 ، والمحورين الإحداثيين.
11( جد م�ساحة المنطقة المح�صورة بين منحنى العلاقة �ص2 = 4�س والم�ستقيم �س – �ص= 3 

12( جد م�ساحة المنطقة المظللة في ال�شكل ) 4 – 30 ( حيث ق)�س( = | �س – 2 | ، 
  هـ)�س( =    �س  

ال�شكل )30-4(
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13( معتمدًا ال�شكل )4 – 31( الذي يمثل منحنى الاقتران ق)�س( في الفترة ] 0، 3 [ �إذا كانت 
م�ساحة المنطقة )م( ت�ساوي 6 وحدات مربعة

�س )2- ق)�س(( 
3

0
فجد 

ال�شكل )31-4(

ال�شكل )32-4(

14( معتمدًا ال�شكل ) 4 – 32 (،�إذا كانت م�ساحة المنطقة المح�صورة بين منحنى الاقتران 
ق) �س( ومحور ال�سينات ت�ساوي ) 14 ( وحدة مربعة 

�س ق)�س(
0

 �أ
�س= 6 فما قيمة  ق)�س( 

ب

0
وكان 
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المعادلات التفا�ضلية 
Differential Equations   ثانيًا

�إذا كان ميل المما�س لمنحنى علاقة عند النقطة )�س ، �ص ( ي�ساوي 2 �س �،ص فجد 
قاعدة العلاقة �ص.

يمكن �إيجاد قاعدة العلاقة �ص كما ي�أتي :
�ص  = 2�س �ص           لماذا؟   

  �س

وت�سمى هذه المعادلة بالمعادلة التفا�ضلية
						  ف�صل المتغيرات         �س    �ص  = 2�س 

�ص
					  �إجراء التكامل للطرفين       لـــوهـ |�ص| = �س2 + جـ

			  |�ص| = هـ�س2* هـجـ  = جـ1 هـ�س2   |�ص| =هـ�س2+جـ    ومنه | �ص | = جـ1 هـ�س2

حُلَّ المعادلة التفا�ضلية : 

�س                                                     = ) 2�س + 1(  �ص  2 
1- �س  

الحل  
		         �ضرب طرفي المعادلة بـ ) 1– �س (   �س �ص= ) 1 – �س ( ) 2�س + 1(  2

		         �إجراء التكامل غير المحدود لطرفي المعادلة  �س �ص =  )-2�س2 + �س + 1(  2  

�س2 + �س + جـ1 
2 -2�س3 + 

3 2�ص = 

1

المعادلة التفا�ضلية: هي معادلة تحوي على م�شتقات �أو تفا�ضلات .
ويق�صد بحلّ المعادلة التفا�ضلية �إيجاد علاقة تربط بين المتغير �ص و المتغير �س، بحيث تحقق المعادلة.
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1

�ص �س =   �ص+ �ص  حُلَّ المعادلة التفا�ضلية: جتا2�س 
الحل

�س في طرف �آخر �ص في طرف والمقدار الذي يحوي  اجعل المقدارين اللذين يحويان 
�س    �ص = - �ص  �ص –  جتا2�س 

�ص عامًال م�شتركًا   			  �إخراج   �س �ص = - �ص  ) جتا2�س – 1( 

				   ق�سمة طرفي المعادلة على ) جتا2�س – 1 ( * �ص    �س  -
جتا2�س-1   �ص  =  

�ص  

					  لماذا؟    �س �ص  =  قتا2�س   
�ص

				   �إجراء التكامل غير المحدود لطرفي المعادلة    �س �ص  =  قتا2�س   
�ص  

 لــوهـ|�ص| = - ظتا�س+جـ 
|�ص| =هـ - ظتا�س+جـ1 ومنه  |�ص|= هـ -ظتا�س * هـجـ1

|�ص| = جـ هـ- ظتا�س                                                                                    جـ = هـ جـ1                                               

حُلَّ المعادلة التفا�ضلية:
�س  �ص = هـ- �ص )�س2 + �س – 12 (  )�س2 – 3�س ( 

 

3
 2�ص + 1
�إذا كان ميل المما�س لمنحنى علاقة عند النقطة )�س، �ص( ي�ســاوي    3�س - 2

فجد قاعدة هذه العلاقة؛ �إذا علمت �أنَّ منحناها يمر بالنقطة )1، 4 (.

			   ق�سمة طرفي المعادلة على 2   جـ1
2 �س  +  

2 �س2 + 
4 - �س3 + 

3 �ص =  
جـ1
3 			  حيث جـ =   �س  + جـ

2 �س2 + 
4 - �س3 + 

3 �ص =  

2
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4
ي�سير جُ�سيم على خط م�ستقيم وفق العلاقة ت = 2  ع  ، حيث ع < �صفر ، ت: ت�سارع الج�سيـم، 

ع: �سرعة الج�سيم. ف�إذا كانت �سرعة الُج�سيم عند بدء حركته 9م/ث فجد الم�سافة التي يقطعها الج�سيم 
64 متر في �أول ثانية من حركته.

3 بعد )3( ثوانٍ من بدء حركته؛ علمًا ب�أنَّه قطع م�سافة قدرها  
الحل

64 متر
3 المعطيات: ت = 2  ع  ، ع)0( = 9م/ث ، ف)1( = 

المطلوب : �إيجاد ف)3(
ن   ع  =  

ع  = 2  ع  ومنه     2   ع   
ع  ،    ن   

ت =    ن
 

2
�إذا كان ميل العمودي على المما�س لمنحنى العــــلاقة �ص عند النقطة )�س، �ص( ي�سـاوي

�س   3 + لــوهـ�س ، فجد قاعدة العلاقة �ص علمًا ب�أنَّ منحناها يمر بالنقطة ) هـ ، 4(، حيث 
هـ :  العدد النيبيري

 + جـ
1
2 1  * 2 )3�س-1(

3   = 
1
2 1  * 2)2�ص+1(

2  

2    3�س - 2 + جـ 
3   2�ص + 1 =  

 ولكن المنحنى يمر بالنقطة ) 1 ، 4( 
7
3 2   3 * 1 - 2 + جـ ، جـ =  

3 ومنه   2 * 4 +1 =  

 7
3 2   3�س - 2  +  

3   2�ص + 1 = 

�س  
1-
2 �ص = )3�س - 2(   

1-
2  )2�ص + 1(

الحل
�ص     

�س ميل المما�س = 

�س
�ص  =  3�س - 2

 2�ص + 1 ،  2�ص + 1
�ص  =  3�س - 2   

�س  
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4

  + جـ1 ...... )2(
)ن + 3(3

3 ف =  
64  بالتعوي�ض في معادلة )2(،

3  لكن ف)1( =  

  + جـ1
)ن + 3(3

3  = 64
3

   
)ن + 3(3

3 جـ1 = 0 ، ومنه  ف =  

   ← ف)3( = 72 م
3)3 + 3(

3 ف)3( =  

�أي الم�سافة التي قطعها الُج�سيم بعد ) 3 ( ثوانٍ من حركته ت�ساوي 72 م. 

قُذفت كرة من قمة برج ارتفاعه )45( متًرا عن �سطح الأر�ض �إلى �أعلى ب�سرعة ابتدائية مقدارها
)40( م/ث وبت�سارع مقداره )–10(م/ث2. جد الزمن الذي ا�ستغرقته الكرة لتعود �إلى �سطح الأر�ض.

ن  ف= )ن+3( 2    ف  = )ن + 3(2   ،  ومنه 
  ف  ,  ن

ولكن ع =  ن
ن  ف = )ن + 3( 2    

لكن ع)0( = 9 بالتعوي�ض في معادلة )1( ، 3 = 0 + جـ  ، ومنه  جـ = 3 
ع = )ن + 3(2     لماذا؟ 

ن ع =   
1-
2 1 * ع

2   

  = ن + جـ   ...... )1( 
1-
2  ع

 ي�سير جُ�سيم على خط م�ستقيم وفق العلاقة ت =   ع ، حيث ع < 0 ،  ت: ت�سارع الـجُ�سيم،  
ع: �سرعة الـجُ�سيم. ف�إذا كانت �سرعة الـجُ�سيم عند بدء حركته 9م/ث، وقطع م�سافة )80( 

متًرا في )4( ثوانٍ.  فجد الم�سافة التي قطعها الـجُ�سيم بعد ثانيتين من بدء حركته.

3
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1( حُلَّ كلاًّ من المعادلات التفا�ضلية الآتية:

�س = 0 �ص - �ص          �أ   ( �س3  

�س �ص = جتا�س   �س - 3  ب( 

�ص  جتا2�س = 0  
�س جـ( هـ-�ص جا�س - 

�س=0  �س  
2 �ص- جا2  �س  

2  د ( قا2 
�ص  = 1 – �ص + �س2 – �ص �س2  

�س هـ ( 

�ص  = هـ-2�ص )�س+1( )�س2 – 9 (  
�س  و ( )�س2 + 3�س(  

الزمن وفق  تتناق�ص بمرور  قيمتها  �إذا كانت  دينار،  ال�شراء ) 2500(  قيمتها عند  �آلة �صناعية   )2
-500 حيث ق : قيمة الآلة بعد ن �سنة من �شرائها, فاح�سب قيمة هذه 

)ن +1(2   ق  = 
العلاقة    ن

الآلة بعد ) 3 ( �سنوات من �شرائها.

 
هـ�س- �ص

هـ�س  +1   3( �إذا كان ميل المما�س لمنحنى العلاقة �ص عند النقطة )�س ،�ص( ي�ساوي 

ال�شكل )33-4(

حيث هـ: العدد النيبيري . 
فجد قاعدة العلاقة �ص علماً ب�أنَّ منحناها يمر بالنقطة ) 1، 0( 

ال�سرعة  بين  العلاقة   )33–4( ال�شكل  يمثل   )4
والزمن لج�سم يتحرك على خط م�ستقيم فجد 

الم�سافة المقطوعة في الفترة الزمنية ] 0 ، 7 [
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5 ( ابتد�أ جُ�سيم الحركة من نقطة الأ�صل على مـحور ال�سينات وفقا للعـلاقة ت = -4ع   ، حيث 
ُـ�سيم ف�إذا كانت �سرعته عند بدء الحركة 4�سم/ث.  ُـ�سيم ، ع: �سرعة الج       ع < 0 ،  ت: ت�سارع الج

�أثبت �أن ف= 2ن     ع .
6( قذف ج�سم ر�أ�سيًّا لأعلى ب�سرعة ابتدائية مقدارها )40(م/ث وبت�سارع مقداره )–10( م/ث2، 
�إذا كان ارتفاعه عن �سطح الأر�ض بعد ثانية  واحدة من بدء حركته ي�ساوي )80(متًرا، فجد 

�أق�صى ارتفاع و�صل �إليه الج�سم.

ال�سكّان،  ، حيث ع: عدد    ع  = 0.025 ع 
العلاقة   ن مدينة ح�سب  �سكان  يزداد عدد   )7

ن: الزمن بال�سنوات، �إذا علمت �أنَّ عدد �سكان المدينة بلغ ) 200000( ن�سمة عام )2015(، 
فجد عدد �سكّانها بعد )40( عامًا.

3
2
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1( جد كلًّا من التكاملات الآتية:

�س �س قا2 �س - �س ظا2 �س    
�س                                 ب(  3    �س   4�س + 1 

3

2
 �أ  ( 

�س  �س                         د   (  ظتا�س لــوهـ جا�س       
   �س2 -  �س4

جـ (    �س5  

�س �س                            و (    قا4�س لــوهـ ظا�س  )�س8 - 4�س(6   هـ ( 

�س    هـ�س     
هـ2�س + 2هـ�س  +1

1

0
�س                         ح (   ز (  3 2�س5 -  �س2   

�س    �س3    
�س                            ي (     2�س4 + �س8  جا) لــوهـ �س(  ط ( 

�س �س                     ل (  لــوهـ)�س2 + 2�س(      3
 4�س + 12 - 

ك (    �س + 3 + 3  

�ص   قا�س = 0  
�س 2( حُلَّ المعادلة التفا�ضلية   3ظا�ص - 

�ص    
�س 3( �إذا كان  �ص2= لـــو  �س �ص- هـ        ، فجد  

4( �إذا كان م)�س( = �س3 + ب �س2 - 1 معكو�سًا لم�شتقة الاقتران ق)�س( ، ق)2( = 24 ، فجد 
قيمة الثابت ب.

5( �إذا كان م)�س( ،هـ)�س( معكو�سين لم�شتقة الاقتران ق)�س( ،

�س  2�س هـ)�س(
0

4
�س +   2�س م)�س( 

4

0
�س = 12 ،  فجد     )م)�س( – هـ)�س(( 

3

 1               -
      وكان

�س 3ق)�س( 
3

1
�س = 14 ، فجد   م (  2م  

2

0
)2ق)�س( +  

1

3
6( �إذا كان  

�س، فجد قَ)�س( �ص (  2�ص 
1

0
7( �إذا كان ق)�س( = �س2 -    )3�س2 -  

�س2
هـ 
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لأحد  الأمامية  الواجهة  يمثل  ال�شكل)34-4(   )13
منحنى  �شكل  على  المبنى  هذا  مدخل  المباني، 
التكلفة  ما   . �س2   1

  2  -  2  = ق)�س(  الاقتران	
الكلية لدهان المنطقة المظللة؟ �إذا علمت �أنَّ �سعر 
ال�شكل )4-34(دهان الوحدة المربعة ن�صف دينار.                      

9   (  ي�سير ج�سيم على خط م�ستقيم ح�سب العلاقة ت = �أ  3  ع   ، ع < 0 ، حيث ت :ت�سارع 
الج�سيم ، ع:�سرعة الج�سيم. �إذا تحرك الج�سيم من ال�سكون، فجد قيمة الثابت  �أ  التي تجعل 

�سرعته 8�سم/ث بعد )3( ثوانٍ من بدء حركته.

 هـ�ص    
10( �إذا كان ميل المما�س لمنحنى العلاقة �ص عند النقطة )�س ، �ص( ي�ساوي   1- جتا2�س 

  )0 ، π
  4

فجد قاعدة العلاقة �ص علمًا ب�أنَّ منحناها يمر بالنقطة )

11( جد م�ساحة المنطقة المح�صورة في الربع الأول و المحدودة بمنحنى الاقتران 
  ق )�س(= 4 – �س2 ، ومحور ال�صادات و الم�ستقيمين �ص= �س – 2  ، �ص = 6 – �س

12( جد م�ساحة المنطقة المح�صورة بين منحنيات الاقترانات الآتية: 
3 ، هـ ) �س ( = �س – 2 ، ل ) �س ( = 3 

�س    ق) �س( = 

�س =20 ، فجد   2ق)�س( 
4

1
�س = 18 ،    )4ق)�س( + 3( 

1

1   -
8  ( �إذا كان 

�س )2�س – ق)�س(( 
1-

4
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15( اعتم��ادًا عل��ى ال�ش��كل )4–36(  ال��ذي يمث��ل منحنى
 الاقتران ق في الفترة ] -3 ، 1[ حيث م1 = )10( وحدات

 مربعة، م2= )4( وحدات مربعة، فجد 

�س �س ق)1–�س2( 
2

0
 

16( اعتمد على ال�شكل )4 –37( الذي يمثل منحنى الاقتران 
ق)�س( في �إيجاد كلٍّ مّما ي�أتي:

�س ق)�س( 
7

0
  �أ  ( 

�س |ق)�س(| 
7

0
ب( 

ال�شكل )36-4(

ال�شكل )37-4(

المبيّنتين في  المظللتين  المنطقتين  م�ساحتي  14( جد مجموع 
		، ال�شكل )4 – 35 ( حيث ق)�س( = 2�س3 

هـ)�س( = 3 – �س ،ل )�س( = – 2�س

ال�شكل )35-4(

�س| ق)�س( 
7

0
جـ( |

17( جد كلًّا من التكاملات الآتية:
�س �س                        ب(  �س 3  �س1+2   جا   �س جتا3    �س     �أ   ( 

�س ظتا�س قتا�س   
�س                د  (  9 -4قتا 2 �س    

قا 4 �س 
    ظا2�س - 3ظا�س + 2

   π3
4

0
جـ( 

�س �س                            و  (  جا3�س قتا�س   �س4هـ�س3+لــوهـ          
2

0
�س هـ ( 
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ال��سؤال من )11( فقرة من نوع الاختيار من متعدد، لكل فقرة ) 4( بدائل،  18( يتكون هذا 
واحد فقط منها �صحيح، �ضع دائرة حول رمز البديل ال�صحيح:

�س= هـجا2�س - لــوهـ جتا�س-1،  )1( �إذا كان ق اقتراناً مت�صلًا على مجاله ، وكان  ق)�س(
ف�إن ق)0( ت�ساوي:

�أ  ( 1  	        ب( هـ              	      جـ ( 2هـ 	                   د (  2
�س = �س5 + جا�س + 3 ، ف�إنَّ ق)�س( ي�ساوي: ق)�س(  )2( �إذا كان  

1 �س6 – جتا�س + 3�س +جـ
6 �أ   ( 5�س4 + جتـا�س 	                  ب(  

1 �س6 – جتا�س 
6 جـ( 5�س4–  جـتا�س 	               جـ(  

�أكبر قيمة  ≥ 4 فما  ≥ ق)�س(  الفترة]-1 ، 2[ وكان 1  �إذا كان ق اقترانًا معرفًا على   )3(
�س؟ 2ق)�س(  

2

1        -
للمقدار   

�أ ( 6       	         ب( 24                 جـ ( 3	                   د ( 12 

�س ي�ساوي: )2ق)�س(+ 3( 
3

1
�س = 4، ف�إنَّّ ق)�س( 

1

 2      -    
�س = 10،  2ق)�س(  

3

 2    -  
)4( �إذا كان

�أ ( 5	                 ب( 14                    جـ ( 8	                  د (  24

�س ي�ساوي: َ  )�س(     قَ ) هـ )�س( ( × هـ
ب

�أ               
 )5(

�أ   ( ق) ب ( – ق) �أ (                         جـ( ق)هـ ) ب (( – ق) هـ ) �أ ( ( 
ب( قَ ) ب ( – قَ ) �أ (                       د  ( قَ )هـ ) ب (( – قَ ) هـ ) �أ ( (

�س �س + جا�س  
�س                        ح (   1 + جتا �س 2جا3�س جتا�س  

 ز (   جتا 2�س

�س �س                              ي(   )ظا�س+ قا�س(10   قا�س    
 �س

4لــوهـ
)�س -1( ط (  
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م�ساحة  �أنَّ  �إذا علمت  ال�شكل )38-4(،  معتمدًا   )9(
هـ   ، الاقترانين ق  منحنيي  المح�صورة  بين  المنطقة 

ت�ساوي) 6( وحدات مربعة وكان

�س =  هـ )�س( 
ب

�أ
�س =10 ، ف�إنَّ قيمة   ق)�س( 

ب

 �أ
      

�أ  ( 10	             ب( 6	           جـ ( 1                     د ( – 4  
ال�شكل )38-4(

ال�شكل )39-4(

∗ )10( معتمدًا ال�شكل )4-39( الذي يبين الم�ساحة بين 

�أن  علمت  �إذا  ال�سينات،  ومحور  ق)�س(  منحنى 
2=0.8وحدة مربعة،

م1=4.8وحدة مربعة، م

�س ت�ساوي: ق)�س( 
4

2         -
         م3=2 وحدة مربعة، ف�إنَّ 

�أ  (  5.6                  ب( 6                    جـ ( 6.8                 د ( 7.6 

)∗( ال��سؤال من �أ�سئلة الاختبارات الدولية.

)6( �إذا كان م)�س( ، هـ)�س( معكو�سين لم�شتقة الاقتران المت�صل ق وكان

�س؟ �س)م)�س( – هـ)�س( ( 
2

1-
�س = 12 ، فما قيمة  )م)�س( – هـ )�س(( 

2

1       -
    

�أ  (3  	              ب( 4.5              جـ ( 12                    د ( 18 

�س؟ هـ�س ق)    هـ�س ( 
2

0
�س = 4 ، فما قيمة  �س ق)�س( 

هـ

1
)7( �إذا كان 

�أ  ( 1	             ب( 8	           جـ ( 2                     د ( 4

 ـجا�س   ف�إنََّّ قَ )�س( ت�ساوي:
ه
 )8( �إذا كان ق)�س( = هـ2 + لــــو

�أ  ( ظتا�س                 ب( - ظتا�س          جـ ( 2هـ + ظتا�س     د ( هـ2 + ظتا�س



315

ال�شكل )40-4(

)11( معتمدًا ال�شكل ) 4– 40( ما م�ساحة المنطقة المظللة؟

�س )3�س – �س (  
1

0
�أ   ( 

�س  )4 – 2�س (  
2

1
�س +  2�س 

1

0
ب( 

�س   )4 – �س (  
2

1
�س +   2�س 

1

0
جـ( 

�س )3�س – �س ( 
2

1
د  ( 
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المختلفة.  العلوم  في  المتعددة  تطبيقاتها  خلال  من  ودرا�ستها  المخروطية  القطوع  �أهمية  تبرز 
فحركة الكواكب والنجوم وحركة �إلكترونات الذرة في م�ساراتها حول النواة، تكون في م�سارات 

�إهليليجية.
ويتم ا�ستخدام القطوع المخروطية في المرايا والعد�سات وبناء المرا�صد الفلكية والج�سورالمعلقة، 
والأطباق اللاقطة للإ�شارات اللا�سلكية ، والأقمار ال�صناعية، وفي المقذوفات، وبناء الروبوتات، 

والمحاكاة، وال�صور المتحركة، ومعظم ال�صناعات الحديثة.
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كتابة معادلة محل هند�سيّ تمثل: 
)م�ستقيم، ودائرة، وقطع مكافئ، وقطع ناق�،ص وقطع زائد(.

فِ ال�صيغة القيا�سية لمعادلة )دائرة، وقطع مكافئ، وقطع ناق�،ص وقطع زائد(. تعرُّ
تمييز نوع القطع المخروطي �إذا علمت معادلته.

تمثيل القطع المخروطي بيانيًّا �إذا عُلمت معادلته.
نمذجة م�سائل حياتية على القطوع المخروطية وحلّها، مع تبرير الحل.
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الفصل الأول
القطوع المخروطية

 Conic Sections

  تتعرف القطع المخروطي.
 تتعرف المحل الهند�سي.

  تجد معادلة محل هند�سي.

م�ستوى  قطع  �إذا  الناتج  ال�شكل  مزدوجًا، حدد  قائمًا  دائريًّا  يبين مخروطًا  ال�شكل )1-5( 
المخروط في كل من الحالات الآتية:

انظر الأ�شكال الناتجة عن كل حالة:

القطع المخروطي 
Conic Section   أولًا

1( ب�شكل �أفقي )عمودي على المحور ولا يحتوي الر�أ�س(.
2( ب�شكل مائل قليًال عن المحور بحيث يقطع �أحد المخروطين 

دون الآخر.
3( ب�شكل مائل موازٍ لرا�سم المخروط بحيث يقطع �أحدهما 

دون الآخر.
ال�شكل )5-1(4( فرعي المخروط ولا يمر بالر�أ�س.

ال�شكل )2-5(
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.)Circle( إذا كان الم�ستوى القاطع عموديًّا على المحور ولا يمر بالر�أ�س، ف�إنََّّ ال�شكل الناتج دائرة� )1

2( �إذا كان الم�ستوى القاطع مائًال قليًال على المحور، ويقطع �أحد المخروطين دون الآخر ، ف�إنََّّ 
.)Ellipse( ا ال�شكل الناتج يُ�سمّى قطعًا ناق�صً

3( �إذا زاد ميل الم�ستوى القاطع لي�صبح موازياً لرا�سم المخروط ويقطع �أحد المخروطين دون الآخر، 
.)Parabola( ًف�إنََّّ ال�شكل الناتج يُ�سمّى قطعًا مكافئا

4( �إذا قطع الم�ستوى فرعَيْ المخروط، وكان القطع لا يحتوي على نقطة الر�أ�س، ف�إنََّّ ال�شكل الناتج 
.)Hyperbola( يُ�سمّى قطعًا زائدًا

ت�سمى الأ�شكال ال�سابقة الناتجة قطوع مخروطية، و�سندر�س في هذه الوحدة كلًّا منها بالتف�صيل.

ب�شكل عمودي على  قائم مزدوج  دائري  م�ستوى مع مخروط  تقاطع  الناتج عن  ال�شكل  ما 
المحور، ومحتوياً ر�أ�س المخروط؟

فكر وناق�ش
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1( اعتمادًا على ال�شكل )5–3(؛ اكتب ا�سم القطع المخروطي الناتج في كل حالة:

2( اكتب ا�سم ال�شكل الناتج عن قطع م�ستوى لمخروط قائم مزدوج في كلٍّ من الحالات الآتية: 
  �أ   ( �إذا قطع الم�ستوى فَرْعَي المخروط حيث لا يحتوي القطع على ر�أ�س المخروط.

)                        ( 											         
ب( �إذا قطع الم�ستوى المخروط ب�شكل عمودي على المحور، ولا يحوي ر�أ�س المخروط.

)                        ( 											         
جـ( �إذا قطع الم�ستوى المخروط ب�شكل مائل موازٍ لرا�سم المخروط بحيث يقطع �أحدهما دون 
الآخر.                                                                                                )                       (

 د ( �إذا قطع الم�ستوى المخروط ب�شكل مائل قليلًا عن المحور، بحيث يقطع �أحد المخروطين 
دون الآخر.                                                                                        )                       (

											         

ال�شكل )3-5(
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المحل الهند�سي 
Locus   ثانيًا

ال�شكل )5-4( يو�ضح خطوات �أحمد الذي 
ي�سير بحيث يبعد بعدًا ثابتًا عن حافة الر�صيف.
ما ال�شكل الهند�سي الناتج عن م�سار خطواته؟ 

ثَّل في الم�ستوى على �شكل م�ستقيم، وبما �أن بُعد �أحمد عن الر�صيف  لاحظ �أنََّّ حافة الر�صيف تُم
مقدار ثابت، ف�إنََّّ م�سار خطواته ي�شكل م�ستقيمًا موازياً لحافة الر�صيف. لماذا؟ 

 ويُ�سمى الم�ستقيم في هذه الحالة محلًّا هند�سياً.

المحل الهند�سي 
هو المنحنى الناتج عن حركة نقطة في الم�ستوى الإحداثي تحت �شروط معينة.

�أما العلاقة الجبرية التي تربط بين الإحداثيين ال�سيني وال�صادي للنقطة المتحركة فت�سمى معادلة 
المحل الهند�سي.

جد معادلة المحل الهند�سي للنقطة المتحركة في الم�ستوى ن)�س ، �ص( التي تبعد بعًدا ثابتًا مقداره 
)3( وحدات، عن النقطة الثابتة ل )1، 5(.

الحل
لمعرفة �شكل المحل الهند�سي الناتج عن حركة النقطة )ن( في الم�ستوى؛ �أح�ضر خيطًا، اربط بطرفه 
ك القلم ب�صورة  قلمًا �صغيًرا، وثبِّت الطرف الآخر من الخيط في نقطة ثابتة في الم�ستوى، ثم حرِّ
م�ستمرة باتجاه واحد دون رفعه عن الم�ستوى، مع بقاء الخيط م�شدودًا، حتى يعود ر�أ�س القلم �إلى 

نقطة البداية، ما ال�شكل الناتج؟

ال�شكل )4-5(

1
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1

النقطة  يمثل  القلم  ر�أ�س  �أنَّ  لاحظت  �أنَّك  بد  لا 
الإحداثي،  الم�ستوى  في  �ص(  ن)�س،  المتحركة 
والنقطة  الثابت،  البعد  يمثل  الخيط  طول  و�أنَّ 

الثابتة تمثل النقطة )ل(. 
و�أنَّ المحل الهند�سي الناتج هو دائرة، كما يو�ضح

ال�شكل )5–5( مركزها النقطة الثابتة ل )5،1( 
وطول ن�صف قطرها البعد الثابت 3 وحدات.

ثابتًا  بُعدًا  التي تبعد  جد معادلة المحل الهند�سي للنقطة المتحركة في الم�ستوى ب )�س ، �ص( 
مقداره  وحدة واحدة، عن النقطة الثابتة ك )2 ، -4(.

ال�شكل )5-5(
ولإيجاد معادلة المحل الهند�سي الناتج؛ ا�ستخدم قانون البُعد بين النقطتين ن)�س ، �ص(، ل)1 ، 5(

كما ي�أتي: 
ن ل =     )�س2 – �س1(2 + )�ص2 – �ص1(2            

 3 =    )�س – 1(2 + )�ص – 5(2              
 ومنه )3(2 =  )�س – 1(2 + )�ص – 5(2 

�إذن معادلة المحل الهند�سي المطلوب هي:  )�س – 1(2 + )�ص – 5(2 = 9

جد معادلة المحل الهند�سي للنقطة هـ )�س ، �ص( التي تتحرك في الم�ستوى، بحيث تبعد بُعدًا ثابتًا 
مقداره )وحدتان( عن الم�ستقيم  ل: 4�ص - 1= 3�س ، وتمر �أثناء حركتها بالنقطة )3 ، 0(.

الحل
ا ثابتًا على الم�ستوى  لمعرفة �شكل المحل الهند�سي الناتج عن حركة النقطة )هـ( في الم�ستوى؛ار�سم خطًّ
البياني با�ستخدام الم�سطرة، ثم �أح�ضر الخيط الذي ا�ستخدمته في مثال )1(، وثبِّت الطرف الحر منه 
ك القلم مع الطرف الآخر من الخيط ب�صورة م�ستمرة باتجاه واحد ومن  على الم�ستقيم المر�سوم، وحرِّ
ا ودون رفعه عن الم�ستوى، مع بقاء الخيط م�شدودًا ب�شرط �أن يبقى الخيط عموديًّا  جانب واحد �أي�ضً

2

ل )5،1(

3 وحدات
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ال�شكل )6-5(

على الم�ستقيم المر�سوم، ما ال�شكل الناتج؟
 لا بد �أنَّك لاحظت �أنَّ ال�شكل الناتج عن حركة 
الم�ستقيم  الم�ستوى هو م�ستقيم يوازي  القلم في 
ل، و�أنَّه يبعد عنه بُعدًا ثابتًا مقداره طول الخيط 

الم�شدود.   انظر ال�شكل )5–6(.
اكتب  الناتج؛  الهند�سي  المحل  معادلة  ولإيجاد 
ثم  العامة،  ال�صورة  على  ل  الم�ستقيم  معادلة 

: وبحل المعادلة تجد �أنَّ
   3�س – 4�ص + 1=10 ، ومنه 3�س – 4�ص -9=0           

�أو 3�س – 4�ص + 1= -10 ، ومنه 3�س – 4�ص +11=0      
وبما �أنَّ النقطة هـ تمر �أثناء حركتها بالنقطة )3 ، 0(، �إذن معادلة المحل الهند�سي هي:

 			  3�س – 4�ص -9=0

: ا�ستخدم قانون البعد بين النقطة هـ )�س، �ص( والم�ستقيم ل: 3�س – 4�ص + 1 = 0 ، حيث �إنَّ

                                           | �أ�س1+ ب �ص1 + جـ
 �أ2  +  ب2

البُعد = |

 | 3�س - 4�ص + 1
2)4-(  +  2)3( |=   2

3�س - 4�ص + 1 |             �إذن   |3�س - 4�ص + 1|= 10
5 |=   2

2
جد معادلة المحل الهند�سي للنقطة المتحركة في الم�ستوى جـ )�س ، �ص(، بحيث تبعد بُعدًا ثابتًا 
مقداره )  5  ( وحدة طول عن الم�ستقيم  م: �ص= -2�س ، وتمر �أثناء حركتها بالنقطة )-1 ، -3(.

لماذا يُ�شترط �أن يبقى الخيط عموديًّا على الم�ستقيم الثابت في مثال )2(؟
فكر وناق�ش

)0،3(
2 وحدة

ل
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عن  بُعدها  يكون  التي  الم�ستوى،  في  المتحركة  �ص(   ، ن)�س  للنقطة  الهند�سي  المحل  معادلة  جد 
النقطة ب )-3 ، 0( م�ساوياً دائمًا لبعدها عن الم�ستقيم  م: �س= 3 .

الحل
بما �أن بُعد النقطة ن عن النقطة ب ي�ساوي بُعدها عن الم�ستقيم  م، ف�إنََّّ طول  ن ب  ي�ساوي بُعد النقطة 

�س - 3  |                                
ن عند الم�ستقيم م،   �أي �أنَّ    )�س + 3(2 + )�ص – 0(2   = |   1 + 0

3

: و بتربيع الطرفين، ينتج �أنَّ
)�س + 3(2 + )�ص – 0(2 =  )| �س - 3 |(2  

 )�س + 3(2 + )�ص – 0(2 = )�س - 3(2            
�س2 + 6�س + 9 + �ص2 = �س2 - 6�س + 9       

ومنه �ص2  = -12�س                                     
�إذن معادلة المحل الهند�سي الناتج هي:

�ص2  = -12�س 
انظر ال�شكل )5–7(.

جد معادلة المحل الهند�سي للنقطة جـ)�س ، �ص( المتحركة في الم�ستوى، التي يكون بعدها عن 
محور ال�صادات م�ساوياً ثلا ثـة �أمثال بُعدها عن النقطة د)2 ، -1(.

3

ال�شكل )7-5(

كيف يمكن �أن تتحقق من �شكل المحل الهند�سي الناتج عن حركة النقطة �أ في الم�ستوى في 
مثال)3( با�ستخدام الخيط وقلم الر�صا�ص؟

فكر وناق�ش
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ثابتًا  بُعدًا  تبعد  التي  )�س،�ص(  الم�ستوى ب  المتحركة في  للنقطة  الهند�سي  المحل  معادلة  1( جد 
مقداره )7( وحدات، عن النقطة الثابتة ك) -2 ، 6(.

2( جد معادلة المحل الهند�سي للنقطة ع )�س،�ص( التي تتحرك في الم�ستوى، بحيث تبعد بُعدًا ثابتًا 
مقداره )4( وحدات عن الم�ستقيم الذي معادلته �س= 1، وتمر �أثناء حركتها بالنقطة  )-3 ، 2(

3( جد معادلة المحل الهند�سي للنقطة د)�س ، �ص( المتحركة في الم�ستوى، التي يكون بُعدها عن 
النقطة هـ )5 ،3( م�ساوياً دائمًا لمثلَيْ بُعدها عن الم�ستقيم الذي معادلته �ص=4.
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الدائرة 
The Circle   أولًا

Equationes of Conic Sections الفصل الثاني

  تتعرف القطوع المخروطية )الدائرة، القطع المكافئ، القطع الناق�ص، القطع الزائد(.
  تكتب معادلة قطع مخروطي �إذا عُلِمَت �شروط كافية.

  تميز نوع قطع مخروطي وتحدد عنا�صره �إذا عُلِمَت معادلته.
  تمثل قطعًا مخروطيًّا بيانيًّا.

�أراد �أحد المهند�سين تو�صيل ثلاثة �أجهزة حا�سوب 
مع جهاز مركزي؛ بحيث يبعد الجهاز المركزي 

بُعدًا مت�ساوياً عن الأجهزة الثلاثة. 
كيف يحدد المهند�س موقع الجهاز المركزي؟ 

تعلمت �سابقًا �أنَّ الدائرة قطع مخروطي، و�شكلها نتج عن الم�سار الذي تر�سمه نقطة تتحرك في 
الم�ستوى بحيث تبعد بُعدًا ثابتًا عن نقطة ثابتة، حيث يمثل البُعد الثابت طول ن�صف القطر والنقطة 

الثابتة مركز الدائرة. 

معادلات القطوع المخروطية

النقطة  مركزها  التي  الدائرة  معادلة  ولإيجاد 
افر�ض  )ر(؛  قطرها  ن�صف  وطول  هـ(   ، )د  م 
كما  الدائرة،  على  نقطة  �ص(   ، )�س  ب  النقطة 
البُعد  قانون  وبا�ستخدام  ال�شكل )5–8(.  يو�ضح 

بين النقطتين ب، م تجد �أنََّّ معادلة الدائرة هي:
ال�شكل )5-8()�س – د(2 + )�ص – هـ(2 = ر2       )و�ضح ذلك(



327

1

ال�صورة القيا�سية لمعادلة الدائرة التي مركزها النقطة )د ، هـ( ، وطول ن�صف قطرها )ر( 
وحدة هي:     )�س – د(2 + )�ص – هـ(2 = ر2     

جد معادلة الدائرة التي مركزها النقطة )-6 ، 1( وطول ن�صف قطرها )4( وحدات.
الحل

)�س – د (2 + )�ص – هـ(2 = ر2                           
)�س + 6(2 + )�ص – 1(2 = 16

جد معادلة الدائرة التي مركزها النقطة )5 ، 3( وتمر بالنقطة )1 ، 0(.
الحل

�إحداثيا مركز الدائرة )د ، هـ( هو )5 ، 3(
وطول ن�صف قطر الدائرة: هو البعد بين المركز والنقطة التي تمر بها الدائرة   

�إذن: ر2 = )�س2 – �س1(2 + )�ص2 – �ص1(2
2)0 – 3( + 2)1 – 5( =            

25 = 9 + 16 =            
ومنه ر = 5 وحدات

ومنه معادلة الدائرة هي:
ر2   = )�س – د(2 + )�ص – هـ(2                           

25 = )�س - 5(2 + )�ص – 3(2   انظر ال�شكل )5–9(.
                        

ال�شكل )9-5(

1

2

1( جد معادلة الدائرة التي نهايتا قطر فيها النقطتان )7 ، 3(، )5 ، -1(.
2( جد �إحداثيَّيْ مركز، وطول ن�صف قطر الدائرة التي معادلتها:

             )�س + 1(2 + )�ص – 4(2 = 30
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3

جد معادلة الدائرة التي مركزها النقطة )-3 ، 2( وتم�س محور ال�صادات.

جد معادلة الدائرة في كلٍّ من الحالات الآتية:
1( مركزها النقطة )4 ، -1( وتم�س الم�ستقيم الذي معادلته �ص = -2

2( تم�س المحورين الإحداثيين وطول ن�صف قطرها ي�ساوي )3(  وحدات  )ادر�س جميع الحالات 
الممكنة(.

3

2

الحل
بما �أنَّ الدائرة تم�س محور ال�صادات ومركزها النقطة )-3، 2(، 

ف�إنَّ ر= 3وحدات. ) لماذا؟(  انظر ال�شكل )5–10(. 
�إذن معادلة الدائرة هي:

)�س + 3(2 + )�ص – 2(2 = 9
ال�شكل )10-5(

جد معادلة الدائرة التي مركزها النقطة )4 ، -1( وتم�س محور ال�سينات.
ماذا تلاحظ من خلال حل كلٍّ من مثال )2( وتدريب )2(؟

ال�صورة العامة لمعادلة الدائرة:
لاحظ �أنَّه يمكن كتابة معادلة الدائرة ب�صورة �أخرى عن طريق فك الأقوا�س، وبما �أنَّ

)�س – د(2 + )�ص – هـ(2 = ر2
 ف�إن  �س2 + �ص2 – 2 د �س – 2 هـ �ص + د2 + هـ2 – ر2 = �صفرًا

وبفر�ض �أن )-2 د( = �أ ، )-2 هـ( = ب ، ) د2 + هـ2 – ر2 ( = جـ
فتكون معادلة الدائرة هي:

 �س2 + �ص2 + �أ �س + ب �ص + جـ = �صفرًا . وت�سمى هذه ال�صيغة ال�صورة العامة لمعادلة الدائرة.
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4

4

ال�صورة العامة لمعادلة الدائرة  
�س2 + �ص2 + �أ �س + ب �ص + جـ = 0 ، حيث �إنَّ �أ ، ب، جـ  �أعداد حقيقية، و�إنَّ  

:  �أ2 + ب2 - 4جـ < 0   لاحظ �أنَّ
1( معامل �س2 = معامل �ص2 =1

2( مركز الدائرة )د ، هـ( 
- ب (

2 2- �أ ،   هو )- ن�صف معامل �س ، - ن�صف معامل �ص( = )  
3( طول ن�صف القطر    ر=    د2 + هـ2 – جـ   ، حيث د2 + هـ2 – جـ <0

جد مركز وطول ن�صف قطر الدائرة التي معادلتها:
2�س2 + 2�ص2 + 16 �ص = 18 

الحل 
اكتب المعادلة على ال�صورة العامة:

�س2 + �ص2 + 8 �ص - 9 = 0                لماذا؟
 المركز )د ، هـ( = )- ن�صف معامل �س، - ن�صف معامل �ص(= )0 ، -4(

طول ن�صف قطر الدائرة    ر =     )0(2 + )-4(2 - )-9( 
                                           =      16 + 9 =    5    وحدة طول.

جد مركز وطول ن�صف قطر الدائرة المعطاة معادلتها في كلٍّ مما ي�أتي: 
1( �س2 + �ص2 - 2�س + 6 �ص – 6 =0

2( )3�س + 6(2 + )3�ص - 12(2 = 36

1( حُلَّ مثال )4( بطريقة �أخرى )ا�ستخدم ال�صورة القيا�سية(.
2( رجوعًا �إلى ال�صورة العامة لمعادلة الدائرة، لماذا كان ال�شرط ) �أ2 + ب2 – 4جـ <0( ؟

فكر وناق�ش
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5

6 

جد معادلة الدائرة التي تمر بالنقط )0 ، 0( ، )3 ، -1( ، )-2 ، 4(.
الحل

بما �أنَّ النقط تقع على الدائرة، ف�إنَّها تحقق معادلتها، ومنه:
)0(2 + )0(2 + �أ )0( + ب )0( + جـ = 0                                        تعوي�ض النقطة )0 ، 0(

�إذن جـ = 0 
)3(2 + )-1(2 + 3 �أ - ب = 0                                                          تعوي�ض النقطة )3 ، -1(

                     1   3 �أ - ب = -10 .........	
)-2(2 + )4(2 - 2 �أ + 4ب = 0                                                       تعوي�ض النقطة )-2 ، 4(

2  -2 �أ + 4ب = -20 ......	
 : وبحل المعادلتين     1  ،  2   جبريًّا ينتج �أنَّ

�أ = -6 ، ب = -8
ومنه تكون معادلة الدائرة: �س2 + �ص2 - 6 �س - 8 �ص = 0

الذي  الم�ستقيم  ، )-1 ، 1( ويقع مركزها على   )3 ، بالنقطتين )2  التي تمر  الدائرة  جد معادلة 
معادلته �س-3�ص-11 =0

الحل
بما �أنَّ النقط )2 ، 3( ، ) -1، 1( تقع على الدائرة، ف�إنَّها تحقق معادلتها، ومنه:

5
جد معادلة الدائرة التي تمر بالنقط )0 ، 0( ، )0 ، 2( ، )-1 ، 3(، ثم جد مركزها وطول ن�صف 

قطرها. 
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6
جد معادلة الدائرة التي تمر بالنقطتين )-1 ، 3( ، )5 ، 1( ويقع مركزها على محور ال�صادات.

2 �أ + 3 ب + جـ = -13 .....       1                      
- �أ  +  ب   + جـ = -2 ......	  2                     

  وبما �أنَّ مركز الدائرة ) د ، هـ ( يقع على الم�ستقيم الذي معادلته �س-3�ص-11=0
�إذن  د – 3هـ  - 11 =0

ومنه  – �أ  +  3ب  = 22 ......      3                        لماذا؟   
 : وبحل نظام المعادلات الخطية الناتجة جبريًّا ينتج �أنَّ

�أ = -7 ، ب = 5 ، جـ = -14 
ومنه ف�إنَّ معادلة الدائرة هي: �س2 + �ص2 - 7 �س + 5 �ص – 14 = 0
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1( جد معادلة الدائرة في كلِّ حالة من الحالات الآتية:
�أ   ( مركزها نقطة الأ�صل وطول قطرها 8 وحدات.

ب( مركزها النقطة )-2 ، 1( وتمر بالنقطة )5 ، 1(.
جـ( مركزها النقطة )3 ، -7( وتم�س محور ال�سينات. 

د  ( نهايتا قطر فيها هما النقطتان )6 ، -1( ، )4 ، 3(.
هـ ( طول ن�صف قطرها ي�ساوي )5( وحدات، وتم�س المحورين الإحداثيين، ويقع مركزها في   

الربع الرابع.
 و ( تـمر بالنقطتين )4 ، 4( ، ) 0 ، -2( ويقع مركزها على محور ال�سينات.

 ز ( تـمر بالنقط )-5 ، 0( ، )-3 ، 4( ، )1 ، 2(.
ح(  تـمر بالنقطة )1 ، 2( وتم�س محور ال�سينات عند النقطة )7 ،0(.

2( جد �إحداثيي المركز، وطول ن�صف قطر الدائرة المعطاة معادلتها في كل مما ي�أتي:
�أ   ( �س2 + �ص2 = 144

ب( )�س + 11(2 = 13 – )�ص+4(2
جـ( �س2 + )�ص – 7(2 = 81

د  ( �س2 + �ص2 - 9 = 8�س + 6�ص
هـ ( 3�س2 + 3�ص2 + 6�ص - 27 = 0

و (  )2�س – 2(2 + )2�ص + 10(2 = 100
ز  ( )�س + 4(2 + �ص2 – 16 = 0

معادلته �ص-2�س=4 وتم�س محور  الذي  الم�ستقيم  يقع مركزها على  التي  الدائرة  معادلة  3( جد 
ال�سينات عند النقطة )1 ، 0(.

4( جد معادلة الدائرة التي مركزها النقطة )-2 ،  -2( وتم�س الم�ستقيم الذي معادلته  �ص= 3�س +10 
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5( تتحرك النقطة ل)�س ، �ص( في الم�ستوى بحيث يتحدد موقعها بالمعادلتين �س=3+2جاهـ ،  
�ص=4+2جتاهـ حيث هـ زاوية متغيرة. جد معادلة المحل الهند�سي للنقطة ل، وبِّني نوعه.

6( جد قيم الثابت جـ التي تجعل المعادلة �س2 + �ص2 + 8�س - 4�ص + جـ =0   معادلة دائرة.

7( جد معادلة الدائرة التي تم�س كًّال من الم�ستقيمين �س = 0 ، �ص = -2 ، وتمر بالنقطة )4 ، 0( 
ويقع مركزها في الربع الأول، وطول ن�صف قطرها �أكبر من وحدتين.

دائرة  يمثل  الذي   )11-5( ال�شكل  معتمدًا   )8
مر�سومة داخل المثلث �أ ب جـ وتم�س �أ�ضلاعه، 

جد معادلة هذه الدائرة.

ال�شكل )11-5(
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القطع المكافئ 
The  Parabola   ثانيًا

ا�ستخدم��ت الطاق��ة ال�شم�سي��ة لتولي��د 
الكهرباء؛ حي��ث تُ�ستعمل مراي��ا على �شكل 
قطوع مكافئة، تعم��ل على ت�سخين زيت يمر 

خلال �أنابيب مارّة بب�ؤر هذه القطوع.

في الحقيقة �إنَّ ا�ستخدامات القطع المكافئ تجدها في العديد من التطبيقات مثل:
ال�سيارات  و�صناعة  المعلقة،  والج�سور  ال�سلا�سل  والا�ستقبال،  البث  �أطباق  والمرايا،  العد�سات 

والطائرات وال�صواريخ والمركبات، كذلك م�سارات المقذوفات الأر�ضية، فما القطع المكافئ؟

القطع المكافئ
هو المحل الهند�سي للنقطة ن)�س ، �ص( التي تتحرك في الم�ستوى البياني، بحيث يكون بُعدها 
عن نقطة ثابـتة ب ) تُ�سمى ب�ؤرة القطع المكافئ( م�ساوياً دائمًا لبـعـدها عن م�ستقيم معلـوم ل 

لا يحوي النقطة ب ) يُ�سمى دليل القطع المكافئ(.

ال�شكل )12-5(

�إذا تحركت النقطة ن)�س ، �ص( في الم�ستوى الإحداثي، 
�ص1(  ب)�س1،  ثابتة  نقطة  عن  بعدها  يكون  بحيث 
م�ساوياً دائمًا  لبعدها عن الم�ستقيم �س= - �س1 الواقع 
في الم�ستوى نف�سه، ف�إنَّ المنحنى الناتج عن حركة هذه 

النقطة يُ�سمى قطعًا مكافئًا. انظر ال�شكل )5–12(.
�ص1(  )�س1،  النقطة  ب�ؤرته  �ص1(،   ،0( النقطة  ر�أ�سه  ويكون 

ومعادلة محوره: �ص = �ص1 ، معادلة دليله: �س = -�س1
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ال�صورة القيا�سية لمعادلة القطع المكافئ الذي ر�أ�سه النقطة ) د ، هـ (،  ومحور تماثله يوازي محور ال�سينات:
لإيجاد معادلة القطع المكافئ، الذي ر�أ�سه النقطة م ) د ، هـ (، لاحظ �أن محوره يوازي محور 

ال�سينات ومعادلته �ص= هـ.  
افر�ض �أنَّ ن )�س ، �ص( النقطة المتحركة في الم�ستوى حيث تقع على منحنى القطع المكافئ الذي 

ال�شكل )13-5(

فيكون  ر�أ�سه،  من  اليمين  �إلى  وتقع  ب  ب�ؤرته 
حيث  هـ(  جـ،   + )د  هما  ب  الب�ؤرة  �إحداثيا 
�أنَّ  ا  �أي�ضً الر�أ�س، لاحظ  الب�ؤرة عن  بعد  جـ هو 
النقطة ب1 هي موقع العمود النازل من النقطة 
النقطة ب1  �إحداثيا  فيكون  الدليل ل،  على  ن 
)13–5( ال�شكل  انظر  ، �ص(.  )د- جـ  هما 

: ومن تعريف القطع المكافئ تجد �أنَّ

ن ب = ن ب1  
  ) �س –  )د+جـ( (2 + )�ص- هـ(2   =     )�س– )د – جـ( (2 + )�ص- �ص(2

وبتربيع الطرفين:
) �س –  )د + جـ( (2  + )�ص- هـ(2 = ) �س – )د – جـ( (2 + )�ص- �ص( 2

) )�س- د( – جـ  (2 + )�ص - هـ(2 = )  )�س – د( + جـ (2 + 0
: وبفك الأقوا�س تجد �أنَّ

)�س - د(2 – 2جـ )�س - د( +  جـ2 + )�ص - هـ(2 =)�س - د(2 + 2جـ )�س - د( + جـ2   ومنه:
  )�ص -  هـ(2 = 4جـ )�س – د(    ،   جـ <0           ……….. )1(

وهي �إحدى ال�صور القيا�سية لمعادلة القطع المكافئ الذي عنا�صره هي:
1( ر�أ�سه النقطة )د ، هـ(.

لاحظ �أنَّ القطع المكافئ متماثل حول الم�ستقيم المار في الب�ؤرة والعمودي على الدليل وي�سمى هذا 
الم�ستقيم محور التماثل �أو محور القطع الكافئ وت�سمّى النقطة الواقعة على محور القطع على منت�صف 

الم�سافة بين الب�ؤرة والدليل ر�أ�سَ القطع.
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محور  يوازي  المكافئ  القطع  محور  كان  �إذا  �أما 
وب�ؤرته  هـ(   ، )د  النقطة  في  ور�أ�سه  ال�سينات 
ب ) د- جـ ، هـ( تقع على ي�سار ر�أ�سه، انظر 

ال�شكل )5–14(.
ف�إنَّ معادلته هي: 

ال�شكل )14-5(
  )�ص -  هـ(2 =  -4جـ )�س –  د( ، جـ <0   ……)2(    

وهي �إحدى ال�صور القيا�سية لمعادلة القطع المكافئ الذي عنا�صره هي:
1( ر�أ�سه النقطة )د ، هـ(.

2( محور تماثله يوازي محور ال�سينات ومعادلته  هي  �ص= هـ.
3( ب�ؤرته ب )د- جـ ، هـ( ، حيث جـ هي بعد الب�ؤرة  عن الر�أ�س.

4( معادلة دليله �س= د + جـ.
ويكون منحنى القطع المكافئ مفتوحًا نحو الي�سار.

جد معادلة القطع المكافئ في كلٍّ مما ي�أتي:
1(  ر�أ�سه النقطة )2 ، 1( ، وب�ؤرته النقطة )5 ، 1(.

2( ر�أ�سه النقطة )0 ،  0( ومعادلة دليله �س=4.

1 

2( محور تماثله يوازي محور ال�سينات ومعادلته هي:  �ص= هـ.
3( ب�ؤرته ب )د+جـ ، هـ( ، حيث جـ هي بعد الب�ؤرة عن الر�أ�س.

4( معادلة دليله �س= د – جـ.
ويكون منحنى القطع المكافئ مفتوحًا نحو اليمين.
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�إذن معادلة القطع المكافئ هي:
)�ص- هـ(2 = 4جـ )�س- د( 

�إحداثيا الر�أ�س )د ، هـ( هما )2 ، 1(  
والبُعد بين الر�أ�س والب�ؤرة  جـ =  3  )لماذا؟(

�إذن المعادلة هي:  )�ص - 1(2 = 12 )�س - 2( 

الفصل الأول
القطوع المخروطية

ال�شكل )16-5(

ال�شكل )15-5(

بما �أنَّ منحنىالقطع مفتوح نحو الي�سار،
�إذن ال�صورة القيا�سية لمعادلة القطع المكافئ هي:

)�ص - هـ(2 = -4جـ )�س - د(

المكافئ  للقطع  تقريبيًّا  ار�سم �شكًال   )2
وحدد عليه العنا�صر كما في ال�شكل 

.)16 – 5(

وبما �أنَّ �إحداثيي ر�أ�س القطع المكافئ )د ، هـ( هما )0 ، 0(  
وَ بُعد الر�أ�س عن الدليل ي�ساوي 4 ، �إذن جـ = 4 

ومنه معادلة القطع المكافئ هي:
�ص2  = - 16 �س 

الحل 
المكافئ،  للقطع  تقريبيًّا  �شكًال  ار�سم   )1
وحدّد عليه العنا�صر كما في ال�شكل )5 

.)15 –
بما �أنَّ القطع المكافئ مفتوح نحو اليمين،   



338

1( ر�أ�سه النقطة )د ، هـ(.
2( محور تماثله يوازي محور ال�صادات، ومعادلته هي  �س= د.

3( ب�ؤرته النقطة ب )د ، هـ + جـ( ، حيث جـ هي بعد الب�ؤرة عن الر�أ�س.
4( معادلة دليله �ص= هـ - جـ.

ويكون منحنى القطع المكافئ مفتوحًا نحو الأعلى.

ال�صورة القيا�سية لمعادلة القطع المكافئ الذي ر�أ�سه النقطة )د ، هـ(، ومحور تماثله يوازي محور ال�صادات:

ال�شكل )17-5(

  �إذا كان محور القطع المكافئ يوازي محور ال�صادات، 
ور�أ�سه النقطة )د ، هـ( وب�ؤرته ب ) د ، هـ + جـ( تقع 

�إلى الأعلى من ر�أ�سه.
 انظر ال�شكل )5–17(.

ف�إنَّ معادلته هي: 
  )�س - د(2 = 4 جـ )�ص – هـ(، جـ  < 0   .... )3(
وهي �إحدى ال�صور القيا�سية لمعادلة القطع المكافئ الذي 

عنا�صره هي:

جد معادلة القطع المكافئ في كل مما ي�أتي، ثم ار�سم منحناه:
1( ر�أ�سه النقطة  )-1 ، 1( ، وب�ؤرته النقطة )-5 ، 1( .

2( ر�أ�سه النقطة  )2 ، -3( ، ومعادلة دليله  �س =1 .

ما هي العنا�صر اللازمة لكتابة معادلة القطع المكافئ؟
فكر وناق�ش

1
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ال�شكل )18-5(

  )�س - د(2 =  -4جـ )�ص – هـ(، جـ < 0   .…..)4(  
وهي �إحدى ال�صور القيا�سية لمعادلة القطع المكافئ الذي عنا�صره هي:

1( ر�أ�سه النقطة )د ، هـ(.
2(  محور تماثله يوازي محور ال�صادات، ومعادلته هي  �س= د.

 3( ب�ؤرته النقطة ب )د ، هـ - جـ( ، حيث جـ هي بعد 
الب�ؤرة عن الر�أ�س.

4( معادلة دليله �ص= هـ + جـ.
ويكون منحنى القطع المكافئ مفتوحًا نحو الأ�سفل.

انظر ال�شكل )18-5(.

ال�شكل )19-5(

جد معادلة القطع المكافئ في كلٍّ مما ي�أتي، ثم ار�سم منحناه ب�شكل تقريبي:
1( ر�أ�سه النقطة )0 ، -1( ، وب�ؤرته النقطة )0 ، 2(.

2( ر�أ�سه النقطة )1 ، 1( ومعادلة دليله �ص=2.

2

الحل
1( بما �أنَّ الر�أ�س هو النقطة )0 ، -1(، وَ الب�ؤرة هي 

		 النقطة )0 ، 2( ؛
�إذن جـ = 3، ويكون منحنى القطع المكافئ مفتوحًا 

نحو الأعلى.    ومنه معادلة القطع المكافئ هي:
)�س- د(2 = 4جـ )�ص- هـ( 

�س2 = 12 )�ص+ 1( . وال�شكل )5-19( يو�ضح ذلك.

كيف تو�صلنا �إلى كلٍّ من ال�صور القيا�سية  )2(، )3(، )4( ؟
فكر وناق�ش

�أما �إذا كان محور القطع المكافئ يوازي محور ال�صادات ور�أ�سه النقطة  )د ، هـ( وب�ؤرته النقطة 
ب )د، هـ - جـ( تقع �إلى الأ�سفل من ر�أ�سه، ف�إنَّ معادلة هذا القطع المكافئ هي: 
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ال�شكل )20-5(

معادلة  وَ  النقطة  )1،1(،  الر�أ�س هو  �أنَّ  بما   )2
منحنى  ويكون   ، جـ =1  �إذن  �ص=2  دليله 

القطع المكافئ مفتوحًا نحو الأ�سفل.  
 وَ تكون معادلة القطع على ال�صورة:

 )�س- د(2 = -4جـ )�ص- هـ( 
)�س – 1(2 = - 4 )�ص - 1( 

وال���شكل )5-20( يو���ضح التمثيل البياني 
التقريبي للقطع المكافئ.

2
جد معادلة القطع المكافئ في كلٍّ مما ي�أتي، ثم ار�سم منحناه ب�شكل تقريبي:

1(  ر�أ�سه النقطة )1 ،1( ، وب�ؤرته النقطة )1 ، -4(.
2( ر�أ�سه النقطة )0 ، 3( ومعادلة دليله �ص + 2 =0 

3( ب�ؤرته النقطة )0 ، 0( ومعادلة دليله �س =  -6

قطع مكافئ معادلته �ص2 = 8)�س + 4( ، جد عنا�صره ، ثم ار�سم منحناه ب�شكل تقريبي.
الحل

 معادلة القطع هي  �ص2 =  8)�س + 4(                              
وعند مقارنتها بال�صورة القيا�سية لمعادلة القطع المكافئ )�ص – هـ(2 = 4جـ )�س - د(                     

: تجد �أنَّ
 منحنى القطع مفتوح نحو اليمين. و�إحداثيي الر�أ�س )د ، هـ( هما )-4، 0( وَ  جـ =2 ، لماذا؟

ومنه ف�إنَّ الب�ؤرة هي النقطة )-2 ، 0(

3 
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ومعادلة الدليــل هي �س = -6
ومعادلة المحور هي �ص = 0

وَ ال�شكل )5–21( يمثل منحنى القطع بيانيًّا
ب�شكل تقريبي.

ال�شكل )21-5(

3
جد �إحداثيي الر�أ�س والب�ؤرة، ومعادلة المحور والدليل، للقطع المكافئ الذي معادلته

   )�س– 1(2 = - �ص - 3 ، ثم ار�سم منحناه ب�شكل تقريبي. 

بالرجــوع �إلى مثال )2( فرع )2(، لاحظ �أنَّه عند فـك الأقـوا�س في مـعادلة القطع الـمكافئ 
: )�س – 1(2 = -4)�ص- 1(  �ستجد �أنَّ

�س2 -2�س +1 = - 4�ص +4
�أي �أنَّ �س2 -2�س + 4�ص -3 = 0

و�أنَّه يمكن كتابتها على ال�صورة �ص = �أ�س2 + ب �س + جـ.
: كذلك في مثال)3(، عند فك الأقوا�س في المعادلة �ص2 = 8)�س + 4( ، �ستجد �أنَّ

�ص2 - 8�س  -  32 =0
و�أنَّه يمكن كتابتها على ال�صورة �س = �أ �ص2 + ب �ص + جـ.

• ال�صورة العامة لمعادلة القطع المكافئ الذي محوره يوازي محور ال�سينات هي:
	�أ ، ب ، جـ  �أعداد حقيقية. �أ ≠ 0  �س = �أ �ص2 + ب �ص + جـ ،

• ال�صورة العامة لمعادلة القطع المكافئ الذي محوره يوازي محور ال�صادات هي:
	�أ ، ب ، جـ  �أعداد حقيقية. �أ ≠ 0 �ص = �أ �س2 + ب �س + جـ ،
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4 
قطع مكافئ معادلته �ص2 + 2�ص + 4�س – 7 =0 ، جد عنا�صره:

الحل
اكتب معادلة القطع على ال�شكل الآتي:

�ص2 + 2�ص = -4�س +  7
: وب�إكمال المقدار )�ص2 + 2�ص( �إلى مربع كامل، تجد �أنَّ

�ص2 + 2�ص + 1 = -4�س + 7 + 1       لماذا؟
�أي �أنَّ معادلة القطع المكافئ هي:

ال�شكل )22-5(

تذكر:
 معامل �س(2 �إلى طرفي المعادلة، �أو ن�ضيفه ونطرحه في 

1
2 لإكمال مربع في �س ن�ضيف ) 

الطرف الواحد من المعادلة، ب�شرط �أن يكون معامل �س2  ي�ساوي 1.

)�ص + 1(2 = -4 )�س – 2( وهو قطع مكافئ 
محوره يوازي محور ال�سينات، ومنحناه مفتوح نحو 

الي�سار. 
فيكون ر�أ�س القطع هو النقطة  )2 ، -1(

وبما �أنَّ -4جـ = -4  ف�إن جـ = 1
وتكون ب�ؤرته النقطة )2– جـ ، -1( وت�ساوي

 )1- ، 1(
ومعادلة دليله �س= 2 + جـ ، ومنه �س= 3
ومعادلة محوره �ص= هـ ، ومنه �ص= -1

انظر ال�شكل )5–22(.
   



343

4

ويمر   )4  ،  3-( النقطة  وب�ؤرته  ال�سينات،  محور  يوازي  محوره  الذي  المكافئ  القطع  معادلة  جد 
بالنقطة )0 ، 0( ، ويقع ر�أ�سه �إلى يمين ب�ؤرته. ثم ار�سم منحناه.

الحل 
بما �أنَّ محوره يوازي محور ال�سينات، ويقع ر�أ�سه �إلى يمين ب�ؤرته، ف�إنَّ منحناه مفتوح نحوالي�سار 

ومعادلته على ال�صورة:

جد عنا�صر القطع المكافئ الذي معادلته �س2- 4�ص + 4 =0  

5 

)�ص- هـ(2 = - 4جـ )�س - د(                     
ب�ؤرة القطع ) د – جـ ، هـ( هي النقطة )-3 ، 4(

�إذن  هـ = 4
د – جـ = -3     ←   د = جـ -3 ………. )1(
بما �أنَّ القطع يمر بالنقطة )0 ، 0( ف�إنّها تحقق معادلته.

�إذن )0 – 4(2 = -4جـ )0 – جـ + 3(               
ومنه جـ2 - 3جـ - 4 =0                 لماذا؟ 

�أي �أنَّ )جـ -4( )جـ +1(   =0                          
ومنه  جـ = 4  �أو  جـ = -1 تهمل    لماذا؟ 

�إذن  جـ =4 ،    د=1              
ومنه ف�إنَّ �إحداثيي ر�أ�س القطع )د ، هـ( هما )1، 4(

وتكون معادلة القطع المكافئ هي:
)�ص- 4(2 = - 16 )�س - 1(

انظر ال�شكل )5–23(.

ال�شكل )23-5(
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5
الذي  الم�ستقيم  ، 3( ومحوره   1(  ،  )0 ،  0( بالنقطتين  يمر  الذي  المكافئ  القطع  معادلة  جد 

معادلته �س = -2 .

 ادعت ليلى �أنَّ القطع المكافئ  الذي معادلته �ص2 - 4�ص - 8�س + 1 =0 مفتوح لليمين، 
و�أنَّ القطع الذي معادلته �س2 + 8�س + 3�ص + 1 =0 مفتوح للأ�سفل. 

حاول �أن تتنب�أ كيف تو�صلت ليلى �إلى �إجابتها.

فكر وناق�ش
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1( جد معادلة القطع المكافئ في كل حالة مما ي�أتي، ثم ار�سم منحناه ب�شكل تقريبي:
�أ   ( ر�أ�سه النقطة )-1 ، 0( وب�ؤرته النقطة )-5 ، 0(

ب( ر�أ�سه النقطة )-1 ، 0( وب�ؤرته النقطة )3 ، 0(
جـ( ر�أ�سه النقطة )2، 3( وب�ؤرته النقطة )2 ، 8(

د  ( ر�أ�سه النقطة )2 ، 3( وب�ؤرته النقطة )2 ،  -2(
هـ( ب�ؤرته النقطة )1 ، 0( ومعادلة دليله �ص =  -3

و ( ب�ؤرته النقطة )0 ، 0( ومعادلة دليله �س = 5
ز ( ب�ؤرته النقطة )2 ، -5( ومعادلة دليله �س = 1.25

ح ( ر�أ�سه النقطة )2 ، -3( ومعادلة دليله �س =  -1
 ط( ر�أ�سه النقطة )-1 ، 2( ومعادلة دليله �ص =  5

لكلٍّ من  المحور،  الدليل، ومعادلة  الب�ؤرة، ومعادلة  و�إحداثيي  الر�أ�س،  �إحداثيي  2( جد كًّال من 
القطوع المكافئة المعطاة معادلتها في كلٍّ مما ي�أتي:

�أ   ( )�ص - 3(2 = 12)�س + 1(
ب( )�س + 5(2 = �ص - 2

جـ( �س = �ص2
د  ( 2�ص2 – 12�ص – 16�س = 14 .

هـ (  3�س2 – 4 = 8�ص + 12
و  ( 4�س - 3�ص2 + 9�ص + 12= 0

وتبعد   ،5  = دليله �ص  ومعادلة   ،2  = �س  معادلة محوره  الذي  المكافئ  القطع  معادلة  3( جد 
8 وحدات عن دليله، ومفتوح نحو الأ�سفل. ب�ؤرته 

4( جد معادلة القطع المكافئ الذي يمر بالنقطتين )8 ، 6( ، )4 ، -2(، ومحور تماثله الم�ستقيم الذي 
معادلته �س = 2.
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ويمر   )2،1( النقطة  وب�ؤرته  ال�صادات،  يوازي محور  الذي محوره  المكافئ  القطع  معادلة  5( جد 
بالنقطة )5 ، -1( ويقع ر�أ�سه �أ�سفل ب�ؤرته.

بالنقط  ويمرمنحناه  ال�سينات،  مح��ور  ي��وازي  مح��وره  ال��ذي  المكافئ  القطع  معادلة  جد   )6
)2 ، 0(، )5 ، 2(، )2 ، -4( ويقع ر�أ�سه �أ�سفل ب�ؤرته.

ر�أ�سه  مكافئ   قطع   )24-5( ال�شكل  في   )7
ودليله  ب   النقطة  وب�ؤرته   )3  ،  0( النقطة 
10( تقع على 

  3
محور ال�سينات،  والنقطة م )2،

منحناه. جد محيط ال�شكل الرباعي ل م ب ع.

8( قاعدة قو�س على �شكل قطع مكافئ تقع على �أر�ض م�ستوية، طولها 12متًرا، ور�أ�س القو�س 
يرتفع 9 �أمتار فوق �سطح الأر�ض. اكتب المعادلة الممثلة لهذا القو�س، علمًا �أنَّه متماثل حول 

محور ال�صادات.

ال�شكل )24-5(
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القطع الناق�ص 
The Ellipse ثالثًا

تعلمت �سابقًا بع�ض �أنواع القطوع المخروطية، والآن �ستتعرف نوعًا �آخر ي�سمى القطع الناق�ص.

القطع الناق�ص
الم�ستوى الإحداثي، بحيث يكون  التي تتحرك في  للنقطة ن)�س ، �ص(  الهند�سي   هو المحل 

مجموع بعديها عن نقطتين ثابتتين ب1 ، ب2 )ت�سميان الب�ؤرتين( ي�ساوي مقدارًا ثابتًا.

جد معادلة المحل الهند�سي للنقطة ن)�س، �ص( 
مجموع  يكون  بحيث  الم�ستوى  في  تتحرك  التي 

بُعديها عن النقطتين الثابتتين ب1)1 ، 0( ، 
ب2  ) -1 ، 0( ي�ساوي دائمًا 6 وحدات.

ال�شكل )25-5(

ال�شكل )26-5(

منحنى القطع الناق�ص في النقطتين ر1، 
والقطعة  القطع،  ر�أ�سَي  وتُ�سميان  ر2 
الأكبر  المحور  ت�سمى  الم�ستقيمة  
منحنى  يتقاطع  بينما  الب�ؤري(،  )المحور 
القطع مع المحور العمودي على المحور 
الأكبر في نقطتين، ت�شكل الم�سافة بينهما 

طول المحور الأ�صغر للقطع الناق�ص.

يمثل ال�شكل )5–26( منحنى قطع ناق�ص، له محوران للتماثل هما الم�ستقيم المارّ بالب�ؤرتين ب1، 
ب2 والم�ستقيم العمودي عليه والمن�صف للقطعة الم�ستقيمة ب1 ب2، ت�سمى نقطة تقاطع المحورين 
مركز القطع الناق�ص، وت�سمى الم�سافة بين الب�ؤرتين البعد الب�ؤري، �أما الم�ستقيم المار بالب�ؤرتين فيقطع 



348

ال�صورة القيا�سية لمعادلة القطع الناق�ص الذي مركزه النقطة ) د ، هـ (،  ومحوره الأكبر يوازي محور ال�سينات:
اعتمادًا على  ال�شكل )5-27(، لاحظ �أنَّ مركز القطع الناق�ص هو النقطة 

ال�شكل )27-5(

يوازي  الأكبر  ومحوره  هـ(،  د،  م) 
البعد  �أنَّ  وبفر�ض  محورال�سينات، 
والمقدار   ، )2جـ(  ي�ساوي  الب�ؤري 
بعدي  مجموع  ي�ساوي  )2�أ(  الثابت 
النقطة المتحركة ن عن ب�ؤرتي القطع، 
�أعداد  جـ   ، �أ   ، 2جـ   > 2�أ  حيث 
�إحداثيي  ف�إنَّ  وبذلك  موجبة  حقيقة 

ب�ؤرتي القطع الناق�ص هما:  ب1 ) د+جـ ، هـ(  ،   ب2 ) د- جـ ، هـ(

: ومن تعريف القطع الناق�ص تجد �أنَّ
ن ب1 + ن ب2 = 2�أ  ومنه

 +   = 2�أ

  = 2�أ -   
: وبتربيع الطرفين ينتج �أنَّ

))�س– د( - جـ(2+ )�ص- هـ(2= 
4�أ2 - 4�أ     + ) )�س – د( + جـ (2 + )�ص- هـ( 2

: وبفك الأقوا�س وتب�سيط المعادلة تجد �أنَّ
�أ2 + جـ )�س- د( =  �أ 

: وبتربيع الطرفين و�إخراج حدود كعوامل م�شتركة تجد �أنَّ
)�أ2 – جـ2( )�س - د(2 +  �أ2)�ص- هـ(2 = �أ2 ) �أ2 - جـ2( 

: وبق�سمة طرفي المعادلة على �أ2 ) �أ2 -  جـ2(  ينتج �أنَّ
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وبما �أنََّّ �أ < جـ من تعريف القطع الناق�ص، وكًّال من العددين �أ ، جـ موجب ف�إنَّ 
 �أ2   <  جـ2  ومنه  �أ2 – جـ2< 0

و�إذا انطبقت النقطة ن على المحور الأ�صغر الموجب 
كما في ال�شكل )5–28(

 �سينتج المثلث ن م ب1  قائم الزاوية في م.  لماذا؟  
 فيه ن م = ب ،  ب1م = جـ ، ن ب1 = �أ   لماذا؟ 

: وبتطبيق مبرهنة فيثاغور�س على المثلث ن م ب1 تجد �أنَّ
�أ2 = ب2 + جـ2    ومنه  ب2 = �أ2 – جـ2    )ف�ِّرس هذه النتيجة(.

ال�شكل )28-5(

ال�شكل )29-5(

جد معادلة القطع الناق�ص الممثل منحناه 
في ال�شكل )5–29(.

: وبتعوي�ض ب2 في المعادلة ينتج �أنَّ

وهي تمثل �إحدى ال�صور القيا�سية لمعادلة القطع الناق�ص، وفي ما ي�أتي عنا�صره: 
1( المركز النقطة )د ، هـ(.

2( الب�ؤرتان النقطتان ب1)د+جـ ، هـ( ، ب2)د- جـ ، هـ( حيث جـ هي بُعد الب�ؤرة عن المركز.
3( الر�أ�سان هما النقطتان ر1)د+ �أ ، هـ( ، ر2)د- �أ ، هـ(

4( معادلة المحور الأكبر �ص = هـ ، وطوله ي�ساوي 2�أ
5( معادلة المحور الأ�صغر �س = د ، وطوله ي�ساوي 2ب.

لاحظ �أنَّ البُعد الب�ؤري ي�ساوي 2جـ. )حيث جـ2 = �أ2- ب2(
و�أن �إحداثيي طرفي محوره الأ�صغر هما النقطتان )د ، هـ + ب(، )د، هـ - ب(

)1(..………

1 
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ال�شكل )30-5(

الحل
�إحداثيا مركز القطع النقطة )4 ، 3(                           

: ومن تعريف القطع الناق�ص تجد �أنَّ
ن�صف طول المحور الأ�صغر ب = 3 وحدات.       لماذا؟ 
 ن�صف طول المحور الأكبر �أ = 5 وحدات.            لماذا؟ 

وبما �أنََّّ المحور الأكبر موازٍ لمحور ال�سينات، �إذن معادلة القطع الناق�ص هي:

ال�صورة القيا�سية لمعادلة القطع الناق�ص الذي مركزه النقطة ) د ، هـ(، ومحوره الأكبر يوازي محور ال�صادات:

1
جد معادلة القطع الناق�ص الذي مركزه نقطة الأ�صل، ومحوره الأ�صغر يوازي محور ال�صادات 
وطوله ي�ساوي 4 وحدات، و�إحدى ب�ؤرتيه النقطة )-3 ، 0(. ثم ار�سم منحناه ب�شكل تقريبي.

)�س– 4(2
25

)�ص–3(2
9

)�س– د(2
ب 2

)�ص – هـ (2
………..)2(  لماذا؟ �أ 2

وب�إجراء الخطوات ال�سابقة تجد �أنََّّ معادلة القطع الناق�ص هي:

�إذا كان المحور الأكبر للقطع الناق�ص يوازي محورال�صادات، 
ف�إنَّ ب�ؤرتي القطع الناق�ص هما النقطتان: 

 ب1) د ، هـ+جـ(  ، ب2) د، هـ - جـ( كما يو�ضح 
ال�شكل )30-5(.
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(  الاختلاف المركزي للقطع الناق�ص، و�ستلاحظ �أنَّ قيمة  الاختلاف المركزي >1،  جـ
�أ ت�سمى الن�سبة )

ا؛ لأنَّ اختلافه المركزي نق�ص عن واحد. ي القطع ناق�صً ولذلك �سُمِّ

الاختلاف المركزي للقطع الناق�ص:
هو الن�سبة بين ن�صف البُعد الب�ؤري �إلى ن�صف طول المحور القاطع )الأكبر( = جـ : �أ

   1<
جـ
�أ لاحظ من تعريف القطع الناق�ص �أنَّ جـ > �أ ، و�أنَّ كًّال من القيمتين �أ ، جـ موجبتان، ومنه  

)لماذا؟(

جد معادلة القطع الناق�ص في كلٍّ مما ي�أتي:
1( مركزه النقطة )2 ، 3(، و�إحدى ب�ؤرتيه النقطة )2 ، -1(، وطول محوره الأ�صغر ي�ساوي  )6( وحدات.
  5 2( ب�ؤرتاه النقطتان )4 ، 1( ، )0 ،1( ويتقاطع منحناه مع المحور الأكبر عند �س = 2 + 

الحل
الأكبر  المحور  �أنََّّ  �أي  ال�صادات،  محور  يوازي  م�ستقيم  على  يقعان  والب�ؤرة  المركز  �أنَّ  لاحظ   )1

يوازي محور ال�صادات.
�إذن معادلة القطع الناق�ص هي:

2 

وهي تمثل �إحدى ال�صور القيا�سية لمعادلة القطع الناق�ص الذي عنا�صره هي: 
 1( مركزه النقطة )د ، هـ(.

 2( ب�ؤرتاه هما النقطتان ب1)د ، هـ  + جـ( ، ب2)د ، هـ  -  جـ ( حيث جـ هي بعد الب�ؤرة عن المركز.
 3( �إحداثيا الر�أ�سين هما النقطتان ر1)د، هـ  +  �أ ( ، ر2)د، هـ  -  �أ(

 4( المحور الأكبر يوازي محور ال�صادات ومعادلته �س= د ، وطوله ي�ساوي 2�أ
 5( المحور الأ�صغر يوازي محور ال�سينات ومعادلته �ص= هـ ، وطوله ي�ساوي 2ب.

لاحظ �أنَّ البعد الب�ؤري ي�ساوي 2جـ. )حيث جـ2 = �أ2 - ب2(
و�أن �إحداثيي طرفي محوره الأ�صغر هما النقطتان )د + ب ، هـ(، )د - ب، هـ (

الاختلاف المركزي للقطع الناق�ص

)�س– د(2
ب 2

)�ص – هـ (2
 �أ2
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وبما �أنََّّ المركز)2 ، 3( والب�ؤرة )2، -1(، ف�إنَّ ن�صف البُعد الب�ؤري جـ = 4وحدات.           

انظر ال�شكل)5–31(.
2(  بما �أنَّ الب�ؤرتين تقعان على م�ستقيم يوازي محور ال�سينات، ف�إنَّ المحور الأكبر للقطع يوازي محور 

ال�سينات، وتكون معادلة القطع هي:

والب�ؤرتان )4 ،1(، )0 ، 1( ومنه جـ =2.
�إحداثيا مركزالقطع الناق�ص النقطة )2 ، 1(            لماذا؟ 

وبما �أنَّ منحنى القطع يتقاطع مع المحور الأكبر في الر�أ�سين ؛ ف�إن �إحداثيي �أحد ر�ؤو�س القطع 
.             لماذا؟ 5 5 ، 1(،  وبذلك ف�إنَّ �أ =  هو النقطة )2+ 

ولإيجاد قيمة ب، ا�ستخدم المعادلة:

ال�شكل )31-5(

)�س – 2(2
9

)�ص – 3(2
25

)�س – د(2
�أ 2

)�ص – هـ (2
ب2

وطول المحور الأ�صغر = 6 وحدات، �أي �أنََّّ ب = 3وحدات.
لإيجاد �أ ا�ستخدم المعادلة:

�أ2 = ب2 + جـ2 
ومنه �أ2 = 9 + 16 = 25

�إذن معادلة القطع الناق�ص هي:

ب2 = �أ2 – جـ2    
1= 4 – 5 =  	

ال�شكل )32-5(

�إذن معادلة القطع هي:

انظر ال�شكل )5–32(.

)�س– 2(2
5

)�ص–1 (2
1
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= 1 ، ثم ار�سم منحناه ب�شكل تقريبي.
)�ص –2 (2

25  +   
)�س + 1(2

16 جد عنا�صر القطع الناق�ص الذي معادلته 
الحل

بما �أنَّ �أ2 = 25 ،  ب2= 16 ف�إنَّ المحور الأكبر يوازي محور ال�صادات وتكون معادلة القطع الناق�ص 
على ال�صورة:

2
 جد معادلة القطع الناق�ص الذي ب�ؤرتاه النقطتان ب1)-2 ، 3( ، ب2)-2 ، 9( ، وطول محوره 

الأكبر 12 وحدة.

3 

)�س – د(2
ب 2

)�ص – هـ (2
�أ 2

تهمل القيمة ال�سالبة، لماذا؟  		 5 + = �أ2 = 25 ،  ومنه �أ	
تهمل القيمة ال�سالبة، لماذا؟ 		 4 + = ب2= 16، ومنه ب	
تهمل القيمة ال�سالبة، لماذا؟ جـ2 = �أ2 – ب2 = 9 ومنه جـ = + 3	

عنا�صر القطع الناق�ص هي:
1( مركزه: )د ، هـ( هو النقطة ) -1 ، 2(.

ب1 )د ، هـ + جـ( = )-1 ، 5( ، 2( ب�ؤرتاه:	

ال�شكل )33-5(

ب2 )د ، هـ - جـ( = )-1 ، -1( 		
ر1 )د ، هـ + �أ( = )-1 ، 7(  ،  3( ر�أ�ساه:	
ر2 )د ، هـ - �أ( = )-1 ، -3( 		

4( محوره الأكبر يوازي محور ال�صادات 
ومعادلته �س= -1، وطوله = 2�أ = 10 وحدات

5( محوره الأ�صغر يوازي محور ال�سينات 

وال�شكل )5–33( يمثل �شكًال تقريبيًّا لمنحنى القطع.
لاحظ �أنَّ �إحداثيي طرفي محوره الأ�صغر هما النقطتان )3 ، 2( ، )-5، 2(

ومعادلته �ص= 2، وطوله =2ب = 8 وحدات
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وبذلك ف�إنَّ عنا�صر هذا القطع الناق�ص هي:
لماذا؟ 		 1( مركزه )د ، هـ( هو النقطة )0 ، 0(

2( ب�ؤرتاه        )د + جـ ، هـ( = ) + 4 ، 0(
3( ر�أ�ساه ) + 5، 0(

4( محوره الأكبر ينطبق على محور ال�سينات ومعادلته �ص=0، وطوله 2�أ = 10وحدات.
5( محوره الأ�صغر ينطبق على محور ال�صادات ومعادلته �س=0، وطوله 2ب = 6وحدات.

�س2
25

�ص2
9 ومعادلته هي:   

انظر ال�شكل )5–34(.
لاحظ �أنَّ �إحداثيي طرفي محوره الأ�صغر هما النقطتان )0، 3( ، )0، -3(.

3
 ثم ار�سم منحناه ب�شكل تقريبي. 

�س2
25

�ص2
9 جد عنا�صر القطع الناق�ص الذي معادلته 

4 
واختلافه   )0  ،  5-(  ،)0  ،  5( النقطتان  هما  ر�أ�ساه  الذي  الناق�ص  القطع  ومعادلة  عنا�صر  جد 

المركزي 0.8
الحل

لاحظ �أنَّ محور القطع الأكبر يوازي محور ال�سينات، فتكون معادلة القطع الناق�ص:
)�س – د(2

�أ 2
)�ص – هـ (2

ب 2
  2�أ = 10، ومنه �أ = 5                    لماذا؟
 8
جـ = 10

�أ وبما �أنََّّ الاختلاف المركزي = 
�إذن ج	ـ = 4

ب2	 = �أ2 – جـ2 
16 – 25 = 	

	 = 9 ،  ومنه ب = 3

ال�شكل )34-5(
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5

4
جد معادلة القطع الناق�ص الذي �أحد ر�ؤو�سه النقطة  )4 ، 1(، والب�ؤرة القريبة من هذا الر�أ�س 

هي النقطة )2 ، 1( واختلافه المركزي 0.5

جد معادلة القطع الناق�ص الذي يم�س كًّال من الم�ستقيمات:
 �س= 8 ، �س= -2 ،   �ص= 9 ، �ص= 1.     حل ال�س�ؤال بطريقتين مختلفتين.

اعتمادًا على مثال)3( معادلة القطع الناق�ص هي :

1 = 
)�ص-2(2

25  + 
)�س+1(2

16
وبفك حدود المعادلة لتحويلها �إلى ال�صورة العامة، تجد ما يلي:

25)�س + 1(2 + 16)�ص – 2(2 = 400
25) �س2 +2�س +1( + 16) �ص2 - 4�ص +4( – 400 = 0

25 �س2 +50�س + 20 + 16�ص2 - 64�ص +64 – 400 = 0
25 �س2 + 16�ص2  + 50�س  - 64�ص  – 311 = 0

لاحظ �أنَّ المعادلة هي على ال�صورة:
�أ �س2 + ب �ص2 + جـ �س + د �ص + هـ = 0

ال�صورة العامة لمعادلة القطع الناق�ص هي:
�أ �س2 + ب �ص2 + جـ �س + د �ص + هـ = 0 ، حيث �أ ، ب ، جـ ، د ، هـ �أعداد حقيقية

�أ  × ب < 0، �أ  ≠ ب

بالرجوع �إلى ال�صورة العامة لمعادلة القطع الناق�ص، ناق�ش ما ي�أتي:
ع ال�شرط   �أ  ≠ ب ؟ 1( لماذا وُ�ضِ

2( ما ال�شكل الهند�سي الذي تمثله المعادلة �إذا كانت �أ × ب = 0 ؟ )ناق�ش جميع الحالات(

فكر وناق�ش
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جد عنا�صر القطع الناق�ص الذي معادلته:
�س2 + 10�ص2 – 6�س – 40�ص - 11 = 0

الحل
: �أعد ترتيب المعادلة مع تجميع الحدود تجد �أنَّ

 )�س2 – 6�س( + 10)�ص2 – 4�ص( = 11      
: وب�إكمال المقدارين داخل الأقوا�س �إلى مربعين كاملين تجد �أنَّ

)�س2 – 6�س + )-3(2 – )-3(2( + 10 )�ص2 – 4�ص + )-2(2 – )-2(2( = 11 
)�س-3(2 – 9 + 10)�ص-2(2 – 40 = 11     

)�س-3(2 + 10)�ص-2(2  = 60                 

 = 1  لماذا؟
)�ص-2(2

6  + 
)�س-3(2

60 �أي �أنَّ  

�أكمل الحل لإيجاد عنا�صر القطع الناق�ص.

ما المعطيات اللازمة لإيجاد معادلة قطع ناق�ص؟

5 

قطع ناق�ص معادلته 4�س2 + 3�ص2 + 16�س =176، جد كًّال مما ي�أتي:
1( �إحداثيي مركزه.                   2( �إحداثيي الر�أ�سين.

3( �إحداثيي الب�ؤرتين.                4( الاختلاف المركزي.

6

تحدث
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ال�صورة  – 40�ص -11 =0( على  – 6�س  المعادلة )�س2 + 10�ص2  كتب خالد وعمر 
القيا�سية بال�شكل الآتي، وعلى الترتيب:

1 = 
)�ص-2(2

100  + 
)�س-3(2

1 خالد: 

1 = 
)�ص-2(2

1  + 
)�س-3(2

100 عمر:  
اكت�شف الخط�أ في حل كلٍّ منهما، واكتب ال�صواب.

فكر وناق�ش

هل تختلف عنا�صر القطع الناق�ص الذي معادلته   �س2 +4�ص2 + 6�س – 8�ص + 9 = 0
عن عنا�صر القطع الناق�ص الذي معادلته    2�س2 +8�ص2 + 12�س – 16�ص + 18 = 0  ؟

ر �إجابتك. برِّ

فكر وناق�ش

)π 1 بالمقدار ) �أ ب = 
�ص2
 +  ب2

�س2
�أ2 تُعطى م�ساحة القطع الناق�ص الذي معادلته 

1 = 
�ص2
9  + 

�س2
121 جد م�ساحة القطع الناق�ص الذي معادلته  

الحل
  π م�ساحة القطع الناق�ص  =  �أ ب

			  = π 33 = π  * 3 * 11    وحدة م�ساحة                لماذا؟ 

6 
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1( جد معادلة القطع الناق�ص في كلٍّ مما ي�أتي، ثم ار�سم منحناه ب�شكل تقريبي:
�أ   ( ر�أ�ساه النقطتان )4 ، 1(، )-2 ، 1( وطول محوره الأ�صغر 4وحدات.

ب( ب�ؤرتاه النقطتان ) 0 ، + 2( ، ور�أ�ساه النقطتان ) 0 ، + 5(.
6وحدات،  الب�ؤري  وبعده  ال�سينات،  محور  على  تقعان  وب�ؤرتاه  الأ�صل،  نقطة  مركزه  جـ( 

ْ محورَيْهِ ي�ساوي 2 وحدة. والفرق بين طولَي
د ( مركزه نقطة الأ�صل، ومحوره الأكبر يوازي محور ال�سينات، ويمر منحناه بالنقطة )1 ، 3(، 

واختلافه المركزي 0.5
هـ( يمر بالنقطة )-8 ، 3(، ويقع مركزه على الم�ستقيم �س=2، وب�ؤرتاه تقعان على الم�ستقيم 

الذي معادلته �ص= 3 واختلافه المركزي 0.6.
و ( ر�أ�ساه النقطتان )2 ، 0(، )-8 ، 0(، وطول محوره الأ�صغر ي�ساوي �أربعة �أمثال الم�سافة 

بين �أحد ر�أ�سيه والب�ؤرة القريبة من ذلك الر�أ�س.
ز  ( نهايتا محوره الأ�صغر النقطتان ) + 3 ، 0( ويمر بالنقطة )2 ، 3(.

2( جد عنا�صر القطع الناق�ص المعطاة معادلته في كلٍّ مما ي�أتي:

1 = 
�ص2
25  + 

�س2
144 �أ   (  

1 = 
)�ص+1(2

81  + 
)�س-4(2

25 ب(  

جـ( �س2 + 4�ص2 =100
د  ( �س2 + 2�ص2  + 4�ص =  6�س - 7

هـ ( )2�ص +4(2 + )3 – �س(2 = 64
4
3 و  ( 4�س2 + 3�ص2 = 

3( جد معادلة القطع الناق�ص الذي �إحدى ب�ؤرتيه مركز الدائرة التي معادلتها 
)2�س – 6(2 + )2�ص – 4(2 =36 ، وطول محوره الأ�صغر ي�ساوي طول قطر هذه الدائرة،

 ومعادلة محوره الأ�صغر هي �س= -1.
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القطع  ب�ؤرة  هي  ب�ؤرتيه  و�إحدى   ،)1  ،  1( النقطة  مركزه  الذي  الناق�ص  القطع  معادلة  جد   )4
المكافئ )�ص -1(2 -12�س =0 ، وطول محوره الأ�صغر ي�ساوي )10(وحدات.

تقع على  النقطتان ب1)4 ، 0( ، ب2 )-4 ، 0( والنقطة ن)�س ، �ص(  ب�ؤرتاه  ناق�ص  5( قطع 
منحنى القطع حيث �إنَّ محيط المثلث ن ب1 ب2 ي�ساوي 24�سم، جد معادلته.

6( تتحرك النقطة و)�س ، �ص( حيث يتحدد موقعها بالمعادلتين �س= 5+ 3جاهـ ،
�ص= 2+2جتاهـ ، حيث هـ زاوية متغيرة، بِّني �أنَّ النقطة )و( تتحرك على منحنى قطع ناق�ص، 

ثم جد بعده الب�ؤري.
7( قطع ناق�ص م�ساحته)π 40( وحدة مربعة، ور�أ�ساه النقطتان ) + 8 ، 0( ، جد معادلته.
8( جد طول ن�صف قطر الدائرة التي م�ساحتها ت�ساوي م�ساحة القطع الناق�ص الذي معادلته

1 = 
�ص2
16  + 

�س2
81      

ناق�ص  دائرة وقطع  ال�شكل )5–35(  يمثل   )9
كانت  �إذا   ،)0  ،  0( المركز  في  م�شتركين 
م�ساحة القطع الناق�ص ت�ساوي مثلَيْ م�ساحة 
الدائرة المر�سومة داخله، فجد كًّال مما ي�أتي:

�أ  ( الاختلاف المركزي للقطع الناق�ص.   
ب( معادلة القطع الناق�ص.

                  1=  
)�ص -  ك(2

ب2   +  
)�س - ل(2

�أ2 10( لمعادلة القطع الناق�ص  
�أثبت �أنَّ ب2 = �أ2 )1 – هـ2( حيث هـ: الاختلاف المركزي للقطع الناق�ص.

11( يدور القمر حول الأر�ض في مدار على �شكل قطع 
ناق�ص ، حيث تقع الأر�ض في �إحدى ب�ؤرتي المدار، 
ف�إذا كانت �أطول م�سافة بين الأر�ض والقمر ت�ساوي 
)م( كم، و�أق�صر م�سافة بينهما ت�ساوي )ن( كم، كما 
في ال�شكل )5–36(، ف�أثبت �أنَّ الاختلاف المركزي 

م - ن
م + ن لهذا القطع الناق�ص ي�ساوي  

ال�شكل )35-5(

ال�شكل )36-5(
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ال�شكل )37-5(

ال�شكل )38-5(

جد معادلة المحل الهند�سي للنقطة ن)�س ، �ص( التي تتحرك في الم�ستوى بحيث يكون الفرق 
المطلق بين بُعدَيْها عن النقطتين الثابتتَْني ب1)5 ، 0( ، ب2 ) -5 ، 0( ي�ساوي دائما 8 وحدات.

القطع الزائد
The Hyperbolic رابعًا

القطع الزائد 
هو المحل الهند�سي للنقطة ن)�س ، �ص( التي تتحرك في الم�ستوى الإحداثي، بحيث يكون 
الفرق المطلق بين بُعْدَيها عن نقطتين ثابتتين ب1، ب2 )تُ�سميان الب�ؤرتين( ي�ساوي مقدارًا ثابتًا.

تعلمت �سابقًا بع�ض �أنواع القطوع المخروطية، والآن �ستتعرف نوعا �آخر ي�سمى القطع الزائد.
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يمثل ال�شكل )5–38( منحنى قطع زائد، له محوران للتماثل هما الم�ستقيم المارّ بالب�ؤرتين ب1، ب2 
والم�ستقيم العمودي عليه والمن�صف للقطعة الم�ستقيمة ب1 ب2 ، تُ�سمى نقطة تقاطع المحورين مركز 
القطع الزائد، وت�سمى الم�سافة بين الب�ؤرتين البعد الب�ؤري، �أما الم�ستقيم المار بالب�ؤرتين فيقطع منحنى 
المحور  ر�أ�سي القطع، والقطعة الم�ستقيمة ر1 ر2  تُ�سمى  القطع الزائد في النقطتين ر1، ر2 وت�سميان 
القاطع )المحور الب�ؤري(، بينما ت�سمى القطعة الم�ستقيمة التي طرفيها النقطتان د1 ، د2 المحور المرافق 

للقطع الزائد.
ال�صورة القيا�سية لمعادلة القطع الزائد الذي مركزه النقطة ) د ، هـ (،  ومحوره القاطع يوازي محور ال�سينات:

اعتمادًا على  ال�شكل )5-39(، لاحظ �أنَّ مركز القطع الزائد هو النقطة  م) د، هـ(، ومحوره القاطع 
�أنَّ البعد الب�ؤري ي�ساوي )2جـ( ، والمقدار الثابت )2�أ( ي�ساوي  يوازي محورال�سينات، وبفر�ض 
الفرق المطلق بين بُعدَي النقطة المتحركة ن عن ب�ؤرَتَيْ القطع، حيث 2�أ > 2جـ ، �أ ، جـ �أعداد حقيقية 
موجبة وبذلك ف�إنَّ �إحداثيَيْ ب�ؤرتَيْ القطع الزائد هما:  ب1) د+جـ ، هـ(،   ب2) د- جـ ، هـ(

ال�شكل )39-5(
: ومن تعريف القطع الزائد تجد �أنَّ

| ن ب1 - ن ب2 | = 2�أ  ومنه
)�س –  )د+جـ( (2 + )�ص- هـ(2  -     ) �س – )د – جـ( (2 + )�ص- هـ(2 = +2�أ

) �س –  )د+جـ( (2 + )�ص- هـ(2 = +2�أ +    ) �س – )د – جـ( (2 + )�ص- هـ(2 
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ال�شكل )40-5(

 �أ2   >  جـ2  ومنه  �أ2 – جـ2> 0
مت دائرة مركزها )م( ، وطول ن�صف قطرها  و�إذا رُ�سِ
�أبعاده )2�أ( ، )2ب( كما  )جـ(وبداخلها م�ستطيل 
في ال�شكل )5 –40( تجد �أنَّ جميع ر�ؤو�س الم�ستطيل 
تم�س الدائرة و�سينتج المثلث ك م ر1  قائم الزاوية في ر1.
وبتطبيق مبرهنة فيثاغور�س على المثلث ك م ر1 �ستجد 

�أن:
جـ2 = �أ2 + ب2    ومنه  - ب2 = �أ2 – جـ2    

وبتربيع الطرفين:
))�س– د(- جـ(2+ )�ص- هـ(2= 

4�أ2 ±  4�أ    ))�س– د(+ جـ(2+ )�ص- هـ( 2  + ))�س – د( + جـ (2 + )�ص- هـ( 2
: وبفك الأقوا�س وتب�سيط المعادلة تجد �أنَّ

�أ2 + جـ )�س- د( = ± �أ    ) )�س– د(+ جـ(2+ )�ص- هـ( 2
: وبتربيع الطرفين و�إخراج حدود كعوامل م�شتركة تجد �أنَّ

)�أ2 – جـ2( )�س - د(2 + �أ2)�ص- هـ(2 = �أ2 ) �أ2 -  جـ2( 
: وبق�سمة طرفي المعادلة على �أ2 ) �أ2 - جـ2(  ينتج �أنَّ

1 = 
 )�ص - هـ(2
) �أ 2 - جـ2(  + 

)�س - د(2
�أ2

من تعريف القطع الزائد تجد �أنَّ �أ > جـ، وبما �أنَّ كًّال من العددين �أ ، جـ موجب ف�إنِّ 

: وبتعوي�ض المقدار )- ب2( في المعادلة ينتج �أنَّ

)1(.......... 1 =  
 )�ص - هـ(2

ب2   -  
)�س - د(2

�أ2
وهي تمثل �إحدى ال�صور القيا�سية لمعادلة القطع الزائد الذي عنا�صره هي: 

1( مركزه النقطة )د ، هـ(.
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الحل
�إحداثيا مركز القطع )1 ، 1(                           

: من تعريف القطع الزائد تجد �أنَّ
ن�صف طول المحور المرافق ب = 4 وحدات.	     لماذا؟
 الم�سافة بين ر�أ�س القطع ومركزه  �أ = 3 وحدات.	     لماذا؟

وبما �أنَّ المحور القاطع يوازي محور ال�سينات، �إذن معادلة القطع الزائد هي:

  1 =  
 )�ص-1(2

16   -  
)�س-1(2

9

2( ب�ؤرتاه هما النقطتان ب1 )د+جـ ، هـ( ، ب2)د-جـ ، هـ( حيث جـ هي بعد الب�ؤرة عن المركز.
3( �إحداثيا الر�أ�سين هما ر1)د+ �أ ، هـ( ، ر2)د - �أ ، هـ(

4( محوره القاطع يوازي محور ال�سينات ومعادلته �ص= هـ ، وطوله ي�ساوي 2�أ.
5( محوره المرافق يوازي محور ال�صادات ومعادلته �س= د ، وطوله ي�ساوي 2ب.

لاحظ �أنَّ بعده الب�ؤري )الم�سافة بين الب�ؤرتين( ي�ساوي 2جـ. )حيث جـ2 = �أ2 + ب2(
جـ .

�أ واختلافه المركزي = 
و �إحداثيي طرفي محوره المرافق هما النقطتان )د ، هـ+ب( )د ، هـ - ب(

جد معادلة القطع الزائد الممثل منحناه في ال�شكل )5 – 41(.
1 

جد معادلة القطع الزائد الذي مركزه نقطة الأ�صل، ومحوره المرافق يوازي محور ال�صادات وطوله 
ي�ساوي 12 وحدة، و�إحدى ب�ؤرتيه النقطة )10 ، 0(، ثم ار�سم منحناه ب�شكل تقريبي.

ال�شكل )5- 41(

1
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الزائد الذي عنا�صره هي: 
1( مركزه النقطة )د ، هـ(.

2( ب�ؤرتاه النقطتان ب1)د ، هـ + جـ( ، ب2)د ، هـ - جـ ( حيث جـ هي بعد الب�ؤرة عن المركز.
3( �إحداثيا الر�أ�سين هما ر1)د، هـ + �أ ( ، ر2)د، هـ - �أ(

4( محوره القاطع يوازي محور ال�صادات ومعادلته �س= د ، وطوله ي�ساوي 2�أ
5( محوره المرافق يوازي محور ال�سينات ومعادلته �ص= هـ ، وطوله ي�ساوي 2ب.

لاحظ �أنَّ بعده الب�ؤري )الم�سافة بين الب�ؤرتين( ي�ساوي 2جـ. )حيث جـ2 = �أ2 + ب2(
جـ .

�أ واختلافه المركزي = 
و �إحداثيي طرفي محوره المرافق هما النقطتان )د + ب، هـ( )د - ب، هـ(

ال�صورة القيا�سية لمعادلة القطع الزائد الذي مركزه النقطة ) د ، هـ (،  ومحوره القاطع يوازي محور ال�صادات:
�إذا كان المحور القاطع للقطع الزائد يوازي محورال�صادات، ف�إنَّ ب�ؤرتي القطع الزائد هما النقطتان: 

ب1) د ، هـ+جـ(، ب2) د، هـ - جـ( كما يو�ضح ال�شكل )42-5(.
وب�إجراء الخطوات ال�سابقة تجد �أنَّ معادلة القطع الزائد هي:

ال�شكل )42-5(

  = 1 ..........)2(       لماذا؟        
 )�س- د (2

  -   ب2 
)�ص- هـ(2

�أ2

للقطع  القيا�سية  ال�صور  �إحدى  تمثل  وهي 
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جد معادلة القطع الزائد في كل مما ي�أتي:
1( مركزه النقطة )4 ، -1(، و�أحد ر�ؤو�سه النقطة )4 ، 2(، وطول محوره المرافق)8( وحدات.

2( ب�ؤرتاه النقطتان )6 ، 0( ، )0 ،0( ويقطع منحناه محور ال�سينات عند �س=5.
الحل

1( لاحظ �أنَّ المركز والر�أ�س يقعان على م�ستقيم يوازي محور 
      ال�صادات، �أي �أنَّ المحور القاطع يوازي محور ال�صادات.

�إذن معادلة القطع الزائد هي:

 1 =  
 )�س- د (2

  -   ب2 
)�ص- هـ(2

�أ2
بما �أنَّ م)4 ، -1( ، ر)4 ، 2(، ف�إنَّ �أ = 3          لماذا؟

وحيث �أنَّ طول المحور المرافق = 8 وحدات، �إذن ب = 4وحدات.
ومنه ف�إن معادلة القطع هي:

  1 =  
 )�س- 4(2

16   -  
)�ص+1(2

9
انظر ال�شكل)5–43(.

    < 1   )لماذا؟(
 جـ 
لاحظ من تعريف القطع الزائد �أنَّ جـ < �أ، و�أنَّ كًّال من القيمتين �أ ، جـ   موجبتان، ومنه     �أ  

ولذلك �سمي القطع زائدًا، لأنَّ اختلافه المركزي زاد عن واحد.

2 

ال�شكل )43-5(

2( بما �أنَّ الب�ؤرتين تقعان على محور ال�سينات ، ف�إنَّ المحور القاطع يقع على محور ال�سينات �أي�ضا، 
وتكون معادلة القطع الزائد هي:

 1 =  
 )�ص - هـ (2

  - ب2 
)�س - د(2

�أ2



366

الب�ؤرتان )6 ،0(، )0 ، 0( ومنه جـ  = 3.	
مركزالقطع الزائد هو النقطة )3 ، 0(

�إحداثيا �أحد ر�ؤو�س القطع النقطة ) 5  ، 0(، ومنه �أ = 2
 : ومن العلاقة بين عنا�صر القطع الزائد، تجد �أنَّ

= جـ2 - �أ2                                      ب2	
 4 – 9 = 	

   5 = 	
�إذن معادلة القطع هي:                            

1 = 
  �ص2
 5 -  

)�س-3(2
4

انظر ال�شكل )5–44(

1 = 
)�ص+2(2

 9 -  
)�س-1(2

16 جد عنا�صر القطع الزائد الذي معادلته  
ثم ار�سم منحناه ب�شكل تقريبي.

الحل
من المعادلة تجد �أنَّ المحور القاطع للقطع  موازٍ لمحور ال�سينات.

  �أ2 = 16 ، ومنه �أ = 4
 ب2 = 9 ، ومنه ب= 3

وبذلك ف�إنَّ جـ = 5
وبذلك تجد �أنَّ عنا�صر القطع الزائد هي:

1( مركزه هو النقطة ) 1 ، -2(.
2( ب�ؤرتاه: ب1 )د+ جـ ، هـ( = )6 ، -2( ،  ب2 )د- جـ ، هـ( = )-4 ، -2(

2
 جد معادلة القطع الزائد الذي نهايتا محوره المرافق النقطتان ) +2 ، 0( ويمر بالنقطة )1 ،3(.

ال�شكل )44-5(

3
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3

3( ر�أ�ساه: ر1 )د + �أ ، هـ( = )5 ، -2(  ،  ر2 )د - �أ ، هـ( = )-3 ، -2(
4( معادلة محوره القاطع �ص= -2، وطوله =2�أ = 8 وحدات.

5( محوره المرافق يوازي محور ال�صادات ومعادلته �س=1، وطوله= 2ب  = 6 وحدات.

وال�شكل )5–45( يمثل منحنى القطع.

ال�شكل )45-5(

 = 1  ثم ار�سم منحناه ب�شكل تقريبي.
)�س-1(2

144  -  
�ص2
25 جد عنا�صر القطع الزائد الذي معادلته 

 ، 5
2 جد عنا�صر ومعادلة القطع الزائد الذي ر�أ�ساه النقطتان )1 ، + 4(  ، واختلافه المركزي 

ثم ار�سم منحناه ب�شكل تقريبي.
الحل 

لماذا؟ 		 1 =  
 )�س- د (2

  -   ب2 
)�ص- هـ(2

�أ2 معادلة القطع الزائد على ال�صورة :   
2�أ = 8،  ومنه �أ = 4                             

  5
2  = جـ

�أ بما �أنَّ   
�إذن جـ = 10 ،  ومنه ب = 2   21
وبذلك ف�إنَّ عنا�صر هذا القطع هي:

1( مركزه النقطة  )1 ، 0(                                                                             لماذا؟

4
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2( ب�ؤرتاه  النقطتان  ) 1 ، + 10(.
3( ر�أ�ساه النقطتان )1 ،  + 4(

4( المحور القاطع يوازي محور ال�صادات ومعادلته �س=1، 
وطوله 8 وحدات.

ال�سينات ومعادلته  ينطبق على مـحور  المرافق  5( المحور 
�ص=0، وطوله 4  21 وحدة.

1 = 
)�س-1(2

84  - 
�ص2
16 6( معادلة القطع الزائد هي: 

ال�شكل )5-46(وال�شكل )5–46( يمثل منحنى القطع.

4
جد معادلة القطع الزائد الذي مركزه نقطة الأ�صل، و�إحدى ب�ؤرتيه النقطة )-5، 0( 

واختلافه المركزي   53  .

اعتمادًا على مثال)3( تجد �أنَّ معادلة القطع الزائد  وهي :

1 = 
)�ص+2(2

9  - 
)�س-1(2

16  
وبفك حدود المعادلة لتحويلها �إلى ال�صورة العامة تجد ما يلي:

9)�س - 1(2 - 16)�ص + 2(2 = 144
9) �س2 -2�س +1( - 16) �ص2 + 4�ص +4( – 144 = 0

9 �س2 - 18�س + 9 - 16�ص2 - 64�ص -64 – 144 = 0
9 �س2 - 16�ص2  - 18�س  - 64�ص  – 199 = 0

لاحظ �أنَّ المعادلة هي على ال�صورة:    �أ �س2 + ب �ص2 + جـ �س + د �ص + هـ = 0

ال�صورة العامة لمعادلة القطع الزائد وهي :
�أ �س2 + ب �ص2 + جـ �س + د �ص + هـ = 0 ، حيث �أ ، ب ، جـ ، د ، هـ �أعداد حقيقية

                                                                                �أ  × ب > 0
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5

جد عنا�صر القطع الزائد الذي معادلته:
12�س2 - 4�ص2 + 24�س + 16�ص - 52 = 0

الحل
12)�س2 + 2�س( - 4)�ص2 - 4�ص( = 52

: وب�إكمال المقدارين داخل الأقوا�س �إلى مربعين كاملين تجد �أنَّ
12)�س2 + 2�س + )1(2 – )1(2( - 4)�ص2 - 4�ص + )-2(2 – )-2(2( = 52 

12)�س+1(2 – 12 - 4)�ص-2(2 + 16 = 52     
12)�س+1(2 - 4)�ص-2(2  = 48

 1 =  
 )�ص- 2 (2

12 -  
)�س + 1(2

4
�أكمل الحل لإيجاد عنا�صر القطع الزائد.

 
1( كيف ت�ستطيع �أن تحدد نوع القطع المخروطي  من ال�صورة العامة لمعادلته؟

2( كيف ت�ستطيع �أن تحدد نوع القطع المخروطي  من ال�صورة القيا�سية لمعادلته؟
ا، �أو زائدًا ( �إذا عُلِمَ اختلافه المركزي؟ 3( كيف تحدد نوع القطع المخروطي ) مكافئًا، �أو ناق�صً

5

جد عنا�صر القطع الزائد �إذا علمت معادلته في كل مما يلي:
 1( 2�س2 - 4�س =  5�ص2+ 30�ص+53 

2( 9�س2 - 4�ص2 = 36

ما المعطيات اللازمة لإيجاد معادلة قطع زائد؟

تحدث �إلى زملائك

تحدث �إلى زملائك
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1( جد معادلة القطع الزائد في كلٍّ مما ي�أتي، ثم ار�سم منحناه ب�شكل تقريبي:

�أ   ( ر�أ�ساه النقطتان ) +  3 ، 0(، وطول محوره المرافق 4وحدات.

ب( ب�ؤرتاه النقطتان ) 0 ، + 13( ، ور�أ�ساه النقطتان ) 0 ، + 5(.

وحدة،   12 وطوله  ال�صادات  محور  على  منطبق  القاطع  ومحوره  الأ�صل،  نقطة  مركزه  جـ( 
3
واختلافه المركزي   2

د  ( ر�أ�ساه النقطتان )-3 ، 1(، )1 ، 1( ويمر بالنقطة )2 ، 3(.

وحدات،   8 وطوله  ال�سينات،  محور  على  منطبق  القاطع  ومحوره  الأ�صل،  نقطة  مركزه  هـ( 
وطول محوره المرافق 4 وحدات.

 2    2 المرافق  محوره  وطول  ال�صادات،  محور  على  تقعان  وب�ؤرتاه  الأ�صل  نقطة  مركزه   ) و 
وحدة، واختلافه المركزي 3.

2( جد عنا�صر كلِّ قطع زائد �إذا علمت معادلته في كلٍّ مما ي�أتي:

1 = 
�ص2
25 - 

�س2
�أ   (  144

1 =  
 )�س+ 1(2

 16   -  
)�ص- 2(2

36 ب(  

جـ( �ص2 = 4�س2 - 16

د  ( 4�س2 - �ص2  - 10�ص =  16�س + 17

هـ ( 9�س2 – 4�ص2 = 36
4
3 و  ( 4�س2 - 3�ص2 =   

ز  ( )�س +2(2 – )�ص- 3(2 =1
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3( جد معادلة القطع الزائد الذي �إحدى ب�ؤرتيه مركز الدائرة التي معادلتها 
     )2�س – 6(2 + )2�ص – 4(2 =36 ، وطول محوره المرافق ي�ساوي طول قطر هذه الدائرة، 

ومعادلة محوره المرافق هي �س= -1. 
4( جد معادلة القطع الزائد الذي �أحد ر�أ�سيه مركز الدائرة التي معادلتها 

)2�س – 8(2 + )2�ص – 6(2 = 16 وطول محوره المرافق ي�ساوي  قطر هذه الدائرة، ومركزه 
يقع على الم�ستقيم الذي معادلته �س= -1.

5( قطع زائد مركزه نقطة الأ�صل ومعادلته ل �س2- ك �ص2 =90، وطول محوره القاطع  )6   2 (  
وحدة، وب�ؤرتاه تنطبقان على ب�ؤرتَيْ القطع الناق�ص الذي معادلته 9�س2+16�ص2 =576، 

جد قيمة كل من ل ، ك حيث ل ، ك �أعداد حقيقية.

6( تتحرك النقطة و)�س ، �ص( حيث يتحدد موقعها بالمعادلتين �س= 5قاهـ -4،
�ص= 2-3ظاهـ ، هـ زاوية متغيرة، جد معادلة م�سار النقطة )و( ، ثم بِّني نوعه.
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1( جد عنا�صر كلِّ قطع �إذا عُلِمَت معادلته في كلٍّ مما ي�أتي:

  �أ ( �س2 = 3 �ص + 2
ب( �س2 = 3�ص + 2�ص2

جـ( �ص2 = 15 – 2�س2

 د ( 2�س2 + 2�ص2 – 4�س + 12�ص -12 =0

هـ ( 9�س2 + 8�ص – 4 =4�ص2 + 36

 39
4   = 2) 3

 و ( 3)�س+2(2 – )�ص +   2

2( جد معادلة القطع المخروطي في كلٍّ من الحالات الآتية:
  �أ ( قطع مكافئ محوره يوازي محور ال�سينات، ويمر بالنقاط ) 3 ، 3(، )6 ، 0( ، )0 ، 2(.

ب( قطع ناق�ص مركزه النقطة )3 ، 2(، وب�ؤرتاه النقطتان )1 ، 2(، )5 ، 2( وطول محوره 
الأكبر ي�ساوي 6 �أمثال البعد الب�ؤري.

جـ( قطع زائد ب�ؤرتاه النقطتان )3 ، -2(، )3 ، 4(، ور�أ�ساه النقطتان )3 ، -1(، )3 ، 3(.

3( جد معادلة المحل الهند�سي لنقطة تتحرك في الم�ستوى 
المحورين  عن  مت�ساوياً  بعدًا  تبعد  بحيث  الإحداثي؛ 
الإحداثيين، وتمر �أثناء حركتها في الربعين الثاني والرابع. 
ب�ؤرته  مكافئ   قطع  منــحنى  يمثل   )47-5( ال�شكل   )4
متــطابق  ل  ع  ب  المثلث  �أنَّ  علمت  �إذا  ب،  النقطة 
معادلة  فجد  وحدة،   )40( �ضلعه  طول  الأ�ضلاع، 

ال�شكل )5-47(القطع المكافئ.
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5( جد معادلة المحل الهند�سي للنقطة المتحركة في الم�ستوى الإحداثي ن)�س ، �ص( التي يكون 
بُعدها عن الم�ستقيم �س= 7 ي�ساوي مثلَيْ بُعدها عن النقطة ك)1 ، 0(، وبِّني نوعه.

6( تتحرك النقطة و)�س ، �ص( في الم�ستوى الإحداثي حيث يتحدد موقعها في اللحظة    ن ≤  0  
بالمعادلتين �س= جتا2ن ، �ص= 3جان، جد معادلة م�سار النقطة و ، ثم بِّني نوعه.

7( جد معادلة المحل الهند�سي للنقطة م )�س ، �ص( المتحركة في الم�ستوى بحيث تبعد بُعدًا ثابتًا 
مقداره )3( وحدات عن الم�ستقيم الذي معادلته 3�س + 4�ص= 5 ، وتمر �أثناء حركتها بمركز 

الدائرة التي معادلتها )�س - 4(2 + )�ص – 2(2 =9 
8( قطع مخروطي اختلافه المركزي > 1، وب�ؤرتاه )-2 ، -1(، )2 ، -1( ويمر بنقطة الأ�صل، 

جد عنا�صر هذا القطع.
9( �إذا كانت المعادلة: ك �س2 + 3�ص2 = 11 تمثل معادلة قطع ناق�ص محوره الأكبر مواز لمحور 

11
ب2+جـ2 ال�سينات، �أثبت �أنَّ ك =   

10( �إذا كان هـ1 ، هـ2 يمثلان الاختلافين المركزيين للقطعين المخروطيين اللَّذين معادلتاهما:

1 =  
�ص2

ك2   -  
�س2
ل2  

1 =  
�س2
ل2     -  

�ص2
ك2    

1 =  1
2ـ 2 ه   +  1

2ـ 1 ه   : ف�أثبت �أنَّ

11( يتكون هذا ال�س�ؤال من 13 فقرة من نوع الاختيار من متعدد، لكل منها 4 بدائل واحد منها 
فقط �صحيح، �ضع دائرة حول رمز البديل ال�صحيح:

)1( طول ن�صف قطر الدائرة التي معادلتها )2�س+4(2 + )2�ص- 10(2 =36 ي�ساوي:
�أ ( 3  وحدات	      ب( 6 وحدات	      جـ( 7 وحدات           د( 9 وحدات
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)2( معادلة دليل القطع المكافئ الذي معادلته �ص2 + 4�س – 8 = 0 هي:
�أ ( �س=1	                 ب( �س= 3	      جـ( �ص= 1       	        د( �ص= 3

)3( نوع القطع المخروطي الذي معادلته �ص2= 3�س+ 2�س2 هو:
�أ ( دائرة	                 ب( مكافئ	      جـ( ناق�ص                   د( زائد

)4( �إذا كانت ب�ؤرة القطع المكافئ الذي معادلته )�ص+1(2 = -8)�س + د( هي النقطة 
)3 ، -1( ، ف�إن د ت�ساوي: 

   �أ ( -5	            ب( -3                 جـ( 3	                 د ( 5

)5( �إحداثيا نهايتي المحور المرافق للقطع الزائد الذي معادلته )�س+2(2 – )�ص-3(2 =1 هي:
		                    ب( )-2، 3 + 1(    �أ ( )-2 + 1، 3(
			         د  ( )2، -3 + 1(   جـ( )2 +1، -3(

)6( طول المحور الأ�صغر للقطع الناق�ص الذي يم�س كًّال من الم�ستقيمات �س=1، �س=9 ، 
�ص= -1 ، �ص = 5 ، ي�ساوي:

    �أ( 3 وحدات        ب( 4 وحدات      جـ( 6 وحدات       د ( 8 وحدات.

)7( تتحرك النقطة ن)�س ، �ص( في الم�ستوى بحيث يتحدد موقعها بالمعادلة

 1 =  
 �ص2

ل2  - 16 +  
�س2
ل

حيث ل عدد ثابت، �إذا كانت 0 > ل > 16، ف�إنَّ المحل الهند�سي لحركة النقطة ن يمثل:
ا      جـ( قطعًا زائدًا        د( دائرة    �أ ( قطعًا مكافئًا       ب( قطعًا ناق�صً

)8( تتحرك النقطة ن)�س ، �ص( في الربعين الأول والثالث من الم�ستوى الإحداثي، حيث تبقى 
على بُعدينِ مت�ساوييِن من المحورين الإحداثيين. �إنَّ معادلة المحل الهند�سي للنقطة ن هي: 

   �أ ( �ص = �س3  	 ب( �س = �ص3        جـ( �ص = - �س       د( �ص = �س
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 )9(    قطع مخروطي معادلته 9)�س + 1(2 – 16)�ص - 2(2 = -144، ف�إنَّ اختلافه المركزي ي�ساوي:
5
4           د(    4

5           جـ(    5
3 3             ب(   

   �أ (    5
)10( ال�شكل )5–48( يمثل منحنى قطع ناق�ص مركزه نقطة الأ�صل، و�إحدى ب�ؤرتيه النقطة 
ب)3 ، 0(، و�إحدى نهايتي محوره الأ�صغر النقطة د)0 ، 4(. ف�إنَّ طول محوره الأكبر 

ي�ساوي:
 �أ ( 12	          ب( 10           	   جـ( 7               	  د( 5

)11( م�ساحة القطع الناق�ص الذي معادلته 4�س2 + 9�ص2 = 36 بالوحدات المربعة ي�ساوي:
π 36 )د 	        π 13 )جـ          	π 6 )ب            	π 5 ) أ� 

)12( قطع مكافئ يقع ر�أ�سه على مركز القطع الزائد الذي معادلته 
ف�إنَّ معادلة محور تماثل  – 8)�ص-2(2 = 72 ، وب�ؤرته )1 ، 3(،  9 )�س -1(2 

2
القطع المكافئ هي:

�أ ( �س=1              ب( �س= -1	              جـ( �ص= 2	   د( �ص= -2

∗ )13( معادلة الدائرة الممثلة بال�شكل )5-49( هي:

�أ   ( �س2 + �ص2 - 6�س + 4�ص- 9 =0
ب( �س2 + �ص2 - 6�س + 4�ص+9 =0

جـ ( �س2 + �ص2 - 6�س - 4�ص- 3 =0
د  ( �س2 + �ص2 - 6�س + 4�ص- 3 =0

)∗( ال�س�ؤال من �أ�سئلة الاختبارات الدولية
ال�شكل )49-5(

ال�شكل )48-5(
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في هذه الوحدة �ستتعرّف جزءًا من علم الإح�صاء, وهو الجزء الذي يعبر عن العلم الذي يقوم 
على جمع المعلومات وت�صنيفها وعر�ضها وتحليلها؛ ليتم بعد ذلك ا�ستخلا�ص النتائج والتو�صيات 

المفيدة في المجالات ال�صناعية والاجتماعية والاقت�صادية والزراعية والبحث العلمي وغيرها.
�أما الاحتمالات فتهتم بح�ساب فر�صة وقوع حادث ما في التجارب الع�شوائية، ويُ�ستفاد منها 

في التنب�ؤ بق�ضايا م�ستقبلية.
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تحديد طبيعة الارتباط بين متغيرين من خلال �شكل الانت�شار.
ح�ساب معامل ارتباط )بير�سون( بين متغيرين.

تف�سير دلالة معامل ارتباط )بير�سون( بالن�سبة �إلى �شكل الانت�شار.
تحديد �أثر التعديلات الخطية في قيمة معامل ارتباط )بير�سون(.

�إيجاد معادلة خط الانحدار للارتباط بين متغيرين. 
تطبيق معادلة خط الانحدار للتنب�ؤ بقيم �أحد المتغيرين.

تعرف المتغير الع�شوائي المنف�صل وحَلّ م�سائل عملية عليه.
تعرف توزيع ذي الحدين و ح�ساب احتمالات خا�صة بها.

تعرف العلامة المعيارية وح�سابها وتف�سيرها.
تعرف المتغير الع�شوائي المت�صل وا�ستق�صاء خ�صائ�ص منحنيات التوزيع الطبيعي.

ا�ستخدام خ�صائ�ص التوزيع الطبيعي وجدول الم�ساحات الخا�ص به في حل م�شكلات عملية.
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الفصل الأول

الإح�صاء
 Statistic

  تحدد طبيعة الارتباط بين متغيرين من خلال �شكل الانت�شار.
  تح�سب معامل ارتباط )بير�سون( بين متغيرين.

  تف�سر دلالة معامل ارتباط )بير�سون( بالن�سبة �إلى �شكل الانت�شار.
  تجد �أثر التعديلات الخطية في قيمة معامل ارتباط )بير�سون(.

  تجد معادلة خط الانحدار للارتباط بين متغيرين. 
  تطبق معادلة خط الانحدار للتنب�ؤ بقيم �أحد المتغيرين، وتجد الخط�أ في التنب�ؤ.

الارتباط
Correlation 

أولًا

في محا�ضرة حول الأمرا�ض المزمنة التي يتعر�ض لها الإن�سان، قام الطبيب المحا�ضر 
بتوجيه الأ�سئلة الآتية لطلبته:

1( هل هناك علاقة بين وزن الإن�سان و�ضغط دمه؟
2( ما نوع هذه العلاقة؟

كثيراً ما تواجهنا م�سائل عملية �أو مواقف حياتية تت�ضمن متغيرين، ويكون الهدف منها معرفة 
في ما �إذا كان هناك علاقة بينهما، وما نوعها؟ وما قوة هذه العلاقة؟

ففي الم�س�ألة الواردة بداية الدر�س لاحظ �أنَّ هناك متغيرين هما وزن الإن�سان و�ضغط دمه.
ف�إذا كان لدينا المتغيران �س، �ص، وكان حجم العينة )ن(، فيمكن كتابة البيانات على �صورة �أزواج 
مرتبة: )�س1، �ص1(، )�س2، �ص2(، )�س3، �ص3(، .......، )�سن، �صن(، حيث يمكن تمثيل الأزواج 

المرتبة في الم�ستوى الإحداثي بمجموعة من النقط. وي�سمى ال�شكل الناتج �شكل الانت�شار .
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يبين الجدول الآتي علامات �ستة طلاب )�ص( وعدد �ساعات الدرا�سة اليومي )�س( لكلٍّ منهم:
123456رقم الطالب

235647عدد �ساعات الدرا�سة )�س(
556570807590علامة الطالب )�ص(

1

ال�شكل )1-6(

نوع  وبين  �ص،  �س،  المتغيرين  بين  الانت�شار  �شكل  ار�سم 
الارتباط بين عدد �ساعات الدرا�سة اليومي، وعلامة الطالب.

الحل
لاحظ من ال�شكل )6-1( الذي يمثل �شكل الانت�شار �أنَّ هناك 
ارتباطًا بين عدد �ساعات الدرا�سة اليومي، وعلامة الطالب؛ 
�إذ تزداد علامة الطالب )�ص( بازدياد عدد �ساعات الدرا�سة 

اليومي )�س(.

يُ�سمى مثل هذا النوع من الارتباط ارتباطًا طرديَّا �إيجابيًّا. 

ومن �شكل الانت�شار يمكننا معرفة نوع العلاقة بين المتغيرين �س، �ص، وقوتها.
وهذا يقودنا �إلىتعريف الارتباط على النحو الآتي:

التغير في الآخر  �إلى  ي�ؤدي  �أحدهما  التغير في  �إنَّ  الارتباط الخطي: هوعلاقة بين متغيرين بحيث 
زيادةً �أو نق�صانًا، ف�إذا كان المتغيران يزيدان معًا، �أو ينق�صان معًا ف�إنَّ العلاقة بينهما طردية، �أما �إذا 

كان �أحدهما ينق�ص والآخر يزداد، ف�إنَّ العلاقة بينهما عك�سية.
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�أي  �إلى  ي�شير  وهناك بع�ض الحالات لا يوجد ما 
)�ص(،  )�س(،  المتغيرين  بين  الارتباط  من  نوع 
حيث تتجمع النقاط على �شكل دائرة �أو ب�شكل 
ع�شوائي؛ مما يدل على عدم وجود ارتباط خطي 

كما في ال�شكل)3-6(

في ال�شكل )6-1(، وال�شكل )6-2( لاحظ �أنَّ النقط تتجمع حول خط م�ستقيم �أو تقع على خط 
ى هذا الارتباط ارتباطًا خطيًّا م�ستقيم؛ لذلك ي�سمَّ

ى الارتباط في ال�شكل)2-6(  وبالتالي ف�إنَّ الارتباط في ال�شكل)6-1(  ارتباطًا خطيًّا طرديًّا ، وي�سمَّ
ارتباطًا خطيًّا عك�سيًّا.  

ال�شكل )3-6(

1
يبين الجدول الآتي درجات الحرارة )�س( و عدد عبوات الماء المبيعة )�ص(, في �أحد المحلات 

التجارية خلال خم�سة �أيام من �شهر �آب في �إحدى ال�سنوات: 
3234363840درجة الحرارة )�س(

1114151820عدد العبوات المبيعة )�ص( 
ار�سم �شكل الانت�شار بين المتغيرين �س، �ص، وبِّني نوع الارتباط بينهما. 

ال�شكل )2-6(

ال�شكل  ففي  �أخرى؛  حالات  �سندر�س  والآن 
المتغير  قيم  ازدادت  كلما  �أنَّه  نلاحظ   )2-6(
وي�سمى  تتناق�ص.  )�ص(  المتغير  قيم  ف�إنَّ  )�س( 
مثل هذا النوع من الارتباط ارتباطًا عك�سيًّا �سلبيًّا.

ر �إجابتك. في �أي �أ�شكال الانت�شار ال�سابقة يكون الارتباط قويًّا، ومتى يكون �ضعيفًا؟ برِّ
فكر وناق�ش
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ن�شاط)2(

الانت�شار لكلٍّ  ار�سم �شكل  المتغيرين �س، �ص.  ارتباطية بين  الآتية تمثل علاقات  المعادلات   
منها، ثم �أجب عن الأ�سئلة التي تليها:

3( �ص = 5�س + 2 			  2( �ص = 3�س - 7 		 1( �ص = 2�س + 5

 �أ  ( ما �إ�شارة معامل �س في كلِّ معادلة؟
ب( ما نوع الارتباط بين المتغيرين �س، �ص في كلِّ معادلة ؟

جـ( ماذا تلاحظ؟

المعادلات الآتية تمثل علاقات ارتباطية بين المتغيرين �س، �ص. ار�سم �شكل الانت�شار لكلٍّ منها، 
ثم �أجب عن الأ�سئلة التي تليها:

3( �ص = -5�س + 1 		س 2( �ص = -3 – 2� 		س 1( �ص = 4 - �

�أ   ( ما �إ�شارة معامل �س في كلِّ معادلة؟
ب( ما نوع الارتباط بين المتغيرين �س، �ص في كلِّ معادلة ؟

جـ( ماذا تلاحظ؟

2
ر �إجابتك. بِّني نوع الارتباط بين المتغيرين �س، �ص، في العلاقة �ص =  1-3�س. برِّ

ن�شاط)1( 
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1( الجدول الآتي  يمثل علامات �ستة طلاب في مبحثي العلوم )�س( والريا�ضيات )�ص( في امتحان 
ق�صير,  نهايته العظمى )10(، ار�سم �شكل الانت�شار بين المتغيرين �س، �ص، وبِّني نوع الارتباط بينهما.

123456رقم الطالب
648723مبحث  العلوم )�س(

9810852مبحث الريا�ضيات  )�ص( 

2( �أ   ( حدد نوع الارتباط بين المتغيرين �س، �ص في كل من ال�شكلين )4-6(، )5-6(:

ب( قال �أحمد: �إنَّ �شكل الانت�شار المو�ضح في ال�شكل )6-5( يمكن �أن يُعَّرب عنه ب�شكل تقريبي 
بالمعادلة:  �ص = 6 +3�س. هل توافق �أحمد بما قال؟ برر �إجابتك. 

3( �أعط �أمثلة حياتية لمتغيرين يكون الارتباط بينهما:
�أ   ( طرديًّا.                                ب( عك�سيًّا.

�أم �أنك تحتاج  �أُعطيت علاقة الارتباط فقط؟  �إذا  4( هل ت�ستطيع تحديد نوع العلاقة بين متغيرين 
ل�شكل الانت�شار؟

5(  �أ  ( اكتب جدولًا لقيم متغيرين يكون الارتباط بينهما طرديًّا.
ب( اكتب جدولًا لقيم متغيرين يكون الارتباط بينهما عك�سيًّا. 

جـ( ناق�ش �إجابتك مع زميلك.
6( �إذا كانت �ص = 3�س -2. ف�أجب عن كلٍّ مما ي�أتي:

 �أ   ( ما نوع هذا الارتباط بين المتغيرين �س، �ص؟
ر �إجابتك(. ب( ما قوة هذا الارتباط؟ )برِّ

ال�شكل )6-5(ال�شكل )4-6(
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معامل ارتباط بير�سون الخطي
Pearson Linear Correlation Coefficient ثانيًا

تعلمت �سابقًا كيفية تحديد نوع الارتباط وقوته بيانيًّا بالا�ستعانة ب�شكل الانت�شار. وفي هذا 
الدر�س �ستتعرف مقيا�سًا كميًّا ي�ستخدم  لتحديد قوة العلاقة بين متغيرين ونوعها وهو معامل 

ارتباط بير�سون الخطي .

الجدول الآتي يبين علامات �ستة طلاب في مبحثي العلوم )�س( والريا�ضيات )�ص( في امتحان 
ق�صير, نهايته العظمى )10(، جد معامل ارتباط بير�سون الخطي بين  �س، �ص.

123456رقم الطالب
648723علامة العلوم )�س(

9810852علامة الريا�ضيات  )�ص( 

1

�إذا كانت )�س1، �ص1(، )�س2، �ص2(، )�س3، �ص3(، .......، )�سن، �صن(،
 �أزواجًا مرتبةً للمتغيرين �س، �ص، ف�إنَّ معامل ارتباط بير�سون الخطي بين المتغيرين )يُرمز له 

بالرمز ر(، يُعرف بالعلاقة:

المتو�سطان  هما  ،  �ص   �س  بينما    المتغير �ص،  لقيم  وترمز �صك  �س،  المتغير  لقيم  ك 
�س وترمز 

الح�سابيان لقيم �س، �ص على الترتيب، ك = 1، 2، 3، ....، ن .

ر =
ك- �ص(

ك- �س( )�ص
)�س

ن

  ك=1

)�صك - �ص(2
ن

  ك=1

ك- �س(2 * 
)�س

ن

  ك=1



384

1
يبين الجدول الآتي معدل عدد �ساعات الدرا�سة اليومي، ومعدلات خم�سة طلاب في ال�صف 

العا�شر، ار�سم �شكل الانت�شار، ثم اح�سب معامل ارتباط بير�سون الخطي بين  �س، �ص:

12345رقم الطالب
23578معدل عدد �ساعات الدرا�سة اليومي )�س(

6570909085المعدل )�ص(

 : وبالتعوي�ض في قانون معامل ارتباط بير�سون تجد �أنَّ
0.79 =    28

44*28
ر =    

الحل
جد المتو�سط الح�سابي لكلٍّ من المتغيرين �س، �ص:

 )�ص- �ص(2  )�س- �س(2)�س- �س( )�ص- �ص()�ص- �ص( )�س- �س(�ص�س
6912214
481-11-11
81033999
7821241
253-2-694
322-5-10425

00282844المجموع

وعند تقدير معامل الارتباط )ر(، من �شكل الانت�شار نجد ما ي�أتي:
1( -1 ≥ ر ≥ 1           

5 =    3+2+7+8+4+6
6   �سك  =    

ن  �س  =  

42 = 7   لماذا؟
6 �ص = 

ن الجدول الآتي:  كوِّ

ك=1

ن
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2

�شكل  في  النقط  اقتربت  كلما  الارتباط(؛  قوة  )تزداد  الارتباط  لمعامل  المطلقة  القيمة  تزداد   )4
الانت�شار من الخط الم�ستقيم.

: | ر| =1، ويكون الارتباط  5( �إذا وقعت جميع النقط في �شكل الانت�شار على خط م�ستقيم ف�إنَّ
تامًّا. كما في ال�شكلين )6-6(، )8-6(

    

�أكمل الفراغ في الجمل الآتية للح�صول على عبارات �صحيحة:
ا �إذا كانت قيمة معامل الارتباط ت�ساوي ...... 1( يكون الارتباط طرديًّا تامًّ

ا �إذا كانت قيمة معامل الارتباط ت�ساوي ...... 2( يكون الارتباط عك�سيًّا تامًّ
3( كلما كانت القيمة المطلقة لمعامل الارتباط قريبة من ال�صفر يكون الارتباط ......

: -1 ≥ ر > 0 3( �إذا كان هناك ارتباط خطي عك�سي بين �س، �ص ف�إنَّ
    كما في ال�شكلين )8-6(، )9-6(

ال�شكل )6-7(ال�شكل )6-6(

ال�شكل )6-9(ال�شكل )8-6(

: 0 > ر ≥ 1   2( �إذا كان هناك ارتباط خطي طردي بين �س، �ص ف�إنَّ
كما في ال�شكلين )6-6(، )7-6(
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3

�أثر التعديلات الخطية في قيمة معامل ارتباط بير�سون
لت قيم كلٍّ من �س،  �إذا كان معامل ارتباط بير�سون الخطي بين المتغيرين �س، �ص ي�ساوي )ر(، وعُدِّ

�ص ح�سب العلاقة:
�س* = �أ �س + ب   ، �ص* = جـ �ص + د ، حيث �أ، ب، جـ، د �أعداد حقيقية �أ≠0، جـ ≠0

ف�إن معامل الارتباط بين �س*، �ص* يكون:
1( )ر( �إذا كانت �إ�شارتا �أ، جـ مت�شابهتين.
2( )- ر( �إذا كانت �إ�شارتا �أ، جـ مختلفتين.

معامل  فجد   ،)0.75-( ي�ساوي  �ص  �س،  المتغيرين  بين  الخطي  بير�سون  ارتباط  معامل  كان  �إذا 
ارتباط بير�سون الخطي بين �س*، �ص* في كلٍّ مما ي�أتي:

   1( �س* = 7 �س - 6   ، �ص* = 1 - 4 �ص 
   2( �س* = 3 �س +1   ، �ص* = -5 +  �ص

الحل
1(  بما �أنََّّ معاملي �س، �ص مختلفان في الإ�شارة ف�إنَّ معامل ارتباط بير�سون بين �س*، �ص* ي�ساوي 

.)0.75(
2( معامل ارتباط بير�سون بين �س*، �ص*  ي�ساوي )-0.75(.

�إذا كان معامل ارتباط بير�سون الخطي بين المتغيرين �س، �ص ي�ساوي )0.89(، فجد معامل 
ارتباط بير�سون الخطي بين �س*، �ص* في كلٍّ من الحالات الآتية:

   1( �س* = -2�س - 6   ، �ص* = 1 - 4 �ص 
   2( �س* = 3 + �س   ،    �ص* = -5 +  2�ص

2

ق من �صحة العبارة )1(، والعبارة )2( �أعلاه.  تحقَّ
فكر وناق�ش



387

1(  �أكمل الفراغ في كلٍّ مما ي�أتي للح�صول على عبارات �صحيحة:
  �أ  ( كلما كانت القيمة المطلقة لمعامل الارتباط الخطي قريبة من العدد )1( يكون الارتباط ......

ب( لا يوجد ارتباط خطي �إذا كانت قيمة معامل الارتباط ت�ساوي ........
جـ ( ي�ستخدم معامل ارتباط بير�سون لتحديد........... الارتباط بين متغيرين.

اح�سب  بالكيلوغرامات،  وكتلهم  بال�سنتيمترات  طلاب  خم�سة  �أطوال  الآتي  الجدول  يبين   )2
معامل ارتباط بير�سون الخطي بين  �س، �ص:

12345رقم الطالب
150156163164167الطول )�س(

5456687072الكتلة  )�ص( 

 )�سر- �س( )�صر- �ص( = -1،
5

ر=1 3(  �إذا كان �,س �ص متغيرين، عدد قيم كلٍّ منهما )5( وكان 
 )�صر- �ص(2 = 10، فاح�سب قيمة معامل ارتباط بير�سون الخطي 

5

ر=1  )�سر- �س(2  =10،  
5

ر=1
بين المتغيرين �س، �ص.

4(  ما دلالة كلٍّ من الإ�شارة الموجبة والإ�شارة ال�سالبة لمعامل الارتباط؟

بين  الارتباط  معامل  وكان   ،)0.8( ي�ساوي  �ص  �س،  المتغيرين  بين  الارتباط  معامل  كان  �إذا   )5
المتغيرين م، ن ي�ساوي )-0.9(، �أيُّ الارتباطين �أقوى؟ برر �إجابتك.

6(  �إذا كان معامل ارتباط بير�سون الخطي بين المتغيرين �س، �ص ي�ساوي )0.13(، فجد معامل 
ارتباط بير�سون الخطي بين �س*، �ص* في كلٍّ من الحالات الآتية:

 �أ   ( �س* = -2�س +1   ، �ص* = 1 + 4 �ص 
ب( �س* = 3 - �س      ، �ص* = 7 -  2�ص
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معادلة خط الانحدار
Regression Line Equation ثالثًا

تعرفنا �سابقًا �إلى نوع الارتباط وقوته بيانيًّا عن طريق �شكل 
الانت�شار، وح�سابيًّا با�ستخدام معامل ارتباط بير�سون الخطي، 
المتغيرين،  بين  تربط  ريا�ضية  علاقة  �ستجد  الدر�س  هذا  وفي 
وذلك لا�ستخدامها في تقدير )التنب�ؤ( بقيمة �أحد المتغيرين؛ �إذا 
علمت قيمة المتغير الآخر، ف�إذا عُلِمَ �أنَّ هناك ارتباطًا بين معدل 
الطالب وعدد �ساعات الدرا�سة، ف�إنَّه يمكن تقدير )التنب�ؤ( بمعدل 
الطالب �إذا عُلِمَ عدد �ساعات الدرا�سة لديه من خلال معادلة 
خط الانحدار التي تربط معدل الطالب وعدد �ساعات درا�سته.

وعند ر�سم �شكل الانت�شار بين المتغيرين ف�إنَّ النقط التي لا تقع على الخط الم�ستقيم الذي يمثل 
معادلة خط الانحدار ت�سبب خط�أ في التنب�ؤ يعبر عنه كالآتي:

   بما �أنَّّ العلاقة بين المتغيرين خطية، ف�إنَّه يمكن تمثيلها بمعادلة خط م�ستقيم هي:
�ص   = �أ�س + ب، �أ≠0،  يُ�سمى خط انحدار �ص على �س،  وتُ�سمى معادلته معادلة خط الانحدار، حيث 

�ص   القيمة المتنب�أ بها  للقيمة الحقيقية �صر.
وللحد من ت�أثير انحرافات النقاط عن الخط الم�ستقيم نختار قيمتي �أ، ب كما ي�أتي:

    �أ  =                                                   ،  ب= �ص - �أ �س

الخط�أ في التنب�ؤ = القيمة الحقيقية – القيمة المتنب�أ بها.
ر:القيمة المتنب�أ بها.

وبالرموز: الخط�أ في التنب�ؤ = �صر -  �ص  ر ، حيث �ص:القيمة الحقيقية، �ص    

ك- �ص(
ك- �س( )�ص

)�س
ن

  ك=1

ك- �س(2  
)�س

ن

  ك=1
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لاحظ �صاحب �أحد المحلات التجارية زيادة عدد �شكاوى الزبائن من طريقة تعامل العاملين في 
المحل، ف�أخ�ضع العاملين لبرنامج تدريبي يو�ضح كيفية التعامل مع الزبائن، والجدول الآتي يبين رقم 
ا�ستعِنْ  التدريب،  التي تلي  الزبائن )�ص( خلال الأ�سابيع الخم�سة  الأ�سبوع )�س( وعدد �شكاوى 

بالجدول في الإجابة عما ي�أتي:
1( جد معادلة خط الانحدار للتنب�ؤ بقيم �ص.

ر عدد ال�شكاوى المتوقعة في الأ�سبوع ال�ساد�س. 2( قدِّ
3( جد الخط�أ في التنب�ؤ في الأ�سبوع الثالث. ف�سِّر النتيجة بيانيًّا.

الحل
1(  �س = 3،      �ص = 13      تحقق من ذلك.

     كون الجدول الآتي:

1

متى يكون الخط�أ في التنب�ؤ موجبًا، ومتى يكون �سالبًا؟ و�ضح ذلك جبريًّا وبيانيًّا.
فكر وناق�ش

12345رقم الأ�سبوع )�س(
20171396عدد ال�شكاوى )�ص(

  )�س- �س(2)�س- �س( )�ص- �ص()�ص- �ص( )�س- �س( �ص�س
1202-714-4
2171-44-1
3130000
4914-4-1
5627-14-4

10-0036المجموع

اح�سب قيمة كلٍّ من �أ، ب على النحو الآتي:

3.6- =  36-
10 �أ =                                                   = 

ك- �ص(
ك- �س( )�ص

)�س
ن

  ك=1

ك- �س(2  
)�س

ن

  ك=1
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1

�ض بمعادلة خط الانحدار 2( لتقدير عدد ال�شكاوى المتوقعة في الأ�سبوع ال�ساد�س، عوِّ
�ص   ر = - 3.6�س + 23.8 بقيمة �س = 6 

�ص   ر  = - 3.6�س *6 + 23.8 = 2 
    يتوقع �أن يكون عدد ال�شكاوى في الأ�سبوع ال�ساد�س اثنتين تقريبًا.  لماذا؟

3( لإيجاد الخط�أ في التنب�ؤ في الأ�سبوع الثالث.
اح�سب القيمة المتنب�أ بها عندما �س = 3

�ص   ر = - 3.6�س + 23.8 = 13 
الخط�أ في التنب�ؤ = القيمة الحقيقية – القيمة المتنب�أ بها = 13 – 13 = �صفر، )ف�سّر هذه النتيجة(

ار�سم �شكل الانت�شار لتف�سير النتيجة بيانيًّا.

يبين الجدول الآتي عدد �سنوات الخبرة )�س( و الأجر اليومي )�ص( بالدينار, لخم�سة عمال في 
�إحدى ال�شركات: 

ن �شكل معادلة خط الانحدار من خلال الجدول.  1( خمِّ
2( جد معادلة خط الانحدار للتنب�ؤ بقيم �ص �إذا علمت قيم �س.

ر الأجر اليومي لعامل خبرته 10 �سنوات. 3( قدِّ
4( جد الخط�أ في التنب�ؤ عندما �س = 6.

�إذن معادلة خط الانحدار هي:
  �ص    = �أ �س + ب=  -3.6�س + 23.8

45678عدد �سنوات الخبرة )�س(
1516171819الأجر اليومي )�ص(

ب = �ص  -  �أ �س
    3×)3.6-( – 13 =      

23.8 =      
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1( يبين الجدول الآتي الأجر اليومي بالدينار الأردني )�ص( و عدد �ساعات العمل )�س(, لخم�سة 
موظفين في �إحدى ال�شركات: 

678910عدد �ساعات العمل )�س(
1516171824الأجر اليومي بالدينار )�ص(

  �أ  ( جد معادلة خط الانحدار للتنب�ؤ بقيم �ص.
ر الأجر المتوقع لموظف يعمل �سبع �ساعات يوميًّا. ب( قدِّ

جـ( اح�سب الخط�أ في التنب�ؤ لعامل عمل 6 �ساعات في �أحد الأيام.
2( يبين الجدول الآتي �ست قيم للمتغيرين �س، �ص.

243579معامل الذكاء )�س(
71310162228علامة الفيزياء )�ص(

جد معادلة خط الانحدار للتنب�ؤ بقيم )�ص( �إذا عُلِمَت قيم )�س(.
3( �إذا علمت �أنَّ معادلة خط الانحدار الخطي للعلاقة بين �ساعات العمل )�س(، وعدد الأخطاء 
التي يرتكبها موظف في اليوم الواحد )�ص( هي: �ص = 0.5�س +1، ف�أجب عن كلٍّ مما ي�أتي:

 �أ   ( جد قيم �أ، ب من المعادلة.
ر عدد الأخطاء التي يرتكبها موظف يعمل )8( �ساعات في اليوم.  ب( قدِّ

 جـ ( �إذا كان عدد الأخطاء التي يرتكبها موظف يعمل �ست �ساعات في اليوم هي �أربعة �أخطاء، 
فجد الخط�أ في التنب�ؤ.

4( على ماذا تدل �إ�شارة ) �أ ( في معادلة خط الانحدار؟ 
5( �إذا كان �,س �ص متغيرين عدد قيم كلٍّ منهما )6( وكان   �س  =4 ،   �ص = 6 ،

 )�سر- �س(2 = 10
6

ر=1  )�سر- �س( )�صر- �ص(  = 7،
6

ر=1

فَجد معادلة خط الانحدار للتنب�ؤ بقيم �ص �إذا عُلِمَت قيم �س.
6( �إذا كانت معادلة خط الانحدار هي: �ص  ر = 2�س+1 ،  وكانت )3، 9( نقطة من نقط �شكل 

الانت�شار للمتغيرين �س، �ص، فجد الخط�أ في التنب�ؤ عندما �س = 3.
ا. 7( اكتب جدوًال يكون فيه الارتباط بين المتغيرين �س، �ص عك�سيًّا تامًّ
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الفصل الثاني 
الاحتمالات
 Probabilities

  تتعرّف المتغير الع�شوائي المنف�صل والمت�صل.
ن جدول التوزيع الاحتمالي للمتغير الع�شوائي المنف�صل.   تكوِّ

  تح�سب الاحتمال با�ستخدام توزيع ذي الحدين.
  تتعرف العلامة المعيارية وعلاقتها بالعلامة الخام.

  تح�سب العلامة المعيارية وتف�سرها.
  تتعرف منحنى التوزيع الطبيعي وخ�صائ�صه.

  ت�ستخدم خ�صائ�ص التوزيع الطبيعي وجدول الم�ساحات الخا�ص به في حل م�سائل عملية.

المتغير الع�شوائي
Random Variable أولًا

لاحظ �أنَّ عدد مرات الفوز هي: }0، 1، 2، 3، 4، 5{.
وهذا يقودنا للتعريف الآتي:

Ω، ومداه مجموعة جزئية من الأعداد الحقيقية،  العيني  الف�ضاء  اقتران مجاله  الع�شوائي:  المتغير 
ويُرْمزُ له ب�أحد الرموز: ق، ع للدلالة عليه.

من  �أكثر  حقيقية  ب�أعداد  نتائجها  بربط  الاهتمام  يكون  الع�شوائية  التجارب  من  كثير  في 
النتائج نف�سها؛ فمثًال عندما يخو�ض منتخبنا الوطني لكرة القدم خم�س مباريات تجريبية ف�إنَّ 

المدرب غالباً ما يهتم بعدد المرات التي يفوز بها المنتخب.
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�أنواع المتغيرات الع�شوائية
يتم ت�صنيف المتغيرات الع�شوائية �إلى نوعين هما:

1( متغير ع�شوائي منف�صل )Discrete Random Variable (، وتكون مجموعة مداه قابلة للعد 
مثل: عدد العمليات الجراحية الناجحة من بين )10( عمليات �أُجْرِيَتْ، �أو عدد الزائرين لأحد 

المتاجر في يوم ما.
فترة  مداه  مجموعة  وتكون   ،)  Continuous Random Variable( مت�صل  ع�شوائي  متغير   )2
�أوزان الأطفال حديثي الولادة في �إحدى الم�ست�شفيات. و�سيتم  �أكثر مثل:  �أو  �أو اتحاد فترتين 

التطرق له لاحقًا في هذه الوحدة.

حدد نوع المتغير الع�شوائي في كل من الحالات الآتية:
1( قيا�س �أطوال طلاب ال�صف الثاني ع�شر في مدر�سة ما.

)3( كرات حمراء،  يحتوي  �إرجاع من �صندوق  التوالي دون  على  �سحب كرتين  2( في تجربة 
و)5( كرات بي�ضاء، ودَلَّ المتغير الع�شوائي على عدد الكرات البي�ضاء الم�سحوبة.

3( كمية الأمطار في �شهر كانون الثاني لعام 2017م.

4( عدد الأخطاء الطباعية في كتاب في طبعته الأولى.

المت�صل

�أهم توزيعاته
)التوزيع الطبيعي(

�أهم توزيعاته
)التوزيع ذو الحدين (

المنف�صل

المتغير الع�شوائي

1

الحل
1( مت�صل؛ لأن الأطوال تمثل فترة بدايتها طول �أق�صر طالبٍ ونهايتها طول �أطول طالب.

2( منف�صل؛ لأن عدد الكرات البي�ضاء الم�سحوبة = 0، 1، 2 وهي قيم قابلة للعدّ.
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حيث )�ص(: تدل على �صورة، و )ك(: تدل على كتابة.
ق)�ص، �ص( = 0             ، لأنَّ عدد مرات ظهور الكتابة =0

ق)�ص، ك( = ق)ك، �ص( = 1         لماذا؟
			   لماذا؟  ق)ك، ك( =2 

�إذن؛ مدى المتغير الع�شوائي ق هو: �س =0، 1، 2، كما هو مو�ضح في ال�شكل)1-6(.
1

اكتب مدى المتغير الع�شوائي في كل من الحالات الآتية وناق�ش �إجابتك مع زملائك:
1( في تجربة �إلقاء حجري نرد منتظمين وت�سجيل عدد النقاط الظاهرة على الوجهين العلويين، 

�إذا دل المتغير الع�شوائي ق على مجموع النقاط الظاهرة على الوجهين العلويين.
2( في تجربة �إلقاء قطعة نقد �أربع مرات وت�سجيل الوجه الظاهر في كل مرة، �إذا دل المتغير 

الع�شوائي ق على عدد مرات ظهور ال�صورة.
3( في تجربة �سحب خم�س كرات على التوالي دون �إرجاع من �صندوق يحتوي 4 كرات 
بي�ضاء، و7 كرات زرقاء، �إذا دل المتغير الع�شوائي ع على عدد الكرات البي�ضاء الم�سحوبة.

يحتوي �صندوق على 40 بطاقة، منها: 10 بطاقات مكتوب عليها الرقم )1(، و15 بطاقة مكتوب 
عليها الرقم )3(، وبقية البطاقات مكتوب عليها الرقم )5(، �إذا �سحبت بطاقة واحدة ع�شوائيًّا ودلَّ 

3( مت�صل.     لماذا؟
4( منف�صل.    لماذا؟

ظهور  مرات  عدد  على  ق  الع�شوائي  المتغير  دل  �إذا 
الوجه  وت�سجيل  مرتين  نقد  قطعة  �إلقاء  عند  الكتابة 
الظاهر في كل مرة، فجد مدى المتغير الع�شوائي ق.

الحل

)�ص، �ص(  
)�ص، ك(  
)ك، �ص(  

)ك، ك(

0
1
2

2

3

الف�ضاء العيني Ω = })�ص، �ص(، )�ص، ك(، )ك، �ص(، )ك، ك({ 
ال�شكل)1-6(
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المتغير الع�شوائي ع على الرقم المكتوب على البطاقة الم�سحوبة، فجد مدى المتغير الع�شوائي ع، 
وجد احتمال كلٍّ قيمة من قيم مدى المتغير الع�شوائي ع.

الحل 
قيم المدى للمتغير الع�شوائي المنف�صل ع هي: �س = 1، 3، 5          لماذا؟

وبما �أنَّ المتغير الع�شوائي المنف�صل ي�أخذ قيمًا معدودة، فيمكن �إيجاد احتمال كلٍّ من تلك القيم، 

10       لماذا؟
ل)�س = 1( =  40

   15
ل)�س =3 ( =  40

15       لماذا؟
ل)�س = 5( =  40

تحقق من الإجابة

2
اكتب جدول التوزيع الاحتمالي للمتغير الع�شوائي ق الوارد في تدريب )1(.

                                                                                                  .} )  15
40  ،5( ،)  15

40  ،3( ،) 10
ويمكن كتابة التوزيع الاحتمالي كما يلي:} )1،   40

135�س
10ل)�س(

40   15
40  15

40  

ال�صندوق ثلاث كرات.  بي�ضاء، �سحبت من  3 كرات  5 كرات حمراء،  يحتوي �صندوق على 
نْ جدول التوزيع الاحتمالي  �إذا دَلَّ المتغير الع�شوائي ق على عدد الكرات الحمراء الم�سحوبة، فكوِّ

للمتغير الع�شوائي ق في كلٍّ من الحالات الآتية:
1( �إذا كان �سحب الكرات على التوالي دون �إرجاع.

4

التوزيع الاحتمالي: هو الاقتران الذي يربط مدى المتغير الع�شوائي ق مع الاحتمالات المقابلة وقد 
يكتب على �صورة جدول �أو مجموعة �أزواج مرتبة.

ففي مثال)3( يمكن كتابة جدول التوزيع الاحتمالي كما في الجدول الآتي:
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الحل
قيم المدى للمتغير الع�شوائي المنف�صل ق هي: �س =0، 1، 2، 3           لماذا؟

1( �إذا كان �سحب الكرات على التوالي دون �إرجاع.
 1
56  = 1

6  × 2
7  × 3

8  ل)�س = 0( = ل)ب ب ب( = 
      ل)�س = 1(  = ل)ح ب ب، ب ح ب ، ب ب ح(

15
56  = 5

6  ×  2
7  × 3

8    + 2
6  ×  5

7  × 3
8    + 2

6  × 3
7  × 5

8   =                    

10      تحقق من ذلك.
30   ،  ل)�س = 3( =  56

 ل)�س = 2( =  56

�إذن جدول التوزيع الاحتمالي للمتغير ق:

2( �إذا كان �سحب الكرات على التوالي مع الإرجاع:   
 27
512   = 3

8  × 3
8  × 3

8 ل)�س = 0( = ل)ب ب ب( = 
ل)�س = 1( = ل)ح ب ب، ب ح ب ، ب ب ح( 

 135
512    =) 5

8  × 3
8  × 3

8 ( + ) 3
8  × 3

8  × 5
8 ( + ) 3

8  × 3
8  × 5

8 (  =                         

225      تحقق من ذلك.
       ل)�س =2( =    512

125     تحقق من ذلك.
       ل)�س =3( =     512

2( �إذا كان �سحب الكرات على التوالي مع الإرجاع.
3( �إذا �سُحِبَتْ الكرات الثلاث معًا.

0123�س
1 ل)�س(

56    15
56    30

56    10
56   

0123�س
27 ل)�س(

512    135
512    225

512    125
512   

�إذن جدول التوزيع الاحتمالي للمتغير الع�شوائي ق:
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3( �إذا �سُحِبَتْ الكرات الثلاث معًا:

  15
56  = )3

2( * )5
1(

)8
3( 1     ،    ل )�س = 1( =  

56  = )3
3( * )5

0(
)8

3(      ل ) �س  =  0 (   =    

10      تحقق من ذلك.
30   ،  ل)�س = 3( =  56

ل)�س = 2( =  56

�إذن جدول التوزيع الاحتمالي للمتغير ق:

و�سيمر معك لاحقًا �أنَّ �سحب الكرات على التوالي مع الإرجاع يتبع لتوزيع ي�سمى توزيعًا ذا الحدين.

0123�س

 ل)�س(
1

56   
 15
56    30

56    10
56   

في مثال)4( ما مدى المتغير الع�شوائي ق، �إذا كان عدد الكرات الحمراء 5 كرات، وعدد 
الكرات البي�ضاء اثنان فقط؟

فكر وناق�ش

�إذا كان ق متغيًرا ع�شوائيًّا منف�ًالص مداه �س1، �س2، ......،�سن، ف�إنَّ الاقتران  ل الذي يحقق ال�شرطين:
1( ل)�سر( ≤ 0، ر=1، 2، 3، ......، ن       حيث 0≥ ل)�س(≥1

ل )�سر ( = 1
ن

ر=1  )2
ي�سمى اقتران الكثافة الاحتمالية للمتغير الع�شوائي المنف�صل.
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3
�إذا كان التوزيع الاحتمالي للمتغير الع�شوائي ع معطى بالمجموعة:

})-2،2ك(، )2، 0.3(، )4، 0.45(، )3، 3ك({، فجد قيمة الثابت ك.

�صندوق يحتوي 10 بطاقات مرقمة من 1 �إلى 10، �سُحِبَتْ ثلاث بطاقات دفعة واحدة، �إذا دل 
المتغير الع�شوائي ق على الرقم الأكبر في البطاقات الثلاث الم�سحوبة، فاكتب القيم الممكنة للمتغير 

الع�شوائي ق.

4
9  ل)�س =2( = 

�إذن، ل)�س( ≤ 0  لكل �س = 0، 1، 2
1=  4

9   +  3
9   + 2

9 )2( ل)�س =0( + ل)�س =1( + ل)�س =2( =   

ل )�سر ( = 1
ن

ر=1    �إذن،
من )1( و )2( تجد �أنَّ ل)�س( يحقق �شروط اقتران الكثافة الاحتمالية للمتغير الع�شوائي ق.

فكر وناق�ش وقدم تبريرًا  

�س+2 . تحقق من �أنَّ ل)�س( 
9 �إذا كان ق متغيًرا ع�شوائيًّا منف�ًالص مداه 0، 1، 2، وكان ل)�س(=  

هو اقتران الكثافة الاحتمالية للمتغير الع�شوائي المنف�صل ق.
الحل

 2
9 ل)�س =0( =  

 3
9 ل)�س =1( = 

5
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1( �إذا دل المتغير الع�شوائي ق على عدد الأطفال الذكور في تجربة اختيار ع�شوائي لعائلة لديها ثلاثة 
الع�شوائي ق. المتغير  الولادة، فجد مدى  وت�سل�سل  الجن�س  النتائج ح�سب  �أطفال، وت�سجيل 

2( في تجربة اختيار �أربع لعب من �إنتاج م�صنع �ألعاب، �إذا دل المتغير الع�شوائي ق على عدد اللعب 
التالفة، فجد مدى المتغير الع�شوائي ق.

3( �إذا دل المتغير الع�شوائي ع على الفرق المطلق بين عدد النقاط الظاهرة على الوجهين العلويين 
ن جدول التوزيع الاحتمالي للمتغير الع�شوائي ع. عند �إلقاء حجرَي نرد منتظمين، فكوِّ

4( يحتوي �صندوق على 6 كرات بي�ضاء، وكرتين حمراوين، �سُحِبت من ال�صندوق ثلاث كرات 
الم�سحوبة،  البي�ضاء  الكرات  الع�شوائي ق على عدد  المتغير  �إذا دل  �إرجاع.  التوالي دون  على 

ن التوزيع الاحتمالي للمتغير الع�شوائي ق. فكوِّ
5( �إذا كان ل يمثل اقتران الكثافة الاحتمالية للمتغير الع�شوائي المنف�صل ق

،   �س = 1 		                                   4ب �س2
،   �س = 2     		س وكان ل)�س( =    ب �

،   �س = 3 		                                   ب) �س +1(
ف�أجب عن كلٍّ مما ي�أتي:

 �أ  ( جد قيمة الثابت ب.
ن جدول التوزيع الاحتمالي للمتغير الع�شوائي المنف�صل ق. ب( كوِّ

جـ( جد ل) 1 > �س ≥ 3(

6( �إذا كان �س = -2، 3، 4 يمثل مدى المتغير الع�شوائي المنف�صل ق، وكان 

ل)�س( =ك �س2 يمثل اقتران الكثافة الاحتمالية للمتغير الع�شوائي ق، فجد قيمة الثابت ك.

وكرتين  بي�ضاء،  كرات   3 على  يحتوي  �صندوق  من  �إرجاع(  )دون  كرة  �سحب  تجربة  في   )7
�أول كرة حمراء،  فيه  تظهر  الذي  ال�سحب  رقم  الع�شوائي ق على  المتغير  �إذا دل  حمراوين، 

ن التوزيع الاحتمالي للمتغير الع�شوائي ق. فَكوِّ
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توزيع ذي الحدين 
Binomial Distribution ثانيًا

�أربعة بدائل مختلفة  7 فقرات، لكلِّ فقرة  في اختبار من نوع اختيار من متعدد مكون من 
واحد منها فقط �صحيح، �إذا �أجاب �أحمد بطريقة ع�شوائية على جميع فقرات هذا الاختبار، 

من التجربة ال�سابقة نلاحظ ما ي�أتي:
• التجربة تكونت من )7( محاولات.

• كل محاولة م�ستقلة ومتماثلة.
• كل محاولة لها ناتجان �إما نجاح )وهي الإجابة ال�صحيحة(، �أو ف�شل )وهي الإجابة الخط�أ(.

1
4 • احتمال النجاح ثابت في كل محاولة وي�ساوي 

�إنِّ مثل هذه التجارب الع�شوائية تُ�سمى تجربة ذات الحدين ، ولها الخ�صائ�ص الآتية:
• التجربة تكونت من )ن( محاولات.

• كل محاولة م�ستقلة ومتماثلة.
• كل محاولة لها ناتجان �إما نجاح )وهي وقوع الحادث قيد الاهتمام(، �أو ف�شل )وهي عدم وقوع 

الحادث قيد الاهتمام(.
• احتمال النجاح ثابت في كل محاولة وي�ساوي ) �أ ( وب�صورة عامة:

فما احتمال:
1( �أن يجيب �أحمد على فقرة واحدة ب�شكل �صحيح؟

2( �أن يجيب �أحمد على فقرتين على الأقل ب�شكل �صحيح؟
3( �أن يجيب �أحمد على فقرة واحدة على الأكثر ب�شكل �صحيح ؟

�إذا �أُجريت تجربة ذات الحدين )ن( من المرات، وكان ق متغيًرا ع�شوائيًّا ذا الحدين معاملاه:
: ن، �أ ، ودل ق على عدد مرات النجاح في )ر( من المحاولات، ف�إنَّ

(  ) �أ (ر  )1- �أ (ن-ر     ن
ر ل)�س = ر( = )
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�إذا كان ق متغيراً ع�شوائيًّا ذا الحدين، معاملاه: ن = 6، �أ = 0.6، فجد كًّال مما ي�أتي:
4( ل)�س≤1( 		 3( ل)�س≤5( 		 2( ل)�س>1( 1( ل)�س=2( 	

الحل
: : ن = 6، �أ = 0.6، ف�إنَّ بما �أنَّ

0.13824 = 0.0256 ×0.36×15 = 4)0.4( 2)0.6( )6
1( ل)�س=2( = )2

0.0040 = 6)0.4( =6)0.4(  0)0.6( )6
2( ل)�س>1( = ل)�س=0( = )0

3( ل)�س≤5( = ل)�س=5( + ل)�س= 6(              .......... جد الناتج.
4( ل)�س≤1( = ل)�س=1( + ل)�س= 2(+ .......+  ل)�س=5( + ل)�س= 6(

ر �إجابتك.                       = 1 – ل)�س = 0(       لماذا؟ برِّ
.................. =                      

�إذا كان احتمال �أن يحرز لاعب كرة قدم هدفاً في كل �ضربة جزاء ينفذها على المرمى 0.9، ف�إذا 
ذ 3 �ضربات جزاء على المرمى، فما احتمال: نفَّ

1( �إحراز هدف في كل �ضربة جزاء؟
2(  عدم �إحراز �أي هدف؟

3( �إحراز هدفين على الأكثر؟
4( �إحراز هدف واحد على الأقل؟

ويمثل توزيع ذو الحدين �أهم توزيعات المتغير الع�شوائي المنف�صل.

1

2

�إذا كان ق متغيًرا ع�شوائيًّا ذا الحدين، معاملاه: ن = 3، �أ = 0.4، فجد كًّال مما ي�أتي:
4( ل)�س≤1( 3( ل)�س≤2(	 2( ل)�س>1(	 1( ل)�س=3( 	

1

�أعط �أمثلة على تجارب ذات الحدين وحدد قيم كلٍّ من: ن، �أ.
   تحدث
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2

َ معاذ عن احتمال �إحراز هدفين على الأقل بالآتي: ل)�س<2(، ناق�ش ما عّرب عنه معاذ. 5( عَّرب
الحل

ر ذلك؟ ن = 3، �أ = 0.9            برِّ
                        0)0.1( 3)0.9( )3

3( = 1( احتمال �إحراز هدف في كل �ضربة جزاء  ل)�س=3(	
  0.729 = 3)0.9( = 								      

0.001 =3)0.1( 0)0.9( )3
2( احتمال عدم �إحراز �أي هدف = ل)�س=0(= )0

3( احتمال �إحراز هدفين على الأكثر = ل)�س≥2( = ل)�س=2(+ ل)�س=1(+ ل)�س=0(
						            = 1 – ل)�س=3(    

0.271 = 0.729 – 1 =                                                                            
4( احتمال �إحراز هدف واحد على الأقل = ل)�س≤1( =ل)�س=1(+ل)�س=2(+ل)�س=3(

			      = 1 – ل)�س=0( = 1 - 0.001 = 0.999 
5( تعبير معاذ خاطئ. لماذا؟

حُلَّ الم��سألة الواردة في بداية الدر�س.

في تجربة �إلقاء حجر نرد مكتوب على �أوجهه الأرقام: 1، 1، 1، 2، 3، 3، �إذا �أُلْقِيَ الحجر �أربع 
مرات، فما احتمال ظهور الرقم )1( على الوجه العلوي في ثلاث مرات على الأقل؟

الحل
ن = 4، �أ = 0.5    تحقق من ذلك.

احتمال ظهور الرقم )1( في ثلاث مرات على الأقل
ل)�س≤3( = ل)�س=3( + ل)�س=4(

0)0.5( 4)0.5( )4
4(  + 1)0.5( 3)0.5()4

3( =                 
4)0.5( + 0.5×0.125 ×4 =                 

0.3125 = 0.0625 + 0.2500 =                 

3
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3
�أظهرت درا�سة  �أن 0.75 ممن يقودون ال�سيارات ي�ستعملون حزام الأمان �أثناء القيادة، 

ا ع�شوائيًّا، فما احتمال: �إذا اختير 20 �شخ�صً
1( �أن يكون ربعهم ي�ستعملون حزام الأمان �أثناء القيادة؟

2( �أّال ي�ستعمل �أيٌّ منهم حزام الأمان �أثناء القيادة؟

في ال�شكل )6-20( �إذا �أُديرَ الم�ؤ�شر ع�شوائيًّا في القر�ص الدائري 
خم�س مرات، فما احتمال:

1( وقوف الم�ؤ�شر عند رقم يقبل الق�سمة على 2 ثلاث مرات؟

4

ال�شكل )20-6(

في فرعَي مثال )4(، لماذا تغيرت قيمة �أ؟
فكر وناق�ش

2( وقوف الم�ؤ�شر عند رقم يقبل الق�سمة على 5 مرة واحدة؟
الحل

1( ن = 5
الرقم الذي يقبل الق�سمة على 2 }2، 4، 6، 8 {

ر ذلك. ومنه، �أ = 0.5        برِّ
0.3125 = 5)0.5(×10 =2)0.5( 3)0.5()5

ل) �س = 3( =  )3

2( ن = 5، الرقم الذي يقبل الق�سمة على 5 هو: الرقم 5 فقط 
ر ذلك. 1 برِّ

8 ومنه، �أ = 
4) 7

8 ( 1) 1
8 ( )5

ل) �س = 1( =  )1
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1( �إذا كان احتمال نجاح عملية جراحية 0.70، �إذا �أُجْرِيَتْ خم�س عمليات فما احتمال نجاح 
ثلاث منها على الأقل؟

2( في تجربة �إلقاء قطعة نقد منتظمة ثماني مرات، جد كًّال مما ي�أتي:

  �أ ( احتمال ظهور الكتابة 4 مرات.

ب( احتمال ظهور الكتابة 3 مرات على الأقل.

3( في تجربة �إلقاء حجر نرد منتظم )8( مرات وت�سجيل عدد النقاط الظاهرة على الوجه العلوي، 
�إذا دل المتغير الع�شوائي ق على عدد مرات ظهور عدد يقبل الق�سمة على )3(، فجد احتمال 

ظهور عدد يقبل الق�سمة على )3( مرتين على الأقل.

4( يحتوي �صندوق على 5 كرات حمراء، 3 كرات بي�ضاء، �سحبت من ال�صندوق ثلاث كرات 
على التوالي مع الإرجاع. �إذا دل المتغير الع�شوائي ق على عدد الكرات الحمراء الم�سحوبة، 

ن جدول التوزيع الاحتمالي للمتغير الع�شوائي ق. فكوِّ

37 ، فجد كًّال مما ي�أتي:
5( �إذا كان ق متغيًرا ع�شوائيًّا ذا الحدين حيث ن = 3، ل)�س≤1( = 64

جـ( ل)�س = 3( 		 ب( قيمة �أ �أ ( قيم �س )مدى ق(         	
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العلامة المعيارية 
Standard Score ثالثًا

�إذا كانت علامة جنى في مبحث الريا�ضيات )90(، وعلامتها في الفيزياء )80(، وكان 
�أما المتو�سط  المتو�سط الح�سابي لعلامات الريا�ضيات )88(، والانحراف المعياري لها )6(، 
المبحثين كان  �أيِّ  ففي   ،)10( لها  المعياري  )65(، والانحراف  الفيزياء  لعلامات  الح�سابي 

م�ستوى تح�صيل جنى �أف�ضل بالمقارنة مع طالبات �صفها؟ ولماذا؟

على الرغم من �أن ظاهر علامتي جنى ي�شير �إلى �أنَّ تح�صيلها في الريا�ضيات �أف�ضل من تح�صيلها 
في الفيزياء، �إلا �أنَّ ذلك لي�س م�ؤكدًا؛ فقد يكون موقع علامتها في الفيزياء بالن�سبة �إلى علامات 
طالبات �صفها �أف�ضل منه في الريا�ضيات، تُرى كيف يمكننا المفا�ضلة بين العلامتين بطريقة علمية؟

لكلِّ  المعياري  والانحراف  الح�سابي  المتو�سط  ن�أخذ  �أن  لابد  العلامتين  بين  المفا�ضلة  من  لنتمكن 
علامة بعين الاعتبار، وذلك ب�إيجاد الانحرافات المعيارية لكلِّ علامة عن متو�سطها في كلِّ مبحث، 
لنا كل علامة من العلامات الأ�صلية �إلى علامة جديدة ت�سمى: العلامة المعيارية،  وبذلك نكون قد حوَّ

ومن ثم نقارن بين العلامتين الأ�صليتين بناءً على العلامة المعيارية لكلٍّ من العلامتين الأ�صليتين.

�إذا كان المتو�سط الح�سابي لعينة ع�شوائية ) �س (، وكان الانحراف المعياري لها )ع(، وكانت 
  : )�س( م�شاهدة في هذه العينة ف�إنَّ

العلامة المعيارية للم�شاهدة �س: هي ن�سبة انحراف الم�شاهدة )�س( عن المتو�سط    الح�سابي 
: ) �س( ، �إلى الانحراف المعياري )ع(، ويرمز لها بالرمز )ز(، �أي �أنَّ

�س - �س   ، ع ≠ 0
ع ز =   
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والانحراف   ،)80( العربية  اللغة  في  الرابع  ال�صف  طلاب  لعلامات  الح�سابي  المتو�سط  كان  �إذا 
المعياري لها )5(، وكانت علامات ها�شم، يو�سف، حمزة في اللغة العربية )90(، )80(، )75(، 

على الترتيب. فجد العلامة المعيارية لعلامة كلٍّ منهم.
الحل 

لنفر�ض �أنَّ العلامات المعيارية لكلٍّ من ها�شم، يو�سف، حمزة هي: ز90، ز80، ز75 على الترتيب.

2 =   80-90
5 ز90 =    

0 =   80-80
5 ز80 =    

1- =   80-75
5 ز75 =     

لاحظ �أن:
• علامة ها�شم )90( �أكبر من المتو�سط الح�سابي وتنحرف عنه بمقدار )10( علامات وهذا 
 )90( العلامة  �أنَّ  يعني  وهذا   ،)5( المعياري  الانحراف  لأنَّ  معياريين؛  انحرافين  يعادل 
المتو�سط  )فوق   2  = ز90  فكانت  معياريين؛  انحرافين  الح�سابي  المتو�سط  فوق  تنحرف 

الح�سابي(.
• علامة يو�سف )80( ت�ساوي المتو�سط الح�سابي نف�سه، وانحرافها عنه بمقدار �صفر فكانت 

ز80 =0 
�سالب  وهو   ،)5-( بمقدار  عنه  وتنحرف  الح�سابي  المتو�سط  من  �أقل   )75( حمزة  علامة   •
وهذا يعادل انحرافًا معياريًّا واحدًا، وهذا يعني �أنَّ العلامة )75( تنحرف تحت المتو�سط 

الح�سابي انحرافًا معياريًّا واحدًا، فكانت ز75 = -1 )تحت المتو�سط الح�سابي(.

وب�صورة عامة:
تكون | ز| م�ساوية لعدد الانحرافات المعيارية التي تنحرفها الم�شاهدة )�س( عن المتو�سط الح�سابي 

للتوزيع، �أما �إ�شارة ز فتدل على موقع الم�شاهدة )�س( فوق المتو�سط �أو تحته.

1
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2

1
�إذا كان المتو�سط الح�سابي لمجموعة من القيم )40(، والانحراف المعياري )3(، فجد كًّال مما ي�أتي:

1( العلامة المعيارية للقيمة 46
2( القيمة التي علامتها المعيارية ت�ساوي )1.5(.

3( القيمة التي تنحرف انحرافين معياريين فوق المتو�سط الح�سابي.
4( القيمة التي تنحرف انحرافًا معياريًّا واحدًا تحت المتو�سط الح�سابي.

�إذا كانت علامتا ب�شار في مبحثي التربية الإ�سلامية، والعلوم هما على الترتيب: )71(، )63(، 
وكان المتو�سط الح�سابي لعلامات �صفه في المبحثين )85(، )80( والانحراف المعياري لهما )7(، 

)10(، على الترتيب، ففي �أي المبحثين كان م�ستوى تح�صيل ب�شار �أف�ضل؟ ولماذا؟
الحل

2- =    85-71
7 العلامة المعيارية لعلامة ب�شار في التربية الإ�سلامية هي: ز71 =   

1.7- =   80- 63
7 العلامة المعيارية لعلامة ب�شار في العلوم هي: ز63 =    

وبما �أن ز63 < ز71 ؛ ف�إنَّ تح�صيل ب�شار في العلوم �أف�ضل من تح�صيله في التربية الإ�سلامية بالمقارنة مع 
طلاب �صفه.

حُلَّ الم��سألة الواردة في بداية الدر�س.

�إذا كانت علامات ثلاثة طلاب في �أحد ال�صفوف: 82، 75، 61، وكانت علاماتهم المعيارية: 
2، 1، ز، على الترتيب. فما قيمة ز؟

2

3
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3
�إذا كانت علامات الطالبات رغد، �شهد، زينب: 65، 77، �س، وكانت علاماتهن المعيارية:

-2، 1، 3، على الترتيب. فجد كًّال مما ي�أتي:
1( الانحراف المعياري لعلامات طالبات ال�صف.

2( المتو�سط الح�سابي لعلامات طالبات ال�صف.
3( علامة الطالبة زينب.

4( تحدث لزميلك كيف �أوجدت علامة زينب.

�إذا كان المتو�سط الح�سابي لعينة ع�شوائية )�س(، وكان الانحراف المعياري لها )ع(، وكانت 
)�س( م�شاهدة في هذه العينة وعدلت الم�شاهدة )�س( ح�سب العلاقة: �ص = �أ�س + ب،  

ف�إنَّ العلامة المعيارية الجديدة للم�شاهدة )�س( بعد التعديل تبقى نف�سها قبل التعديل.

فكر وناق�ش وقدم تبريرًا  

الحل

82- �س  ، ومنه، 2ع = 82 – �س  ......)1(
ع     = 2

75- �س  ، ومنه، ع  = 75 – �س   ......)2(
ع     = 1

                                    2ع = 82 – �س    ......)1(
                                       ع = 75 – �س    ......)2(

    بالطرح ينتج:                          ع = 7
 

: وبالتعوي�ض عن قيمة ع =7 في المعادلة )2( ينتج �أنَّ
7 = 75 – �س  ومنه، �س = 68
1- =   68 -61

7 والآن  ز =      
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والعلامتان   ،)63(  ،)53( الاختبارات  �أحد  في  نف�سه  ال�صف  من  طالبين  علامتا  كانت  �إذا   )1
المعياريتان المناظرتان لهما )-1(، )1( على الترتيب، فجد المتو�سط الح�سابي لعلامات طلاب 

ال�صف في هذا الاختبار.
2( �إذا كان المتو�سط الح�سابي لعلامات طالبات ال�صف ال�سابع في اللغة الإنجليزية )60(، والانحراف 

المعياري )4(، وكانت علامة رفيف )80(، ف�أجب عما ي�أتي:
  �أ ( ما العلامة المعيارية لعلامة رفيف؟

لَت علامات ال�صف ح�سب العلاقة �ص = 1.1 �س – 5، حيث �س هي العلامة  ب( �إذا عُدِّ
قبل التعديل، �ص هي العلامة بعد التعديل، فما العلامة المعيارية لعلامة رفيف بعد التعديل؟ 

ماذا تلاحظ؟
3( �إذا كانت العلامات المعيارية للطلاب م�ؤمن، �سالم، مهند كما يلي: 3، 1، 0.75 على الترتيب، 
والمتو�سط الح�سابي لعلامات جميع طلبة ال�صف )68(، والفرق بين علامتي م�ؤمن ومهند هو 

)9(، فجد كًّال مما ي�أتي:
  �أ ( الانحراف المعياري لعلامات طلبة ال�صف.

ب( العلامات الفعلية لم�ؤمن، و�سالم، ومهند.
جـ( علامة الطالب التي تنحرف انحرافًا معياريًّا واحدًا تحت المتو�سط الح�سابي.

4( �إذا كان الفرق بين علامتي �أحمد و�سفيان في ال�صف الثاني ع�شر في �أحد الاختبارات ي�ساوي 
المعياري  الانحراف  فجد   ،)1.5( لهما  المناظرتين  المعياريتين  العلامتين  بين  والفرق   ،)9(

لعلامات طلاب ال�صف في هذا الاختبار.
5( �أثبت �أنَّ المتو�سط الح�سابي لجميع العلامات المعيارية لجميع قيم التوزيع ي�ساوي �صفرًا.
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التوزيع الطبيعي 
The Normal Distribution 

رابعًا

العقبة  خليج  في  البحر  لماء  الحرارة  درجات  كانت  �إذا 
في �شهر ني�سان تتبع توزيعًا طبيعيًّا، متو�سطه الح�سابي )27( 
�أكرم  �سل�سيو�س، وكان   )2( المعياري  وانحرافه  �سل�سيو�س، 
�سل�سيو�س كي   )25( الماء عن  تقل درجة حرارة  �أّال  يف�ضل 
ي�سبح في الماء، فما عدد الأيام التي تكون فيها درجة حرارة 

الماء منا�سبة له لل�سباحة في هذا ال�شهر؟

تعلمت �سابقًا �أنَّ قيم مدى المتغير الع�شوائي المنف�صل قابلة للعد، وقيم مدى المتغير الع�شوائي 
المت�صل غير منتهية وتكون على �شكل فترة، �أو اتحاد فترتين، �أو �أكثر من الأعداد الحقيقية،  وتعلمت 
الدر�س �ستتعلم  المنف�صل هو توزيع ذات الحدين، وفي هذا  الع�شوائي  للمتغير  التوزيعات  �أهم  �أنَّ 

�أحد توزيعات المتغير الع�شوائي المت�صل و�أهمها وهو )التوزيع الطبيعي(.

التوزيع الطبيعي: توزيع احتمالي مت�صل، جر�سي ال�شكل، ومتماثل حول المتو�سط الح�سابي ويمتد 
�إلى مالا نهاية في الاتجاهين، ولكن معظم الم�ساحة )الاحتمال( تتركز حول المتو�سط الح�سابي.

خ�صائ�ص التوزيع الطبيعي
• المنحنى ي�أخذ �شكل الجر�س.

.μ متماثل حول المتو�سط الح�سابي •
• المتو�سط الح�سابي = الو�سيط = المنوال 

• الم�ساحة تحت منحنى التوزيع الطبيعي ت�ساوي 1، ونظرًا للتماثل حول المتو�سط ف�إنَّ الم�ساحة 
على يمين المتو�سط ت�ساوي الم�ساحة على ي�سار المتو�سط وت�ساوي )0.5(.

ال�شكل )21-6(

الم�ساحة = 0.5الم�ساحة = 0.5
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ويتم �إيجاد احتمال وقوع المتغير الع�شوائي )ز( تحت قيمة ما، �أو فوقها، �أو مح�صورة بين قيمتين، من 
خلال جدول التوزيع الطبيعي المعياري الوارد في ملحق )2( في نهاية الكتاب، على النحو الآتي:

1( ل) ز≥ �أ(، حيث �أ≤ �صفر. من الجدول مبا�شرة.  
انظر ال�شكل )6 -22(

لماذا؟	 			  2( ل) ز≤ �أ( = 1 - ل) ز≥ �أ(
انظر ال�شكل )6 -23(

لماذا؟    3( ل) ز≥ - �أ( = ل) ز≤ �أ( = 1 - ل) ز≥ �أ(	
انظر ال�شكل )6 -24(

 
  		 			 لماذا؟  4( ل) ز≤ - �أ( = ل) ز≥ �أ( 

انظر ال�شكل )6 -25(

وانحرافه  )�صفر(،  الح�سابي  متو�سطه  الذي  الطبيعي  التوزيع  هو  المعياري:  الطبيعي  التوزيع 
المعياري )واحد(، ومتغيره الع�شوائي العلامة المعيارية )ز(. 

ال�شكل )22-6(

ال�شكل )23-6(

ال�شكل )25-6(

ال�شكل )24-6(

ابحث: الم�ساحة تحت منحنى التوزيع الطبيعي ت�ساوي 1. لماذا؟
فكر وناق�ش  
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التوزيع  جدول  با�ستخدام  ي�أتي،  مما  كل  قيمة  فجد  معياريًّا.  طبيعيًّا  ع�شوائيًّا  متغيًرا  )ز(  كان  �إذا 
الطبيعي المعياري:

1( ل) ز≥ 1.16(	
2( ل) ز≤ 2.5(	

3( ل) ز≥ - 1.3(     
4( ل) -2 ≥ ز ≥ 1(

الحل
1( ل) ز≥ 1.16( = 0.8770 كما في ال�شكل)26-6(

من الجدول مبا�شرة.
وهي القيمة الواقعة عند تقاطع �صف العدد)1.1( مع عمود الأجزاء من مئة )0.06(،

 كما في الجدول الآتي الذي يمثل جزءًا من جدول التوزيع الطبيعي المعياري.

2(  ل) ز≤ 2.5( = 1 - ل) ز≥ 2.5(، 
كما في ال�شكل)27-6(

0.9938 – 1 =                    
0.0062 =                    

ال�شكل )26-6(

ال�شكل )26-6(

ال�شكل )27-6(

1
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3( ل) ز≥ - 1.3( = 1 - ل) ز≥ 1.3(، كما في ال�شكل)28-6(
0.9032 – 1 =                      

0.0968 =                      

4( ل) -2 ≥ ز ≥ 1( = ل) ز ≥ 1( -  ل) ز ≥ -2(
)0.9772 – 1 ( – 0.8413 =                         

0.8185 =                         
                         كما في ال�شكل )29-6(

جدول  با�ستخدام  ي�أتي،  مما  كل  قيمة  فجد  معياريًّا.  طبيعيًّا  ع�شوائيًّا  متغيًرا  )ز(  كان  �إذا 
التوزيع الطبيعي المعياري:

1( ل) ز≥ 1.36(	
2( ل) ز≤ 1.23(	

3( ل) ز≥ - 0.95(     
4( ل)0.03 ≥ ز ≥ 3.1(
5( ل)-0.8 ≥ ز ≥ �صفر(

6( هل تختلف قيمة ل) ز≥ 1.16( عن قيمة ) 1 – ل)ز< 1.16((؟ برر �إجابتك.

�إذا كان )ز( متغيًرا ع�شوائيًّا طبيعيًّا معياريًّا، فا�ستعمل جدول التوزيع الطبيعي المعياري لإيجاد قيمة 
) �أ ( في كلٍّ من الحالات الآتية:

1( ل) ز≥ �أ ( = 0.8729
2( ل) ز≤ �أ ( = 0.0045

1

2

ال�شكل )28-6(

ال�شكل )29-6(
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فكر وناق�ش  

الحل
1( ل) ز≥ �أ ( = 0.8729

لاحظ ال�شكل)6-30( ومن الجدول نجد �أنَّ
قيمة )ز( المناظرة للاحتمال0.8729 هي 1.14،

�إذن �أ = 1.14

2( ل) ز≤ �أ ( = 0.0045
لاحظ ال�شكل)2-31( نجد �أنَّ 

ل) ز≥ �أ ( = 1 -  0.0045 = 0.9955
�إذن �أ = 2.61

�إذا كان )ز( متغيًرا ع�شوائيًّا طبيعيًّا معياريًّا، فا�ستعمل جدول التوزيع الطبيعي المعياري 
لإيجاد قيمة ) �أ ( في كلٍّ من الحالات الآتية:

1( ل) ز≥ �أ ( = 0.5319
2( ل) ز≤ �أ ( = 0.6808

التوزيع  �إلى  التحويل  خلال  من  طبيعي  توزيع  �أي  احتمالات  �إيجاد  كيفية  �سنتعرف  والآن 
الطبيعي المعياري، وذلك من خلال تحويل العلامة الخام )�س( �إلى العلامة المعيارية )ز(:

: �إذا كان )�س( متغيًرا ع�شوائيًّا طبيعيًّا متو�سطه الح�سابي )μ(، وانحرافه المعياري )σ(، ف�إنَّ
العلامة المعيارية )ز( للمتغير الع�شوائي )�س( هي:

  μ -س�
σ   ز=   

ابحث: ما العلاقة بين التوزيع الطبيعي والتوزيع الطبيعي المعياري؟

2

ال�شكل )30-6(

ال�شكل )31-6(
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3

وانحرافه   ،)70( الح�سابي  متو�سطه  الذي  الطبيعي  التوزيع  يتبع  ع�شوائيًّا  متغيًرا  )�س(  كان  �إذا 
المعياري )8(، فجد:

1( ل ) �س ≥ 72(
2( ل ) �س ≤ 56(

الحل 
بما �أن )�س( يتبع توزيعًا طبيعيًّا، فيمكن تحويل الم�شاهدة الخام )�س(، �إلى علامة معيارية )ز(.

72 -70  ( = ل ) ز ≥ 0.25( = 0.5987
8 1( ل ) �س ≥ 72( = ل ) ز ≥   

56 -70   ( = ل ) ز ≤ -1.75( = ل ) ز ≥ 1.75(= 0.9595
8 2( ل ) �س ≤ 56( = ل ) ز ≤  

�إذا كان )�س( متغيًرا ع�شوائيًّا يتبع التوزيع الطبيعي الذي متو�سطه الح�سابي )110(، 
وانحرافه المعياري )10(، فجد:

1( ل ) �س ≥ 95(
2( ل ) �س ≤ 105(

3( ل )90 ≥ �س ≥ 130(

�أكيا�س الطحين في �أحد المخازن وعددها )1000( كي�س تتبع التوزيع الطبيعي،  �إذا كانت كتل 
وكان المتو�سط الح�سابي للكتل )50( كغ، والانحراف المعياري لها )1.25( كغ. �إذا اختير �أحد 

الأكيا�س ع�شوائيًّا، ف�أجب عن كلٍّ مما ي�أتي:
1( ما احتمال �أن تقل كتلة الكي�س عن )47( كغ؟

2(  ما احتمال �أن تزيد كتلة الكي�س عن )51( كغ؟
3( ما عدد الأكيا�س التي تنح�صر كتلتها بين )48( كغ، و)52( كغ ؟

3

4
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4

الحل
ليَكن )�س( كتلة كي�س الطحين، ويتبع توزيعًا طبيعيًّا متو�سطه μ = 50، وانحرافه المعياري

σ = 1.25 وبالتالي:
1( احتمال �أن تقل كتلة الكي�س عن )47( كغ ي�ساوي:

47 -50   ( = ل) ز ≥ -2.4( = 1 - ل) ز ≥2.4( 
1.25     ل) �س ≥ 47( = ل) ز ≥   

0.0082 = 0.9918 – 1 =    
2( احتمال �أن تزيد كتلة الكي�س عن )51( كغ ي�ساوي:

51 -50  ( = ل ) ز ≤ 0.8( = 1 - ل) ز ≥ 0.8(
1.25     ل ) �س ≤ 51( = ل ) ز ≤   

0.2119 = 0.7881 – 1 =    

3( احتمال �أن تنح�صر الكُتل بين )48( كغ، و)52( كغ ي�ساوي:
52 -50  ( = ل )-1.6 ≥ ز ≥ 1.6( 

1.25 48 -50  ≥ ز ≥   
1.25  ل )48 ≥ �س ≥ 52( = ل )  

= ل) ز ≥ 1.6( - ل) ز ≥ -1.6( = ل) ز ≥ 1.6( – ) 1 - ل) ز ≥ 1.6((   لماذا؟ 
= 2 ل) ز ≥ 1.6( -1     لماذا؟

0.8904 = 1 – 0.9452 ×2 =
�إذن، عدد الأكيا�س التي تنح�صر كتلها بين )48( كغ، و)52( كغ ي�ساوي:

العدد الكلي × الاحتمال = 1000× 0.8904 = 8904 �أكيا�س.

 حُلَّ الم��سألة الواردة في بداية الدر�س.
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1( �إذا كان )ز( متغيًرا ع�شوائيًّا طبيعيًّا معياريًّا. فجد قيمة كلٍّ مما ي�أتي، با�ستعمال جدول  التوزيع 
الطبيعي المعياري:

		          ب( ل) ز ≤ -1(    �أ   ( ل) ز ≥ 3.06(
		           د ( ل) ز ≥ -0.07(    جـ( ل ) ز ≤ 1.8( 

و ( ل)-1.53 ≥ ز ≥ -0.12(    هـ ( ل) �صفر ≥ ز ≥ 0.5(         	
		          ح ( ل)-1.7 ≥ ز ≥ �صفر(    ز ( ل)| ز| ≥ 0.8(

2( �إذا كان )ز( متغيًرا ع�شوائيًّا طبيعيًّا معياريًّا، فا�ستعمل جدول التوزيع الطبيعي المعياري لإيجاد 
قيمة )�أ( في كلٍّ من الحالات الآتية:

�أ   ( ل) ز≥ �أ( = 0.3921
ب( ل)�أ ≥ ز ≥ 2( = 0.156

ف�إذا كان توزيع   ،)ICDL( معلم لامتحان الرخ�صة الدولية لقيادة الحا�سوب )3( تقدم )2000
علاماتهم يتبع التوزيع الطبيعي، بمتو�سط ح�سابي )70(، وانحراف معياري )8(، ف�أجب عن 

كلٍّ مما ي�أتي:
   �أ  ( ما عدد المعلمين الذين تزيد علاماتهم عن )82(؟

 ب( �إذا كانت علامة النجاح في الامتحان )80(، فما ن�سبة النجاح؟

 ،)60( الح�سابي  متو�سطه  وكان  طبيعيًّا،  توزيعًا  تتبع  طالبٍ   )1000( علامات  كانت  �إذا   )4
وانحرافه المعياري )5(، وكان عدد الناجحين )7580( طالباً، فما علامة النجاح؟

)5(كغ،  الح�سابي  متو�سطه  طبيعيًّا،  توزيعًا  تتبع  برتقال  �صندوق   )1000( كتل  كانت  �إذا   )5
وانحرافه المعياري )0.4(كغ، فجد ن�سبة ال�صناديق التي تقل كتلها عن )4.8( كغ؟
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1( يمثل ال�شكل )6-32( �شكل الانت�شار للمتغيرين �س، �ص.
د نوع العلاقة بينهما، وجد قيمة معامل الارتباط. حدِّ

الوطنية )�ص( في  والتربية  )�س(  التاريخ  مبحثَي  �ستة طلاب في  الآتي علامات  يبين الجدول   )2
امتحان ق�صير, نهايته العظمى )10(، �أجب عما يليه:

123456رقم الطالب
2356410مبحث  التاريخ )�س(

536796مبحث التربية الوطنية   )�ص( 

ال�شكل )32-6(

ال�شكل )33-6(

�أ  ( اح�سب معامل ارتباط بير�سون الخطي بين  �س، �ص.
ب( جد معادلة خط الانحدار بين المتغيرين �س، �ص.

ر علامة التاريخ لطالب �إذا كانت علامته في التربية الوطنية )7(. جـ( قدِّ
د  ( جد الخط�أ في التنب�ؤ في علامة طالب في التربية الوطنية، �إذا كانت علامته في التاريخ )5(.

3( معتمدًا على ال�شكل )6-33(  الذي يمثل �شكل الانت�شار 
للمتغيرين �س، �ص �أجب عما ي�أتي:
�أ   ( ما قيمة معامل ارتباط بير�سون؟

ب( اكتب معادلة خط الانحدار.
�إذا كانت كل نقط �شكل الانت�شار بين المتغيرين �س، �ص،   )4
تقع على الم�ستقيم الذي معادلته: �ص = 3 – 2�س، فجد 

معامل الارتباط.
10، �سُحِبَتْ ثلاث بطاقات دفعة واحدة،  �إلى   3 8 بطاقات مرقمة من  5( �صندوق يحتوي 
�إذا دل المتغير الع�شوائي ق على الرقم الأ�صغر في البطاقات الثلاث الم�سحوبة، فاكتب القيم 
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الممكنة للمتغير الع�شوائي ق.
( ) �أ (�س )0.6(ن-�س اقتران  ن

6  ( �إذا كان ق متغيًرا ع�شوائيًّا مداه �س = 0، 1، 2 وكان ل)�س( = )�س
الكثافة الاحتمالية للمتغير ق، ف�أجب عن كلٍّ مما ي�أتي:

�أ   ( ما نوع المتغير الع�شوائي ق؟
ب( جد قيم �أ، ن.

جـ( جد ل)�س=2(.
7  ( �إذا كان ل يمثل اقتران الكثافة الاحتمالية للمتغير الع�شوائي ق، الذي مداه 2، 3، 4، وكان 

ل)2( = 3ل)3( = ل)4(، فجد قيمة ل)3(.
8  ( في تجربة �إلقاء حجر نرد منتظم �ست مرات، جد كًّال مما ي�أتي:

�أ   ( احتمال ظهور العدد 6  مرتين.
ب( احتمال ظهور العدد 6  ثلاث مرات على الأكثر.

9  ( �أ�شار ا�ستطلاع للر�أي في �إحدى الجامعات �أن 0.95 من طلبة الدرا�سات العليا يتوا�صلون 
�إلكترونيًّا مع �أ�ساتذتهم الجامعيين، �إذا اختيرت عينة ع�شوائية من 20 طالبًا، فما احتمال �أن 

يكون واحد منهم على الأقل لا يتوا�صل �إلكترونيًّا مع �أ�ستاذه الجامعي؟
10( في تجربة �سحب كرة )دون �إرجاع( من �صندوق يحتوي على 4 كرات بي�ضاء، و7 كرات 
حمراء،  �إذا دل المتغير الع�شوائي ق على رقم ال�سحب التي يظهر فيه �أول كرة حمراء ، فجد 

احتمال �أن تظهر �أول  كرة حمراء في ال�سحب الثالث.
11( قررت �إحدى ال�شركات رف�ض �أي �شحنة من المواد ت�شتريها من مورد ما �إذا تبَّني وجود )3( 
وحدات معيبة �أو �أكثر في عينة ع�شوائية مكونة من )9( وحدات، �إذا كانت ن�سبة المعَيب في 

�شحنة من �أحد الموردين )0.1(، ما احتمال رف�ض ال�شركة لل�شحنة؟
12( �إذا كانت العلامات المعيارية لـعينة مكونة من )6( م�شاهدات كالآتي:

-2, -1.5 ، 2.5، 3، 3، )ز(، فجد كًّال مما ي�أتي:
 �أ  ( المتو�سط الح�سابي للعلامات المعيارية.

ب( الانحراف المعياري للعلامات المعيارية.
جـ( قيمة )ز(.
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9( محيط الم�ستطيل = 2 )�س+�ص( 
م�ساحة الم�ستطيل = )�س * �ص( 

حيث �س: الطول �ص: العر�ض

1( الم�سافة بين نقطتين )�س1 ،  �ص1( )�س2 ،  �ص2(
 ف=     )�س2 - �س2(2 + )�ص2 - �ص1( 2 

10( محيط المربع = 4�س      
م�ساحة المربع = �س2 

حيث �س طول ال�ضلع

مربعين  مجموع  الوتر=  مربع  فيثاغور�س:  نظرية   )2
ال�ضلعين الآخرين.

              π 11( محيط الدائرة =2نق
م�ساحة الدائرة =πنق2     

حيث نق: ن�صف القطر

3( قانون جيب التمام: لإيجاد �ضلع في مثلث عُلِمَ فيه 
�ضلعان وزاوية مح�صورة بينهما:

ل2=�س2+�ص2-2�س �ص جتاهـ

1 نق2 هـ
2 12( م�ساحة القطاع الدائري = 

طول القو�س = نق* هـ  
حيث هـ: الزاوية المركزية

4( بعد النقطة )�س،�ص( عن الم�ستقيم �أ �س + ب �ص + جـ = 0
|�س1 + ب �ص1 +جـ|  

�أ2 + ب البعد=   

1 نق2)هـ - جا هـ(       
2 13( م�ساحة القطعة الدائرية   

حيث هـ: الزاوية المركزية

5( �إحداثيات منت�صف نقطتين )�س1 ،  �ص1( )�س2 ،  �ص2( 
�ص1 + �ص2  

2 �س1 + �س2  ،  
2 هو:  

14( م�ساحة متوازي الأ�ضلاع
        = طول القاعدة * الارتفاع

جـ 
ب   =   جاجـ

�أ  =   جاب
6( قانون الجيب  جا�أ

1 القاعدة * الارتفاع 
2 15( م�ساحة المثلث  = 

�إذا عُلِمَ فيه �ضلعان وزاوية مح�صورة بينهما، هـ الزاوية المح�صورة بين ال�ضلعين      

1 ال�ضلع الأول  * ال�ضلع الثاني * جاهـ       
2 م�ساحة المثلث  = 

1 �س2جا60
2 م�ساحة المثلث مت�ساوي الأ�ضلاع = 

حيث �س: طول �ضلع المثلث مت�ساوي الأ�ضلاع

7( �إذا ت�شابه مثلثان ف�إن الن�سبة بين الأ�ضلاع المتناظرة مت�ساوية
ب �أ  
 جـ ب = �ص �س

�أ جـ =  ع �ص
�س ع   

16( الم�سافة = ال�سرعة * الزمن 8( الربح = �سعر البيع - �سعر التكلفة

ملحق)1(
قوانين ريا�ضية مهمة)المعدلات المرتبطة، تطبيقات القيم الق�صوى(

نق

 هـ

ع

�س�ص

جـ

�أب
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23( المن�ش��ور القائ��م هو مج���سم له قاعدت��ان م�ستويتان 
الجانبي��ة  و�أ�سطح��ه  ومتوازيت��ان،  ومتطابقت��ان 
م�ستطيال�ت، �إذا كانت قاعدته مثلثة ال�شكل ي�سمى 
من�ش��ورًا قائمً��ا ثلاثيًّ��ا، و�إذا كانت قاعدت��ه مربعة 

ال�شكل ي�سمى من�شورًا قائمًا رباعيًّا.
م�ساحة المن�شور القائم الجانبية = محيط القاعدة * الارتفاع 

حجم المن�شور القائم = م�ساحة القاعدة * الارتفاع

القاعدتين  مجموع   1
2  = المنحرف  �شبه  م�ساحة   )17

المتوازيتين * الارتفاع
18( حجم المكعب =  �س3  
الم�ساحة الكلية =      6 �س2   
الم�ساحة الجانبية =  4 �س2    

حيث �س:طول �ضلع المكعب
19(حجم متوازي الم�ستطيلات = الطول * العر�ض * الارتفاع     

الم�ساحة الجانبية = 2 )�س+�ص(*ع   
الم�ساحة الكلية = الم�ساحة الجانبية + مجموع م�ساحتي القاعدتين

2)�س+�ص(*ع +2�س �ص

24( الهرم القائم: عبارة عن مج�سم تكون قاعدته منتظمة، 
والأوجه الجانبية عبارة عن مثلثات متطابقة ال�ضلعين، 
الارتفاع  ال�ضلعين:  المتطابق  المثلث  ارتفاع  وي�سمى 
الجانبي للهرم، وي�سمى الهرم بالهرم القائم الثلاثي �إذا 
كانت قاعدته مثلث متطابق الأ�ضلاع، وهرمًا قائمًا 

رباعيًّا �إذا كانت قاعدته مربعة ال�شكل.
محيط القاعدة * الارتفاع 1

2 الم�ساحة الجانبية للهرم = 
1 م�ساحة القاعدة * الارتفاع

3 حجم الهرم القائم = 

20( المخروط الدائري القائم      
π  نق2ع      

3 الحجم = 
م�ساحة �سطح المخروط= π نق ل     

المخروط الناق�ص 
2(*ع

1 نق 
2+ نق 

1+ نق2 
π )نق2 

2 الحجم = 

21( الا�سطوانة:    
الحجم = π نق2 ع      

الم�ساحة الجانبية =π 2 نق ع    
الم�ساحة الكلية = π 2 نقπ 2+ 2 نق ع

25( زاوية الارتفاع �أو الانخفا�ض: هي الزاوية المح�صورة 
بين خط الب�صر )النظر( والخط الأفقي المارّ بالعين.

22( الكرة       
π4  نق3         

3  الحجم =   
م�ساحة �سطح الكرة =π 4 نق2

 �س �ص

 �س

 ع

1
 نق 

2
 نق 
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جتا �س
جا�س جا �س ،  ظتا�س = 

ظا�س = جتا�س
 1
جا�س 1 ،    قتا�س =  

قا�س = جتا�س

جا2�س + جتا2�س =1
1+ ظا2�س = قا2�س   
1+ ظتا2�س = قتا2�س

جـا2�س=2 جا�س جتا�س
جتا2�س= 1-2جا2�س

             = 2جتا2�س-1
             = جتا2�س- جا2�س

جا)�أ + ب( = جا�أجتاب + جتا�أ جاب
جا)�أ  - ب( = جا�أجتاب - جتا�أ جاب
جتا)�أ + ب( = جتا�أجتاب - جا�أ جاب
جتا)�أ  - ب( = جتا�أجتاب + جا�أ جاب

ظا�أ + ظاب
1- ظا�أ  ظاب ظا)�أ + ب( = 
ظا�أ - ظاب

1+ ظا�أ  ظاب ظا)�أ - ب( = 

1 )1- جتا2�س(
2 جا2�س=

1 )1 + جتا2�س(
2 جتا2�س=

2ظا�س 
ظا2�س=  1- ظا2�س

)جتا)�س- �ص( - جتا)�س + �ص(( 1
2 جا�س جا�ص=

)جا)�س + �ص( + جا)�س- �ص(( 1
2 جا�س جتا�ص=

)جتا)�س + �ص( + جتا)�س- �ص(( 1
2 جتا�س جتا�ص=

)�س - �ص( 12 )�س+ �ص( جا 12 جا�س -جا�ص=2جتا

)�س - �ص(   12 )�س+ �ص( جتا 12 جا�س + جا�ص=2جا

)�س - �ص(  12 )�س+�ص(جا 12 جتا�س -جتا�ص= -2جا

)�س - �ص(  12 )�س+�ص(جتا 12 جتا�س+ جتا�ص=2جتا

π  - �س( = جا�س
2 جتا) 

π  - �س( = جتا�س
2 جا) 

π  - �س( = ظتا�س
2 ظا) 

π  - �س( = ظا�س
2 ظتا) 

π  + �س( = جتا�س
2 جا) 

π  + �س( = -جا�س
2 جتا) 

جا)π - �س(  = جا�س
جتا)π - �س( = -جتا�س
ظا)π - �س(  = - ظا�س
جا)π + �س(  = - جا�س

جتا)π + �س( = - جتا�س
ظا)π + �س(  = ظا�س

جا)- �س(  = - جا�س  
جتا)- �س( = جتا�س 
ظـا)- �س( = -ظا�س

 

متطابقات مثلثية
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جدول التوزيع الطبيعي المعياري
ملحق)2(
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