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ت  ن�ضع بين �أيديكم كتاب الريا�ضيات لل�صف الثاني ع�شر للفرعين العلمي وال�صناعي، الذي �أُعِدَّ
محتوياته ب�شكل ين�سجم مع التطورات والتغيرات في مختلف المجالات، ومعايير العمليات والمحتوى 
الم��سألة، والتبرير والبرهان، والربط، والتوا�صل، والتمثيل،  العالمية )NCTM,2000(∗، مثل:حل 

والنمذجة.
اعْتُمِدَت طرائق ريا�ضية مختلفة في تقديم المحتوى الريا�ضي، كالا�ستقراء، وحلّ الم�شكلات، 
بالإ�ضافة �إلى تقديم الم�سائل والتمارين التي تنمي مهارات التوا�صل، والتفكير الريا�ضي، وحُلَّت 

العديد من التمارين والم�سائل الريا�ضية ب�أكثر من طريقة؛ ما يك�سب الطلبة مرونة التفكير. 
والأ�شكال  الر�سوم  خلال  من  الريا�ضي  المفهوم  تقديم  على  الكتاب  في  التركيز  تم  وقد  هذا 

والألوان، مما ي�ساعد على تثبيت المفهوم ومراعاة �أنماط تعلم الطلبة المختلفة.
تقع مادة الكتاب في �ست وحدات موزعة على ف�صلين درا�سيين، حيث ي�ضم الف�صل الأول 

ثلاث وحدات هي: النهايات  والات�صال،  والتفا�ضل، و تطبيقات التفا�ضل. 
والقطوع  وتطبيقاته،  التكامل  هي:  وحدات  ثلاث  فيت�ضمن  الثاني  الدرا�سي  الف�صل  �أما 

المخروطية، والإح�صاء والاحتمالات.
ون��سأل الله �أن نكون قد وفقنا في تقديم المعرفة العلمية بطريقة منظّمة تنظيمًا منطقيًّا ونف�سيًّا، 

الأمر الذي يُ�سهم في فهمها والتمكّن من مهاراتها.
علمًا ب�أنَّ عملية تطوير المناهج والكتب المدر�سية عملية م�ستمرة، لذا نرجو من زملائنا المعلمين 
و�أولياء الأمور تزويدنا ب�أي ملاحظات تغني الكتاب وت�سهم في تح�سينه،  بما يلبي احتياجات الطلبة 

وطموحات المجتمع الأردني.

ب�سم الله الرحمن الرحيم
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الف�صل 

الدرا�سي 

الأول



10

ن�ش�أ علم التفا�ضل والتكامل لو�صف الكيفية التي تتغيرفيها الأ�شياء، ويعتمد كلٌّ من التفا�ضل 
النهايات والات�صال  النهاية. تتناول هذه الوحدة مفهومي  �أ�سا�سية على مفهوم  والتكامل ب�صورة 

اللذين ي�شكلان مقدمة لعلم التفا�ضل.



11

تعرف مفهوم النهاية.
�إيجاد قيمة نهاية اقتران عند عدد بيانيًّا.

تعرف نظريات النهايات وتوظيفها لإيجاد قيمة النهاية عند عدد.
�إيجاد قيمة النهاية عند عدد لاقترانات ن�سبية وك�سرية ومت�شعبة.

�إيجاد قيمة النهاية عند عدد لاقترانات مثلثية.
تعرف مفهوم الات�صال عند نقطة، وعلى فترة.

البحث في ات�صال اقتران عند نقطة، وعلى فترة.
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النهايات  
Limits

  تتعرف مفهوم النهاية.
  تجد قيمة نهاية اقتران عند عدد بيانيًّا.

  تتعرف نظريات النهايات وتوظفها لإيجاد قيمة النهاية عند عدد.
  تجد قيمة النهاية عند عدد لاقترانات ن�سبية وك�سرية ومت�شعبة.

  تجد قيمة النهاية عند عدد لاقترانات مثلثية.

الفصل الأول

مفهوم النهاية
Concept of Limit أولًا  

ب�سلوك الاقتران ق  التنب�ؤ   �س2-1 ، فما مجال الاقتران ق، وهل يمكن 
�إذا كان ق)�س( =   �س -1

عندما تقترب قيم �س من العدد 1؟

 �س2-1 هو ح -}1{، لماذا؟ 
تعلمت �سابقا �إيجاد مجال الاقتران الن�سبي، فمجال الاقتران ق)�س( =   �س -1

يمكن درا�سة �سلوك الاقتران ق عندما تقترب قيم �س من العدد 1، من خلال درا�سة الجدول الآتي:

1.11.011.0011.000110.99990.9990.990.9�س
1.99991.9991.991.9 غير معرفة2.12.012.0012.0001ق)�س(

قيم ق)�س(  ف�إنَّ  )�أي �س<1(،  اليمين  العدد 1 من جهة  قيم �س من  اقتربت  �أنه كلما  لاحظ 
�س ←1+نهــــــــا  ق )�س( = 2 تقترب من العدد 2، ويعبر عن ذلك بالرموز:

وتُقر�أ: نهاية الاقتران ق)�س( عندما تقترب قيم �س من العدد 1 من جهة اليمين ت�ساوي 2 .



13

ال�شكل )2-1(

ال�شكل )1-1(

ال�شكل )3-1(

من  �س  قيم  تقترب  عندما  اقتران  نهاية  ولتحديد 
عدد حقيقي مثل �أ من جهة الي�سار، ف�إنَّه من  ال�ضروري 
على  الي�سار  جهة  من  �أ  عند  معرّفًا  الاقتران  يكون  �أن 
فترة مفتوحة ق�صيرة الطول على ال�صورة ) �أ - جـ، �أ (، 

انظر ال�شكل )2-1(.

من  �س  قيم  تقترب  عندما  اقتران  نهاية  ولتحديد 
ال�ضروري  من  ف�إنَّه  اليمين،  من  �أ  مثل  حقيقي  عدد 
فترة  على  اليمين  من  �أ  عند  معرّفًا  الاقتران  يكون  �أن 
جـ(،   + �أ   ، �أ   ( ال�صورة  على  الطول  ق�صيرة  مفتوحة 

انظر ال�شكل)3-1(.

وتُقر�أ: نهاية الاقتران ق)�س( عندما تقترب قيم �س من العدد 1 
من جهة الي�سار ت�ساوي2.

نهــــــــا  ق )�س( =  نهــــــــا  ق )�س(  ، نقول �إنَّ نهاية 
�س←1+                                 �س←1- وفي حالة

ق)�س( عندما تقترب قيم �س من العدد 1موجودة وت�ساوي 2 
�س←1  نهــــــــا  ق )�س( = 2،  ويعبر عن ذلك بالرموز: 

وال�شكل )1-1( يو�ضح منحنى الاقتران ق)�س(.

 وكلما اقتربت قيم �س من العدد 1 من جهة الي�سار )�أي �س>1(، ف�إن قيم ق)�س( تقترب �أي�ضا من 
العدد 2، ويعبر عن ذلك بالرموز: �س ←1- نهـــــــا  ق )�س( = 2

لماذا ر�سمت حلقة على منحنى الاقتران ق في ال�شكل )1-1(؟
فكر وناق�ش
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معتمدًا ال�شكل )1-5( الذي يمثل منحنى الاقتران ل 
المعرف على ح، جد:

نهــــــــا  ل )�س(  
 �س ← 2

الحل
من خلال ال�شكل)1-5( لا بد من �إيجاد النهاية عن يمين  العدد 2 وي�ساره )لماذا؟(

نهــــــــا ق)�س( = 5   ،    نهــــــــا ق)�س( = �صفرًا 
�س←2+                                                             �س←2-

نهــــــــا ق)�س(  غير موجودة. 
نهــــــــا ق)�س( ≠  نهــــــــا ق)�س( ،   �إذن  �س ← 2

�س←2+                                          �س←2- بما �أنَّ  

ال�شكل )4-1(

ال�شكل )5-1(

تعميم

 : �س←�أ+                         �س←�أ -نهــــــا ق)�س( =  نهـــــــا ق)�س( = ل، حيث �أ ، ل �أعداد حقيقية، ف�إنَّ �إذا كانت : 

نهـــــــا ق)�س(  = ل
نهـــــــا ق)�س( موجودة، وتكون �س ← �أ

�س ← �أ

غير موجودة. نهــــــــا  ق)�س( 
�س ← �أ ، فــ�إنَّ  و�إذاكانت �س←�أ+                           �س←�أ -نهـــــــا ق)�س( ≠  نهـــــــا ق)�س( 

1

�س  قيم  تقترب  اقتران عندما  نهاية  ولإيجاد 
�أن  ال�ضروري  من  ف�إنَّه  �أ  مثل  حقيقي  عدد  من 
ق�صيرة  مفتوحة  فترة  معرّفًا على  الاقتران  يكون 
الطول على ال�صورة ) �أ – جـ ، �أ + جـ (،  وتحوي 
ا،  �صغيرجدًّ حقيقي  عدد  جـ  حيث  �أ،  العدد 
معرّفًا  الاقتران  يكون  �أن  ال�ضروري  من  )ولي�س 

عند العدد �أ نف�سه(. انظر ال�شكل )4-1(.
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)1

)2

)3

)4

)5

ال�شكل )6-1(

ال�شكل )7-1(

2
معتمدًا ال�شكل )1-7( الذي يمثل منحنى الاقتران ك، جد كلًّا مما ي�أتي:

الحل
تحقّق �شرط النهاية 				   1 	)1

لأنَّ النهاية من اليمين لا ت�ساوي النهاية من الي�سار  			  2( غير موجودة
تحقّق �شرط النهاية 				   �صفر 	)3

لماذا؟ 				   1- 	)4
لماذا؟ 				   1- 	)5

معتمدًا ال�شكل)1-6( الذي يمثل منحنى الاقتران ق ، 
جد كلًّا مما ي�أتي �إن �أمكن ذلك:

)1

)2

)3

نهـــــــــا  ق )�س( 
 �س ← 2+

نهـــــــــا  ق )�س( 
�س ← 2-

نهـــــــــا  ق )�س( 
�س ← 2

نهـــــــــا  ك )�س( 
�س ← 1

نهـــــــــا  ك )�س( 
�س ← 0

نهـــــــــا  ك )�س( 
�س← -2

نهــــــــــا ك )�س( 
�س← -1-

نهـــــــــا  ك )�س( 
�س← -1
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بالاعتماد على ال�شكل )1-9( الذي يمثل منحنى 
ف على ح، جد كلًّا مما ي�أتي: الاقتران ق المعرَّ

)1

)2

)3

)4

نهـــــا ق)�س( 
 �س← 0 

نهــــا ق)�س( 
�س←1

نهــــــا ق)�س( 
�س← -1 

نهــــــا ق)�س( 
�س←2-

2

ال�شكل )8-1(

معتمدًا ال�شكل)1-8( الذي يمثل منحنى الاقتران ل)�س( =    - �س ، جد كلًّا مما ي�أتي:
3

)1

)2

)3

)4

)5
الحل

لاحظ �أنَّ مجال الاقتران ل هو: �س ≥ �صفر، لماذا؟
ف على فترة مفتوحة على يمين ال�صفر.  1( غير موجودة                               الاقتران غير معرَّ

ف على فترة مفتوحة على ي�سار ال�صفر.  2( �صفر                                          الاقتران معرَّ
ف على فترة مفتوحة حول ال�صفر. 3( غير موجودة                               الاقتران غير معرَّ

ف على فترة مفتوحة حول العدد 1.  4( غير موجودة                               الاقتران غير معرَّ
ف على فترة مفتوحة حول العدد -1 والنهاية 5( 1                                               الاقتران معرَّ

                                                        من اليمين ت�ساوي النهاية من الي�سار.                           

ال�شكل )9-1(

نهـــــــا ل)�س( 
�س ←0+

نهـــــــا ل)�س( 
�س ← 0 

نهـــــــا ل)�س( 
�س ←0-

نهـــــــا ل)�س( 
�س ← 1

نهـــــــا ل)�س( 
�س ← -1 

نهــــا ق)�س(  غير موجودة.
�س← �أ تحدث �إلى زملائك ب�شكل عام  عن الحالات التي تكون فيها  

تـحدث
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1( معتمدًا ال�شكل )1-10( الذي يمثل منحنى الاقتران ق المعرف على ح ، جد كلًّا مما ي�أتي:

�أ   (

ب(

جـ(

د  (

هـ (

و  (

 ز (

نهــــــا ق)�س( 
 �س←0

نهـــــــا ق)�س( 
 �س←6-

نهـــــــا ق )�س( 
�س← -2

نهـــــــــا ق)�س( 
�س← -8+

نهـــــــــا ق)�س( 
�س← -8-

نهـــــــا ق)�س( 
 �س←10

نهـــــــا ق)�س( 
 �س←6+

ال�شكل )10-1(

2( معتمدًا ال�شكل )1-11( الذي يمثل منحنى الاقتران ل)�س( =     �س + 4 
جد كلًّا مما ي�أتي:

�أ   ( مجال الاقتران ل

ب(

جـ(

د  (

هـ (

نهــــــــا ل)�س( 
�س← -4+

نهــــــــا ل)�س( 
�س← -4-

نهـــــــا ل)�س( 
�س← -4

نهــــــا ل)�س( 
�س←0

ال�شكل )11-1(
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3( معتمدًا ال�شكل )1-12( الذي يمثل منحنى الاقتران ع، جد كلًّا مما ي�أتي:

�أ   ( مجموعة قيم �أ حيث:

                

ب( مجموعة قيم جـ حيث:

جـ( مجموعة قيم ك حيث:
                              غير موجودة

  د  ( مجموعة قيم ل حيث: 

4( �إذا كان ل)�س( = 

�س ←2نهـــــا ل)�س(  فجد 

ال�شكل )12-1(

نهـــــــاع )�س( =1
�س ←جـ+

نهـــــاع)�س(  
�س ←ك

نهـــــاع)�س( = �صفرًا
�س ←ل

2�س + 1      ، �س  �ص 
 �س2  + 4     ، �س  �ص, حيث �ص مجموعة الأعداد ال�صحيحة 

 �س ← �أ نهــــــاع)�س( =1
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نظريات النهايات
Theorems of Limits ثانيًا  

�إذا كان ق)�س( = �س4 + �س2 ، فجد نهـــــــــا   ق)�س(  
                                                                                �س ←1-

تعلمت في الدر�س ال�سابق �إيجاد قيمة النهاية لاقتران عند عدد بيانيًّا، وفي هذا الدر�س �ستتعلم 
�إيجاد قيمة نهاية اقتران عند عدد جبريًّا با�ستخدام نظريات النهايات.

نظرية)1(

: نهــــــاق)�س( = ب  ∊ح، ف�إنَّ 1( �إذا كان �أ، ب عددين حقيقيين، وكان ق)�س( = ب لكلِّ �س
                                                                                                                                               �س← �أ 

 : ح ، ن عدد �صحيح موجب، وكان ق)�س( = �سن ، ف�إنَّ 	�إذا كانت �أ  )2
نهـــــاق)�س( = �أن 

        �س← �أ

نظرية)2(

�إذا كان ق ، هـ اقترانين، حيث  �أ، ب،جـ ، م �أعداد حقيقية وكان:
: نهـــــا ق)�س( = ب ، نهـــــا هـ )�س( = جـ ، ف�إنَّ

 �س← �أ                                        �س← �أ

1( نهـــــا ) ق)�س( + هـ )�س((  =  نهـــــا ق)�س( + نهـــــا هـ )�س( = ب + جـ
�س←�أ                                                               �س← �أ                            �س← �أ

         
2( نهـــــا ) ق)�س( - هـ )�س((  =  نهـــــا ق)�س( - نهـــــا هـ )�س( = ب - جـ

�س← �أ                                                               �س← �أ                           �س← �أ
         

3( نهـــــا م ق)�س( = م * نهـــــا ق)�س(  = م * ب
�س← �أ                                          �س← �أ                  

        
4( نهـــــا )ق)�س( * هـ )�س((  = نهـــــا ق)�س(  * نهـــــا هـ )�س( = ب * جـ

�س← �أ                                                            �س← �أ                             �س← �أ
         

 
�س←�أ   هـ )�س(                   5( نهــــا  ق)�س(  =                             =  ب ، حيث جـ ≠ �صفرًا

      

نهــــا ق)�س(     
�س←�أ

نهــــا هـ )�س(     
�س←�أ

جـ

6( نهـــــا  ن ق)�س( = ن نهــــاق)�س(  =  ن ب   ، )ب�شرط ب≤ �صفر �إذا كان ن عددًا زوجيًّا(
�س← �أ                               �س←�أ                  
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1

2

�إذا كان ق)�س( = �س3 + �س2 + 5 ، فجد كلًّا مما ي�أتي:
			                 2( ق)2(          �س←12( نهــــــا ق)�س(    

الحل
1( نهـــــا ق)�س(  =  نهــــــا ) �س3 + �س2  + 5(

�س←2                               �س←2

		       = نهـــــا �س3 +  نهـــــا �س2 +  نهـــــا 5 		                 �س←2                     �س←2                     �س←2

5 + 4 + 8 =       		
 17 =       		

2( ق )2(	       = 32 + 22+ 5  
    5 + 4 + 8 =       		

		       = 17            ماذا تلاحظ؟

           فكر وناق�ش 
�أعط مثالًا يبين �أنَّ العبارة الآتية غير �صحيحة:

: نهـــــا ق)�س( = ل « » �إذا كان ق) �أ ( = ل	   ،    ف�إنَّ
�س←�أ

                                                             

			      2( نهــــــــا          1( نهــــــا  -    �س + 3
�س← -1                                                           

                		   		       �س←3   	  
3( نهــــــا )�س+1(     �س2 + 21       

      �س ←2
الحل

1( نهــــــا  -    �س + 3  =  نهـــــــا - 1 *  نهــــــا    �س + 3
�س← 3                                         �س← 3                        �س← 3

         

جد كًّال من النهايات الآتية:
�س2 + 5
�س4 + 1

: نهــــا ق)�س( = ق ) �أ ( �إذا كان ق اقتران كثير حدود ، ف�إنَّ
�س←�أ

                                              

 فكر وناق�ش
لماذا ر�سمت حلقة على منحنى الاقتران ق في ال�شكل )1-1(؟
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�س←3                      = -1 *    نهـــــا )�س + 3 (                                               نظريات النهايات
                          

6    -  =     6    * 1- =

 3 =  6
2   =  

نهـــــــا  )�س2 + 5(
 �س← -1

  �س← -1نهـــــــا )�س4 + 1(
�س2 + 5  =  

�س4 + 1 2(  نهـــــــا  
       �س← -1    

  

�إذا كان ق)�س( = 2�س  ،  هـ )�س( = �س3 + �س ، فجد كلًّا مما ي�أتي:
ق )�س(
هـ )�س( 2( نهـــــا  		 1( نهــــــا )ق)�س(  +  هـ )�س(   * �س(

						      �س←1     �س←-2
       

3( نهـــــا )    ق)�س(  + 3    هـ )�س(( + 15 
�س←1

          

جد كًّلا مما ي�أتي:
1( نهــــــا⏐�س2  -  4⏐                               2( نهـــــا⏐�س2  -  4⏐

�س←3
                                                                                                          

�س←3-
         

3( نهـــــا⏐�س2  -  4⏐                                4( نهــــــا⏐�س2  -  4⏐
�س←1

                                                                                                            
�س←2 

         

الحل
=  نهـــــــا )�س2 - 4(  =  9 - 4  =  5 �س←3-                                                                                       �س←3-1( نهــــــا⏐�س2  -  4⏐	

         

=  نهــــــا )�س2 - 4(   = 5 �س←3                                                                                         �س←3 2( نهـــــا⏐�س2  -  4⏐	
        

3

= نهـــــا )�س +1( * نهـــــا     �س2 +21  3( نهــــا )�س +1(     �س2 +21	
�س←2                                                                   �س←2                                �س←2

       
15  =  5  *  3   = 					   



22

2

�س←2-                                                �س←2-نهــــــا ق)�س( = نهــــــا )4 - �س2 ( = �صفرًا

وبما �أن نهـــــــا  ق)�س( = نهــــــا  ق)�س( = �صفرًا
                 �س←2-                                                   �س←2+

      ∴  نهـــــا⏐�س2  -  4⏐=  �صفرًا
            �س←2                                      

4( نهـــــا⏐�س2  -  4⏐ = نهـــــا ) 4 -  �س2( =  3
 �س←1                                                                          �س←1             

 

4
�س←4جد نهــــــا ]0.5 �س[

           

الحل
�أعد تعريف ] 0.5 �س[ دون ا�ستخدام رمز �أكبر عدد �صحيح في فترة تحوي العدد 4 

                            0     ،      0≥  �س   > 2
]0.5 �س[  =        1     ،      2≥  �س   > 4
                            2     ،       4≥  �س   > 6

جد كلًّا مما ي�أتي:
1( نهـــــا⏐�س  -  8⏐                         2( نهـــــــا⏐�س - 16⏐

�س←0                                                                                          �س←16
          
     

3( نهـــــا⏐�س2  - 16⏐
�س←4

         

3( لا بد من �إيجاد النهاية عن   يمين العدد 2 وي�ساره، )لماذا؟(
�س←2+                                                �س←2+نهــــــا ق)�س( = نهـــــــا )�س2 - 4( = �صفرًا
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قامت �سارة بحل المثال ال�سابق كما ي�أتي:
�س←4        نهــــا ]0.5 �س[  = ]0.5* 4[ = ]2[ =  2 

ناق�ش مع زملائك الأخطاء التي ارتكبتها �سارة في حلِّها للمثال.

بِّني �إذا كانت العبارات الآتية �صحيحة �أم لا، مبّررًا �إجابتك من خلال تقديم �أمثلة:
�س←�أ +1( نهــــــا ]�س [ = �أ   ، حيث �أ عدد �صحيح.

�س←�أ -2( نهــــــا ]�س [ = �أ – 1 ، حيث �أ عدد �صحيح .         
         

جد كًّال من النهايات الآتية:
2( نهـــــــــا ]4 - 2�س[ 				   1( نهـــــا ]�س - 2[

�س←1                                                                                                                                                   �س←1.5
         

4( نهــــــا ]0.25 �س [ 			  3( نهـــــــا ]�س + 1[
�س←0.1                                                                                                                                            �س←4

         

�إذا كان ق)�س( = ]2 -  �س [ ، ف�أجب عن كلٍّ مما ي�أتي:
1(جد قيم �أ التي تجعل نهـــــا ق)�س(  غير موجودة 

�س←�أ
2(جد قيم جـ التي تجعل نهــــــا ق)�س( = -1                                                      

�س←جـ
                                                         

لا بد من �إيجاد النهاية عن يمين العدد 4 وعن ي�ساره، )لماذا؟(
�س←4+                                                                                             �س←4-نهـــــــا ]0.5 �س[  =  2  ،   نهــــــا ]0.5 �س[  =  1 

              �س←4+                                                                  �س←4-بما �أن نهــــــا ]0.5 �س[  ≠   نهــــــا ]0.5 �س[  

∴ نهـــــا ]0.5 �س[  غير موجودة 
         �س←4

فكر وناق�ش

فكر وناق�ش
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ف    لاحظ �أنَّ الاقتران معرَّ
على الفترة ]4 ، ∞(   

انظر ال�شكل )13-1(.

ف على يمين العدد 4 		  ق معرَّ نهــــــا     �س – 4 =    4 - 4   = �صفرًا
   

�س←4+

ف على ي�سار العدد 4 		  ق غير معرَّ نهــــــا     �س – 4          غير موجودة
  

�س←4-

		  لماذا؟ ∴  نهــــــا     �س – 4   غير موجودة
  

           �س←4

ال�شكل )13-1(

�أعط مثالًا على اقتران مثل ق)�س( بحيث تكون  ق)1( معرفة، لكن
 �س←4نهــــــا ق)�س(  غير موجودة 

   

جد كًّال من النهايات الآتية:
1( نهــــــا    �س-  7                                            2( نهـــــا     �س - 7

�س←5
                                                                                                     

         �س←7

3( نهـــــا     �س2 -  25                                        4( نهـــــــا    �س2 - 25  
�س←-7

                                                                                                      
         �س←5

فكر وناق�ش

جد نهـــــا      �س – 4 
     

          �س←4

الحل
لابد من �إيجاد مجال الاقتران 

5
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�س←0-                                 �س←0-نهـــــــا ق)�س(  =   نهــــــــا    - �س   = 0                

بما �أن نهــــــا ق)�س( =  نهـــــــا ق)�س( =0
�س←0+                            �س←0-

                       
        �س←0            ∴ نهـــــا ق)�س( = �صفرًا 

ق)0( = �صفرًا

ال�شكل )1-14(انظر ال�شكل )1-14( الذي يبين منحنى الاقتران ق.

الحل
بما �أنَّ الاقتران ق يغير قاعدته عند  �س = 0 ، فلا بد من البحث في النهاية عن يمين العدد �صفر 

وعن ي�ساره 
نهـــــــا ق)�س(  = نهـــــــا | �س |   =  نهــــــــا �س  = 0       

 �س←0+                            �س←0+                            �س←0+

�إذا كان ق)�س( =  
  | �س - 2  |        ،           �س ≤2
  ] 6 - �س [        ،            �س >2

فجد نهـــــا ق)�س(
�س←2

             

6

�إذا كان ق)�س( =  
  | �س  |              ،           �س ≤0
،  فجد نهــــــا ق)�س(، ثم جد ق)0(.   - �س            ،          �س >0

             �س←0
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�إذا كان ق)�س( = ]�س + 5[  ، ل)�س( = ]4 -  �س[ ،  فجد كلًّا مما ي�أتي:
       �س←1                                                                                     �س←11( نهـــــا ق)�س(                                      2( نهـــــا ل)�س(

�س←31( نهـــــا )ق)�س( + ل)�س(( 
         

ماذا تلاحظ؟

تحدث �إلى زملائك عن ملاحظاتك التي تو�صلت �إليها من خلال حلك لتدريب )7(.
تـحدث
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1( �إذا كان ق)�س( = �س2 – �س – 6 ، ل)�س( = �س2 –2 �س – 3 ، فجد كلًّا مما ي�أتي:
�س←1�أ  ( نهــــــا )ق)�س( + ل)�س( (                     ب( نهـــــا ق)�س(×ل)�س(

                                                                                            
�س←1

                  
جـ( نهــــــا                                                   د  ( نهــــــا ) ل)�س((4

�س←2
                                                                                          

�س←1
                    

ل )�س(
ق )�س( �س←-1هـ( نهــــــا  3 1 – ل)�س(                             و  ( نهـــــــا 

                                                                                           
�س←2

          

2(�إذا كانت نهــــــا 2ع)�س( = 10 ، نهــــــا 3ل)�س( +1 = 7 ، فجد كلًّا مما ي�أتي:
�س←2

                                               
�س←2

�أ   ( نهــــــا )2ع)�س( + ل)�س( (                 ب( نهــــــا )ع3 )�س( – ل2 )�س((                              
�س←2

                                                                                          
�س←2

جـ( نهـــــــا                                                  د  ( نهــــــا )ع2 )�س( - ل2 )�س((                    
�س←2

                                                                                          
�س←2

                    

3( جد كلًّا مما ي�أتي:
�أ   ( نهــــــــا  | �س2 – 25 |                          ب( نهـــــــا | �س2 – 25 | 

�س←5-
                                                                                       

�س←5+
                    

جـ( نهــــــــا | �س – 2 |                          د  ( نهــــــا | �س2 – 64 |
�س←8

                                                                                      
�س←2-

                     

هـ ( نهـــــــا ]�س - 2[                                  و ( نهــــــا )�س ]�س[ + | �س |(
�س←1

                                                                                       
�س←-4

                    
ز  ( نهــــــا    5 - �س                                    ح( نهــــــا     1- �س2

�س←5-                                                                                        �س←1
                   

     ط ( نهـــــــا     �س2 +4�س+4
�س← -2

                  

  ل )�س(
ع )�س(

ل )�س(
ق )�س(
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8( معتمدًا ال�شكل)1-16(، الذي يمثل منحنيي الاقترانين ق،ع ،جد كلًّا مما ي�أتي:

 �أ  ( نهــــــا )ق)�س( + ع)�س((                                  ب( نهــــــا )ق)�س( ×ع)�س((
�س← 2

                                                                        
�س← 1

              

4( جد قيم جـ التي تجعل   نهـــــــا     6 – �س   غير موجودة.
     

�س←جـ
                                                              

5( �إذا كان ق)�س(= ]0.2�س[، فجد قيم جــ التي تجعل  نهـــــــا ]0.2�س[ = -1
�س←جـ

                                              
                                  

            
6( �إذا كان ق)�س( = 

وكانت نهــــــا ق)�س( موجودة ، فجد قيمة الثابت �أ.
�س←3

                   
7( معتمدًا ال�شكل )1-15 ( الذي يمثل منحنى الاقتران ل، جد كلًّا مما ي�أتي:

�س← 2�أ  (نهــــــا ل)3 �س – 3 (
           

�س← 2ب( نهـــــا )�س +ل )�س((
             

    �س2 - 4 �أ       ،           �س ≤3
  ] 6 - �س [       ،           �س >3

ال�شكل )15-1(

ال�شكل )16-1(
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جـ(  نهــــــا ) 2 ق) �س-1(  + ع)�س((
�س← 1

              
9( �إذا كان ق كثير حدود يمر بالنقطة )-3 ،4 (، وكانت نهــــــــا )�س - ل)�س(( = -10 

�س←-3
فجد نهـــــــا ) ق2 )�س( - 2 ل)�س((                                                                                                                                   

�س←-3
               

10( �إذا كان ع كثير حدود باقي ق�سمته على )�س-2( ي�ساوي5 ، فجد
  نهـــــــا )3ع)�س( + 4 �س2 (

�س← 2
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�س3 - 8
ال�شكل) 1-17( يمثل منحنى ق)�س( =  �س - 2

جد كلًّا مما ي�أتي:
1( نهــــــا ق)�س( بيانيًّا.

�س← 2
      

2( نهــــــا ق)�س( جبريًّا.
�س← 2

نهايات اقترانات ك�سرية 
Limits of Fractional Functions ثالثًا  

�إيجاد نهاية اقتران عند نقطة جبريًّا با�ستخدام نظريات النهايات،  تعلمت في الدر�س ال�سابق 
وفي هذا الدر�س �ستتعلم �إيجاد نهاية اقترانات ك�سرية.

حة بداية الدر�س، لا ن�ستطيع ا�ستخدام النظرية الخا�صة بح�ساب  ولإيجاد نهـــــــا ق)�س( في الم��سألة المو�ضّ
                �س← 2

نهاية خارج ق�سمة اقترانين )لماذا؟(
المقام عند  للتخل�ص من الح�صول على �صفر في   )2 – الب�سط لمحاولة اخت�صار المقدار )�س  حلِّل 

تطبيق نظرية )2( فرع )4(، كما ي�أتي:

)�س -2( )�س2  + 2�س+4(                                            لماذا؟
�س3 - 8  = نهـــــــا        )�س - 2(

نهـــــــا  �س - 2
�س← 2

                  
�س← 2        

 
نهـــــــا  ) �س2 + 2 �س +4 ( = 12 

�س ← 2

هل يمكنك التحقق من �صحة الحل؟ كيف؟

ال�شكل )17-1(

فكر وناق�ش
لماذا يمكن اخت�صار المقدار)�س -2( في الب�سط مع المقدار)�س -2( في المقام عند �إيجاد النهاية؟
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�س2 
�س -1 جد نهــــــا  

       
        �س ← 1

الحل
لاحظ �أنَّ نهـــــــا )�س-1( = �صفرًا

       
                 �س ← 1

وعليه لا يمكن  ا�ستخدام النظرية الخا�صة بح�ساب نهاية 
خارج ق�سمة اقترانين )لماذا؟(

المقدار  من  للتخل�ص  اخت�صار  �إجراء  �أي�ضا  يمكن  ولا 
)�س-1(, لماذا؟

1

�إذا كانت نهـــــا ق)�س( = ل ، حيث ل عدد حقيقي ، ل ≠0 ، نهـــــا هـ )�س( = �صفرًا ،
		 �س←�أ  					    �س ←�أ

               
ق)�س(     غير موجودة

هـ )�س(  ف�إنَّ نهـــــا 
           �س ←�أ

نتيجة

جد كًّال من النهايات الآتية:
�س2 + 1
�س - 3  2( نهــــــــا   		    �س2 + 3�س -10 

�س + 5  1(نهــــــــا 
				                    �س← 3   �س ←-5

     

ال�شكل )18-1(

�س2 
�س -1 بالا�ستعانة بال�شكل )1-18( تحدث لزملائك عن �سلوك منحنى الاقتران ق)�س( = 

عندما تقترب قيم �س من العدد 1 من جهتي اليمين والي�سار.

تـحدث

وبالتالي ف�إنَّ النهاية هنا غير موجودة.
�س2 

�س -1 انظر ال�شكل )1-18( الذي يمثل منحنى الاقتران ق)�س( = 
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 +  -4 +  �س1
1
4

�س            �س ← 0جد نهــــــا
الحل

لا ن�ستطيع تطبيق نظرية حا�صل ق�سمة اقترانين لإيجاد النهاية، لماذا؟
ويمكن تب�سيط المقدار من خلال توحيد المقامات كما ي�أتي:

-4 + �س + 4 
4 )-4 + �س ( * �س       = نهــــــا 

 + -4 + �س1
1
4

�س    نهــــــا    
 �س← 0                                                        �س← 0

�س  
4 )-4 + �س ( * �س     �س← 0                                            = نهــــــا 

                                                 1
                                                       �س← 0                                            = نهــــــا 4)-4 + �س(    

1-
16  =                                            

  �س + 6 - 3  
�س - 3           �س← 3جد نهــــــا 

الحل
لا ن�ستطيع تطبيق نظرية حا�صل ق�سمة اقترانين، لماذا؟

يمكن تب�سيط المقدار من خلال ال�ضرب بمرافق الب�سط كما ي�أتي:
  �س + 6 + 3 
  �س + 6 - 3 *   �س + 6 + 3

�س - 3  �س← 3نهــــــا 

�س + 6 - 9  
)�س - 3()   �س + 6 + 3(

      �س← 3= نهــــــا 

  �س - 3  
)�س- 3()  �س+ 6  +3(

      �س← 3= نهــــــا 

1 
6   =  1  

  �س + 6 + 3 
      �س← 3= نهــــــا 

2

3



33

الحل
1( لا ن�ستطيع تطبيق نظرية حا�صل ق�سمة اقترانين لإيجاد النهاية، لماذا؟

في هذه الحالة لابد من �إيجاد مجال المقدار     )لماذا؟(
مجال الب�سط هو: الفترة ] 5 ، ∞( ، والفترة )- ∞ ، -5[    

مجال المقام هو: الفترة ] 5 ، ∞( 
عَ رمز الفترة المفتوحة عند العدد 5 ؟( �إذن مجال المقدار هو: الفترة ) 5 ، ∞(           ) لماذا وُ�ضِ

 انظر ال�شكل)19-1(

مجال )�س2 - 25( 

مجال )�س- 5(

4

جد كًّال من النهايات الآتية:
  �س2 - 25  

�س - 5    �س2 - 25                                2( نهــــــا 
�س - 5  1( نهــــــــا 

         �س← 5+                                                                                               �س← 5

جد كًّال من النهايات الآتية:
     

) 1 
( ) �س2 - 25  2

 5  - 2
�س         �س←15( نهـــــا )

�س - 2
2( نهـــــا   �س + 34  - 6 

       �س←2

   �س2 + 1  -    1 -2�س2
�س2 3( نهـــــا  

       �س← 0

ال�شكل )19-1(
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المقدار                         نهاية  �إيجاد  يمكن  لذا  5؛  العدد  يمين  على  معرفان  والمقام   الب�سط  من  كًّال  �أنًّ  لاحظ 
عن يمين العدد 5 فقط 

 �س2  - 25
�س - 5           �س← 5+�إذن  نهـــــــا  

�س2  - 25                                       
�س - 5  = نهـــــــا   

     �س← 5+

)�س+ 5( )�س- 5( =    10
�س - 5       �س← 5+= نهــــــــا    

  �س2  - 25     غير موجودة، لماذا؟
�س - 5  2( نهـــــــا  

       �س← 5 

انظر ال�شكل )1-20( الذي يبين منحنى الاقتران
  �س2  - 25

�س - 5  ال�شكل )1-20(ق)�س( =    

تذكر
�إذا كانت �س <0 ، �ص <0

: ف�إنَّ
�س    

�ص     =    
�س    

�ص

  �س2 - 25      غير موجودة؟
�س - 5                                                                             �س← 5 1( بالا�ستعانة بال�شكل )1-20( فـ�ّرس لماذا    نهــــــــا  

   �س2 - 25    كما ي�أتي:
�س - 5                                  �س← 5- 2( �أوجد عبدالله نهــــــــا 

    �س2 - 25
�س - 5      �س2 - 25  =   نهــــــــا  

�س - 5  نهـــــــا  
�س← 5-                                                �س← 5-

)�س+5( )�س-5(    =     10
�س - 5         �س← 5-= نهــــــــا   

اكت�شف الخط�أ في حلّه ثم اكتب ال�صواب.

فكر وناق�ش
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جد كًّال من النهايات الآتية:
   �س2  - 4

 �س - 2 
   �س2  - 4                                        2( نهـــــــا   

 �س - 2 
1( نهـــــــا   

       �س← 2+                                                                             �س← 2

5

�س4  - 2�س2  + 1 
�س3   -1  جد نهـــــــا  

        �س← 1 

الحل
ح�سب نظرية العامل ف�إنَّ المقدار)�س – 1( عاملٌ من عوامل الب�سط ، و عاملٌ من عوامل المقام ، 

يمكن تحليل الب�سط با�ستخدام الق�سمة الطويلة �أو الق�سمة التركيبية كما ي�أتي: 
�س4      �س3         �س2     �س      �س0
1 	0 	2- 	0 	1
1-    1-      1            1
0 	1- 	1- 	1 	1

�إذن، �س4 – 2 �س2 + 1 = )�س-1( ) �س3 + �س2 – �س- 1(

�س4 - 2�س2 + 1 
�س3 - 1     ومنه نهــــــا   

          �س←1

)�س-1( )�س3 + �س2 - �س - 1(                                                  
)�س-1( )�س2 + �س +1(  = نهـــــــا        

       �س← 1

 )�س3 + �س2 - �س - 1(                                                  
=  نهــــــا        )�س2 + �س + 1( 

      �س← 1
= �صفرًا          )لماذا؟(

1
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�س2 + 4�س + 4
�س  +2          �س←-2 جد نهـــــــا  

الحل
�س2 + 4�س + 4  

�س  +2  نهــــــا 
  

�س←-2

 
|�س + 2|  

�س  + 2    =  نهـــــــا 
)�س + 2(2

�س  + 2  = نهـــــــا  
       �س←-2                                               �س←-2

6

3    �س  - 2

جد نهـــــــا     �س - 8 
           �س←8

الحل
ا�ضرب كًّال من الب�سط والمقام بالمقدار ) 3  �س2  +  2 3   �س  +  4 ( 

3    �س  - 2

∴ نهـــــا     �س - 8 
�س←8

         
3    �س2  + 2 3    �س  + 4

3   �س2  + 2 3    �س  + 4 3    �س  - 2 ×  

      �س←8= نهـــــــا     �س - 8 

  �س  - 8 

 )�س - 8()   3   �س2  + 2 3   �س  + 4(
= نهـــــــا  

      �س←8

1 

12   =  1 

4+4+4 =

)حُلَّ المثال)6( بطريقة �أخرى من خلال فر�ض  3   �س  = �ص (

3 �س + 1  - 2

�س  -7  جد نهــــــا  
        �س←7

�أ3 –  ب3 = )�أ - ب()�أ2 + �أب + ب2 (
�أ3  + ب3 = )�أ + ب()�أ2 - �أب + ب2 (

تذكر

7

ر تذكَّ
      �س2      = |�س|
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لا بد من �إيجاد النهاية عن يمين العدد -2 وعن ي�ساره،  لماذا؟

|�س + 2 |                                       
�س  + 2  �س←-2+                                  نهــــــــا    

�س + 2 =   1
�س  + 2  =  نهــــــــا 

       
             �س←-2+

| �س + 2 | 
�س  + 2    نهــــــــا 

�س←-2- 

- �س - 2 =  -1                                   
�س  + 2                    �س←-2-                                                = نهــــــــا 

|�س + 2 |   غير موجودة 
�س  + 2    �إذن نهــــــــا

        �س←-2 

. 
|�س + 2|
�س  + 2   انظر ال�شكل )1-21( الذي يمثل منحنى الاقتران ق)�س( =   

|�س + 2 |  غير موجودة؟
�س  + 2  ادر�س ال�شكل )1-21( ثم ف�ّرس لماذا نهـــــــا 

                                                              �س←-2

ال�شكل )21-1(

فكر وناق�ش
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1( جد كًّال من النهايات الآتية:

3    �س  - 2 

�س4 -   
2

)�س + 1(2  - 81                          ب( نهــــــا   
)�س-8(   �أ   ( نهـــــــا 

         �س←8                                                                                                      �س←8

5 - |3�س+1 |
(             د  ( نهـــــــا  �س3 + 8    1

  4  - 1
)2 + �س(2   ( 1

جـ( نهــــــا   �س  
       

               �س←0                                                                                                     �س←-2

 �س2 - 10�س + 25
�س  - 5    6 - �س    �س+ 1                           و  ( نهــــــا  

9 - 3 �س هـ( نهــــــا  
                  �س←3                                                                                                      �س←5

 �س3 + 3�س - 4
�س2  - 1   �س2 - 1                                       ح  ( نهــــــا      

�س  - 1  ز  ( نهــــــا     
                    �س←1                                                                                                     �س←1

2�س-]2�س[
   �س2 - 49                                       ي ( نهــــــا   4�س2 - 25   

ط ( نهــــــا       �س  - 7  
                    �س←7+                                                                                                   �س←2.5

 1 + �س2   -     1 - �س2     
�س2    ك ( نهـــــا    

                    �س←0

 ق)�س(  +   5  = 4 ،
�س  -3     2( �إذا كان ق كثير حدود، وكانت   نهــــــا  

                                                                                     �س←3

نهـــــــا ) ق)�س( – 2�س + 3 ب ( = 7 ، فجد قيمة الثابت ب.
          �س←3
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3( �إذا كان ق)�س( = 

وكانت   نهـــــا  ق)�س(  موجودة،  فجد قيمة الثابت جـ.
                       �س←3

 �أ�س2 + 2ب �س + 2  =  1 ، فجد قيمة كلٍّ من الثابتين �أ ، ب.
�س   -1  4( �إذا كانت   نهــــــا  

                          �س←1

 )64(�س - 8�س 
1 - 8�س                 �س←50( جد  نهـــــا   

6( �إذا كان   ل)�س(  =   

فجد قيمة الثابت ع التي تجعل   نهــــــا ل)�س(   موجودة.
                                                              �س←ع

 �س2 + 5
�س2 - 5�س + 6   7( �إذا كان ق)�س( = 

فجد قيم �أ التي تجعل نهـــــــا ق)�س( غير موجودة.
                                           �س ← �أ

3
  2  �س2 + 2�س - 3  + ب = 

ق)�س( - 6    ق)�س( - 6 = 8 ،وكانت نهـــــا 
�س -1  8( �إذا كانت نهــــــا 

                       �س←1                                                                       �س←1

     فجد قيمة الثابت ب.

   ،   1 

2 هـ )�س( + 5 = 
�س 9( �إذا كان هـ كثير حدود, وكانت نهــــــا 

                                                             �س←0
نهـــــا ) هـ )�س( - 5 + 3 جـ ( =2 ، فجد قيمة الثابت جـ.

       �س←0

 3 - �س     ،   �س ≤3
| �س - 3 |  

جـ �س2 - 4      ،   �س >3

 �س3 - 27    ،   �س ≤ ع
2�س2+ 6�س + 18    

 �س  + 5                      ،   �س > ع
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نهايات اقترانات مثلثية رابعًا  
Limits of Trigonometric Functions

معتمدًا ال�شكل ) 1-22( الذي يمثل منحنى
جــا�س 

�س ق)�س( = 
      �س←0ما نهــــــا ق)�س(؟

تعلمت �سابقًا �إيجاد نهايات اقترانات ك�سرية، وفي هذا الدر�س �ستتعلم �إيجاد نهايات اقترانات 
مثلثية.

 ادر�س ال�شكل )1-23( ، ثم �أجب عما يليه:

   = π 1( نهــــــا جا�س =                             2( جا
π←س�       

 = π 3( نهــــــا جتا�س =                           4( جتا
π←س�         

         �س←50( نهـــــا ظـا �س =                            6( ظا 0  = 

     ماذا تلاحظ؟

ال�شكل )23-1(

ال�شكل )22-1(
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1( نهــــــا جا�س =   جا �أ                           
       �س← �أ

2( نهــــــا جتا�س= جتا �أ                           
            �س← �أ

 ن π، ن= 1، 3 ، 5 ، 000{

2 3( نهـــــا ظا�س =  ظا �أ  ، �أ  ح -  } 
         �س← �أ

جد  نهــــــا ) جا�س + جتا�س (
          �س←0

الحل
= نهـــــا جا �س + نهـــــا جتا�س     )نظريات النهايات( نهــــــا ) جا�س + جتا�س (	

 �س←0                                            �س←0                  �س←0

 1 = 1 + 0 = 				  

1

ر�أ�س  �أنَّ  لاحظ  الوحدة،  دائرة  يمثل   )24-1( ال�شكل 
الدائرة،  مركز  على  يقع  القيا�سي  الو�ضع  في  �س  الزاوية 
وطول القو�س)ل( المقابل لها يمثل قيا�سها بالتقدير الدائري 
انتهائها  �ضلع  تقاطع  لنقطة  ال�صادي  والإحداثي  )لماذا؟(، 
مع الدائرة يمثل جا�س )لماذا؟(، كلما �صغر قيا�س الزاوية �س 

: ف�إنَّ طول القو�س)ل( ≈ طول العمود �أي �أنَّ
: �س ≈ جا�س، وبذلك ف�إنَّ 				  

جــا�س  = 1
�س نهـــــــا 

  �س←0

ال�شكل )24-1(

جــا�س
�س بالا�ستعانة بال�شكل)1-22( تحدث �إلى زملائك عن �سلوك منحنى ق)�س( = 

عندما تقترب قيم �س من العدد �صفرمن جهة اليمين ومن جهة الي�سار.

تـحدث

من خلال �إجابتك عما �سبق يمكن التو�صل �إلى ما ي�أتي:
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نظرية

جد كًّال من النهايات الآتية:
ظـا�س

�س 			          2( نهــــــا   جــا3�س
5�س 1( نهــــــا 

			   	                                         �س←0         �س←0 
      

الحل
�ص   ، وعندما �س ← 0 ، ف�إنَّ �ص ←0  ، ومنه:

3 1( افر�ض �أنَّ 3 �س = �ص ،  �إذن �س = 

جـا�ص   
3   نهـــــا  �ص

 5 جــا�ص =  
�ص
3

 
*5

= نهــــــا  جــا3�س	
5�س      نهــــــا  

             �س←0                               �ص ←0                                       �ص ←0

        3
 5  =1 ×  3

 5  = 				  
حل �آخر 

3�س     
5�س  جــا3�س * 

3�س جــا3�س  = نهــــــا 
5�س        �س←0                           �س ←0                                      نهــــا  

     3
 5  = 3

5 جــا3�س  *  
3�س        �س←0                                                            نهـــــا  

ظـا�س  
�س       �س ←0                                                  2( نهــــا 

  
 جا �س 
جـتا�س

�س      �س←0= نهـــــا 
   

1=
   1

جتا�س جــا�س  *  نهـــــا 
�س      �س←0                      �س←0= نهــــا 

2

جــا�س = 1 ، حيث �س زاوية بالتقدير الدائري.
�س نهـــــا 

 �س←0

�س = 1 ، حيث �س زاوية بالتقدير الدائري.
جــا�س نهــــــا 

  �س←0

في هذا الكتاب، �سنعتمد قيا�س الزوايا بالتقدير الدائري، مالم يذُكر غير ذلك.
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نـتيجة

3�س  
جــا�س          �س ←0                                        جد  نهــــــا  

الحل

 3 =  
3

جـا�س
�س

�س←0نهـــــا  
نهـــــا   

�س←0
  =   3

 جـا�س 
�س

3�س  = نهــــــا  
جــا�س  �س ←0                            �س ←0                                       نهــــــا  

ظــا�س  = 1  
�س              �س ←0                          1( نهــــــا  

�أ  ، حيث �أ ، ب �أعداد حقيقية ، ب ≠    �صفرًا 
ب  جــا �أ�س   = 

ب �س        �س ←0 2( نهــــــا  

3

اكت�شف الخط�أ في ما ي�أتي، واكتب ال�صواب:
4
5 جــا4�س  =  

5�س نهـــــا 
π←س�

جد كًّال من النهايات الآتية:
)π -جـا)�س

)π -س�(
جـا7�س                                   2( نهـــــــا  

3 �س
1( نهـــــا 

π ← س ←0                                                                 �س�       

جا| �س |
�س 9�س                                  4( نهــــــا  

ظـا�س
3π( نهـــــا  

2  �س ←0                                                                 �س ←
     

من خلال درا�ستك مثال)2( ماذا تتوقع �أن تكون قيمة كلٍّ مما ي�أتي:
�س        

ظا �أ�س جــا �أ�س                        2( نهـــــا  
ب �س         �س ←0                                                    �س ←0     1(  نهـــــا

فكر وناق�ش

فكر وناق�ش
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�س - جــا 3�س + ظا 5�س  
3�س  - ظا2�س          �س ←0                                        جد  نهــــــا  

5
1 - جتا 2 �س

3�س2
جد  نهــــــا 

         �س ←0

الحل
لا ن�ستطيع ا�ستخدام نظريات النهايات ، لماذا؟           

1 - )1- 2جا2 �س(                 ) جتا2�س= ا - 2 جا2�س(
3�س2

1 - جتا 2 �س =  نهــــــا   
3�س2 

نهــــــا  
�س ←0                                       �س ←0

 جا �س
 �س   

 جا �س × نهــــــا 
2 × نهــــــا   �س   

3 2جا2 �س = 
3�س2       �س ←0                                           �س ←0                       �س ←0= نهــــــا 

                   2
3   = 1 * 1 × 2

3   =

4

�س جــا �س - ظا 5�س  
جــا4�س - 2�س          �س ←0                                        جد  نهــــــا  

الحل           
 بق�سمة حدود المقدار على �س ، حيث �س ←0  تت�ضمن �س ≠ �صفرًا فتكون:

نهــــــا                                                  = نهــــــا   
�س ←0                                                               �س ←0

=                                                                                                                      )نظريات النهايات(
    

5  
2  - = 5 - 0

2 - 4  =

نهـــــا  جا �س - نهــــــا  ظا 5 �س    
�س�س ←0                    �س ←0

                                                 

�س جـا �س
�س

ظا 5�س
�س -

جـا4�س
�س

2�س
�س جـا4�س-

2�س -

ظا 5�س
�س - جـا �س

نهــــــا  جا 4 �س - نهـــــــا  2   
�س �س ←0                         �س ←0
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جتا 6 �س - جتا 4 �س
�س2         �س←0جد نهـــــا 

الحل
لا ن�ستطيع ا�ستخدام نظريات النهايات، لماذا؟

با�ستخدام القانون:
: �س - �ص( تجد �أنَّ

2 �س + �ص ( جا)
2 جتا�س – جتا�ص= -2 جا)

-2جا 5�س  جا �س
�س2 جتا 6�س - جتا 4�س  = نهـــــا  

�س2 نهــــــا 
�س←0                                                      �س←0

جا�س 
�س جا 5 �س  × نهـــــــا 

�س =  -2 نهـــــــا  
             �س←0                             �س←0

1  ×  5  ×  2-  =
 10-  =

6

جتا0 - جتا2�س
3�س2  1 - جتا 2 �س =   

3�س2  �إر�شاد : 

ناق�ش مع زملائك طريقة �أخرى ثالثة لحل مثال )5(
فكر وناق�ش

حُلَّ مثال )5( بطريقة �أخرى

حا 8�س + جا 4 �س 
�س 2( نهــــــا   

      �س←0
1 - جتا �س 

�س2 1( نهــــــا       
       �س←0

جد كلًّا مما ي�أتي:
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7

الحل
لا ن�ستطيع ا�ستخدام نظريات النهايات. )لماذا(

بال�ضرب بمرافق المقدار جا�س – جتا�س 

جا�س + جتا�س
جا�س + جتا�س

جا�س - جتا�س  × 
 π - س� جا�س  -  جتا�س  = نهــــــــا 

π  -  س� نهــــــــا 
π π                                          �س←   �س← 

جا2�س - جتا2�س
)�س - π( )حا�س+ جتا�س( =  نهــــــــا 

π         �س← 

- جتا2�س                                      )جتا2�س=جتا2�س – جا2�س(
)�س - π( )حا�س+ جتا�س( =  نهــــــــا  

π         �س← 

)جتا�س=جا) π  - �س ((
                                          

- جا)π  - 2�س(        
)�س - π( )جا�س+ جتا�س( =  نهـــــــا  

π         �س← 

-جاπ (2 - �س(                                               �إخراج 2 عامًال م�شتركًا
)�س - π ( )جا�س+ جتا�س( =  نهـــــــا  

π       �س← 

1
)جا �س+ جتا�س( -جاπ(2  - �س( * نهــــــا   

π - س� =  نهـــــــا  
π π                                         �س←         �س← 

2    = 2
   2     *2 =

4

4

4

4
2

4

4

4   

2   

4

4

جد  نهـــــــا  
         �س←

4

جا�س  -  جتا�س
π  -  س� π

جد كلًّا مما ي�أتي:
 جتا π �س 
�س - 1  جتا �س                                2(  نهــــــا 

 π - س� 1(  نهــــــــا 
π                                                             �س←1         �س← 

      
2

2
2
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1- جتا 6�س                      14(  نهـــــا  3�س)ظتا 2�س + قتا 3�س(
جتا 8�س - 1 13(  نهـــــا  

           �س←0                                                                       �س←0

   π س جـا� 
�س - 1  ظتا �س                               16(  نهــــــا 

15(  نهـــــــا    π - 2�س
               �س← π                                                                    �س←1

جد النهاية المطلوبة في كلٍّ من التمارين من )1( �إلى )21( :
�س + ظا2�س -  جا �س 

�س 2(  نهـــــا 
حا 8�س                                                     

1(  نهـــــا        6�س
        �س←0                                                                                                 �س←0

3(  نهـــــا )قا�س + ظا 5�س(                             4(  نهـــــا )7 �س3 ظتا2 )2�س( قتــــا )5�س((
        �س←0                                                                                                 �س←0

1 - جتا�س                                      
�س جا �س 1+ جتا 4�س - 2جتا2�س               6(  نهـــــا  

�س2 5(  نهــــــا
        �س←0                                                                                                    �س←0

ظا �س - جا �س 
�س جتا�س                                       8(  نهـــــا  

π - 2�س 7(  نهــــــا 
          �س←0                                                                                                   �س←0

قا)2�س( -1 
�س2  1 - جا �س                               10( نهـــــا 

9(  نهـــــــا    ) π -2�س(2
        �س← π                                                                                                  �س←0

حتا2�س - جـا2 �س              
 π - س� 2�س2 +  �س ظا2�س                  12(  نهـــــــا  

جا 2�س
11(  نهـــــا 

π                �س←0                                                                                                �س← 
4

�س
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2�س - جا �س 
  1- جتا 2�س

جا ) �س + 4(                        18(  نهـــــا 
�س2- 16 17(  نهــــــا   

          �س←-4                                                                                           �س←0
 

�س - 2 
 جـا �س                              20(  نهـــــا  ظاπ �س 

π  -  س� 19(  نهـــــــا  
           �س←π 3                                                                                �س←2

�س - �ص ( 
2 ( جتا) �س + �ص 

2 جا �س + حا �أ    )�إر�شاد: جا�س + جا �ص= 2 جا)
�س + �أ 21(  نهـــــــا  

               �س← -�أ

 ظا 3 �س  = 6 فجد قيمة كل من الثابتين �أ ، ب .
ب �س - �س  جـا �أ �س = نهـــــا  

2�س  22(  �إذا كانت نهــــا 
                           �س←0                           �س ←0

3

جا )π 2 - 2 �س(    ،  فجد نهــــــا ق)�س(
-5�س   23( �إذا كان ق)�س( =  

                                                                                             �س←0
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Continuity

الاتصال  

  تتعرف ات�صال اقتران عند نقطة وعلى فترة.
  تبحث في ات�صال اقتران عند نقطة وعلى فترة.

الفصل الثاني

الات�صال عند نقطة
Continuity at a point أولًا  

Continuity

 ال�شكل )25-1(

معتمدًا ال�شكل )1-25( �أجب عن الأ�سئلة التي تليه:



50

تعميم

1(  نهـــــا ق)�س( = ...................... ، ق)2( = ...............................
        �س←2

        �س←2 2(  نهـــــا ل)�س( = ......................  ، ل)2( = ...............................

3(  نهـــــا ع)�س( = .....................  ، ع)2( =................................
        �س←2

4(  نهـــــا ك)�س( =...................... ،  ك)2( =................................
        �س←2

يكون الاقتران ق مت�لاص عند �س= �أ ، �إذا حقق ال�شروط الآتية:
ف عند �س= �أ ، �أي �أنَّ ق) �أ ( موجودة كعدد حقيقي. 1(  ق معرَّ

2(  نهــــــا ق)�س( موجودة.
          �س←�أ

3(  نهـــــا ق)�س( = ق) �أ (  
          �س←�أ

تحدث بلغتك الخا�صة عن �شروط ات�صال اقتران عند نقطة.
فكر وناق�ش

ماذا تلاحظ؟ �أيُّ الاقترانات كان منحناه  غير منقطع )مت�صل( على فترة مفتوحة تحوي العدد 2؟
في مثل هذه الحالة نقول �إنَّ الاقتران ك اقتران مت�صل عند �س = 2 ،   بينما نقول �إنَّ كًّال من الاقترانات 

ق ، ل،  ع غير متّ�صل )منف�صل( عند �س=2 
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الحل
�س1 = -4 ،    لأن نهــــــا ق)�س( غير موجودة.

                                            �س←-4

�س2 =    2 ،    لأن نهـــــا ق)�س( غير موجودة.
                                            �س←2

�س3 =   4 ،    لأن ق غير معرف عند �س= 4 

معتمدًا ال�شكل )1-26( الذي يمثل منحنى الاقتران ق، ما قيم �س التي يكون عندها ق اقترانًا غير 
مت�صل، مع ذكر ال�سبب  ؟

ال�شكل )26-1(

1

�إذا كان ق)�س( =                                                   ،  فابحث في ات�صال الاقتران ق عند �س = 2 
 

الحل
1(   ق)�س( معرف عند �س= 2 ، ق)2( = -4 

2(   ابحث في نهاية ق عن  يمين العدد 2 وي�ساره، لماذا؟
  �س←2+                             �س←2+ نهــــــا ق)�س( = نهـــــــا )�س - 6(  = -4 

�س2 - 4    =  - نهـــــــا )�س + 2 ( = -4 
  �س←2-                           �س←2-                                         �س←2- نهــــــا ق)�س( = نهـــــــا   2- �س

2

 �س2 - 4     ،   �س >2
 2 -  �س 

  �س  - 6         ،   �س ≤2
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                         �س←2+                            �س←2- بما �أنَّ نهـــــــا ق)�س( = نهـــــــا ق)�س(  = -4 

∴ نهــــــا ق)�س( موجودة  وت�ساوي ق)2(
               �س←2

∴ ق مت�صل عند �س= 2 

| �س - 4|         ،     �س ≠ -4                    
�س + 4 �إذا كان ق)�س(  =   

فابحث في ات�صال ق عند �س= 4 

3

�إذا كان ق)�س( = ] 0.5�س - 4[ ، فابحث في ات�صال الاقتران ق عند �س= 7 
الحل

�أعد تعريف الاقتران ق دون كتابة رمز �أكبر عدد �صحيح في فترة تحوي العدد 7 مثل ]6، 10(:

ابحث في �شروط الات�صال عند �س = 7 
:  ق)7( = -1  ق معرف  عند �س= 7     ،  حيث �إنَّ

 �س←7+                           �س←7-نهــــــا ق)�س( = نهـــــــا ق)�س(= -1     لماذا؟

بما �أنَّ نهــــــا ق)�س( = ق)7( 
              �س←7

∴ ق)�س( مت�صل عند �س = 7 

ق)�س(=    
  -1               ،   6  ≥ �س > 8

  �صفر            ،   8 ≥ �س >10
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1( �إذا كان ق)�س( = ] �س[ ، فما مجموعة قيم �س التي يكون عندها ق اقترانًا غير مت�صل؟
2( اقترح قاعدة لاقتران �أكبر عدد �صحيح بحيث يكون مت�صلا عند �س= 1 ، وغير مت�صل عند

      �س = 2  

4

�إذا كان ق)�س( =    
�أ �س3 - ب �س+1              ،    �س >1
          5                            ،    �س = 1

�س2 –)�أ + ب(�س + 2      ،     �س  < 1 

مت�ًالص عند �س = 1 فجد قيمة كلٍّ من الثابتين �أ ، ب 	
الحل

بما �أنَّ ق مت�صل عند �س= 1 �إذن:
             �س←1-1(  نهـــــــا )�أ �س3 - ب �س +1( = ق)1(

 �أ - ب + 1 = 5 ............................................      1
              �س←1+2(   نهــــــــا )�س2 - )�أ + ب( �س+ 2 ( = 5

1 – )�أ + ب ( + 2 = 5 ....................................  2
بتب�سيط المعادلتين  1 ،  2  ينتج:

�أ – ب = 4    ،    �أ  + ب = -2    
وبحلهما ينتج  �أ = 1     ،   ب = -3 

 

�إذا كان ق)�س( =    
،   �س >  3 			  �أ �س2 + ب
،   �س =  3 			  6        

،   �س <  3  			  �أ �س  - 2 ب
مت�ًالص عند �س = 3 ، فجد قيمة كلٍّ من الثابتين �أ ، ب 
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)Continuity Theorems(  نظريات الات�صال

 �إذا كان ق اقتران كثير حدود ف�إنَّ ق مت�صل على ح.
 

: �إذا كان ق ، ل اقترانين مت�صلين عند �س= �أ ، ف�إنَّ
1( الاقتران ق + ل مت�صل عند �س =  �أ
2( الاقتران ق - ل مت�صل عند �س =  �أ 

3( الاقتران ق × ل مت�صل عند �س =  �أ       
ق   مت�صل عند �س =  �أ  ، ل) �أ ( ≠ �صفرًا.

ل   4( الاقتران  
ق  غير مت�صل عند �س =  �أ ، �إذا كانت ل) �أ ( = �صفرًا.

ل     )5

�إذا كان ق اقترانًا مت�ًالص عند �س= �أ ، ق)�س(≤0 ، في فترة مفتوحة تحتوي �أ ، ف�إنَّ الاقتران  
هـ )�س( =   ق)�س(   اقتران مت�صل عند �س = �أ

نظرية)2(

نظرية)3(

المطلوب: �إثبات �أنَّ الاقتران ق + ل  مت�صل عند �س = �أ
البرهان:

افر�ض �أنَّ هـ = ق + ل 
هـ ) �أ ( = ق ) �أ ( + ل ) �أ (           من تعريف الاقتران هـ.

: وحيث �إنَّ ق، ل اقترانان مت�صلان عند �س = �أ  ف�إنَّ
نهــــا هـ )�س( =  نهــــا ق )�س(  + نهــــا ل)�س( 

 �س←�أ                             �س←�أ                               �س←�أ

                       = ق ) �أ (  +  ل ) �أ ( 
وعليه ف�إنَّ الاقتران هـ مت�صل عند �س=  �أ

برهان نظرية )2( فرع )1(
المعطيات: الاقترانان ق، ل مت�صلان عند �س = �أ

نظرية)1(
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برهن الفروع:2، 3، 4 من نظرية )2(

اكت�شف الخط�أ في العبارات الآتية، ثم اكتب ال�صواب:
نتج عن جمع  ؛ لأنه  ]�س[، غير مت�صل عند �س =0  ] �س + 1[ +  1( الاقتران ل)�س( = 

الاقتران  ]�س + 1[ ، والاقتران ]�س[  و كلاهما غير مت�صل عند �س= 0 
2( �إذا كان ق)�س( = �س – 1 اقترانًا مت�ًالص عند �س= 1 ، ف�إنَّ     ق)�س(   هو اقتران مت�صل 

عند �س = 1 .

5

�إذا كان ق)�س(  =                                                 ، ع)�س(  =  
   

�س2 + 4      ،   �س >2
�س  + 6       ،  �س  ≤ 2 

�س3 - 2     ،   �س >2
3 �س           ،   �س  ≤ 2 

فابحث في ات�صال الاقتران )ق + ع( عند �س = 2 

فكر وناق�ش

الحل
 1(  ابحث في ات�صال الاقتران ق عند �س = 2 

    �س←2+  نهـــــــا ق)�س( = 8
   �س←2-  نهــــــا ق)�س( =  8    ، ق)2( = 8 

∴ ق)�س( مت�صل عند �س=2 
  2( ابحث في ات�صال الاقتران ع عند �س = 2 

   �س←2+ نهــــــــا ع)�س( = 6 
  �س←2- نـهــــــا ع)�س( = 6   ، ع)2( = 6 

∴ ع)�س( مت�صل عند �س = 2 
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وح�سب نظرية )2( فرع )1(، ف�إنَّ )ق + ع( )�س( مت�صل عند �س=2 

البحث في  �إيجاد قاعدة الاقتران )ق+ع()�س(، ثم  ال�سابق من خلال  المثال  �إر�شاد: يمكنك حل 
ات�صاله عند �س=2

�إذا كان ق)�س(  =                                                ، ع)�س(  =      
1 +2�س     ،    �س >1

3 �س2         ،    �س  ≤ 1  
 �س2              ،   �س >1

⏐�س⏐          ،  �س  ≤ 1 

6

فابحث في ات�صال الاقتران )ق ×ل ( عند �س= 1    بطريقتين. 

�إذا كان ق)�س( = )�س-1(2   ، ل)�س( = ] 2- �س[ ، فابحث في ات�صال الاقتران )ق×ل( 
عند �س = 3 

الحل
ق)�س( = )�س - 1(2	     مت�صل عند   �س = 3   لأنه كثير حدود مت�صل على مجاله.

			       لماذا؟               ل)�س( = ]2 - �س[	     غير مت�صل عند �س = 3    ،

لا ن�ستطيع ا�ستخدام نظرية )2( فرع )3( للبحث في ات�صال الاقتران ق × ل   ، لماذا؟      
لابد من �إيجاد قاعدة الاقتران )ق×ل()�س( والبحث في ات�صاله عند �س = 3 

)ق × ل()�س( = )�س -1(2 × ] 2 - �س[
اكتب الاقتران ب�صورة مجز�أة في فترة تحوي العدد 3 مثل ) 2 ، 4 [         

)ق×ل()�س( =   

ابحث في ات�صاله عند �س = 3 
   �س←3+نهـــــــــا )ق × ل()�س( =  -2 × )3 -1(2 =  -8  

)�س -1(2 × -1    ،    2>�س  ≥ 3

)�س -1(2 × -2    ،    3> �س  ≥ 4
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 �س←3-نهــــــــا )ق × ل()�س( =  -1× ) 3 -1(2 = -4 

بما �أنَّ نهـــــــا )ق × ل()�س( ≠ نهـــــــا )ق × ل()�س( �إذن نهــــــا )ق × ل()�س( غيرموجودة
              �س←3+                                             �س←3-                                                 �س←3

∴ )ق×ل()�س( غير مت�صل عند �س = 3 

�إذا كان ق)�س( = )�س-5(3   ،  هـ )�س( = ]�س + 2[
فابحث في ات�صال الاقتران )ق×هـ( عند كلٍّ من �س= -2    ،    �س = 5 

ناق�ش زملاءك في الحالات التي لا ن�ستطيع فيها توظيف نظريات الات�صال في الحكم على 
ات�صال الاقترانات.

تـحدث
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1( معتمدًا ال�شكل )1-27( الذي يـمثل منحنى الاقـتران ق، ما قـيم �س التي يـكون عنـدها ق 
غير مت�صل مع ذكر ال�سبب ؟

2( �إذا كان ق)�س( = ] 4�س - 4[ ،فابحث في ات�صال الاقتران ق عند �س= 1.25 

  عند �س = 1
 1- �س2 

�س-1  3( ابحث في ات�صال الاقتران ق)�س( = 

   عند �س = 2
 �س2- 4
�س -2  4( ابحث في ات�صال الاقتران هـ )�س( = 

 
5( �إذا كان ق)�س( =  

فابحث في ات�صال الاقتران ق عند �س= 0 

6( �إذا كان ل )�س( =  

فابحث في ات�صال الاقتران ل عند �س = 3 

ال�شكل )27-1(

⏐ظا �س⏐           ،   �س >0
�س   

1 - جتا�س            ،   �س ≤0

   �س - 3              ،    �س < 3

⏐�س2 - 9⏐         ،   �س  ≥ 3
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 7  ( �إذا كان ق)�س( =   

   فابحث في ات�صال الاقتران ق عند �س=2 

  8 ( �إذا كان ك)�س( =   

  فابحث في ات�صال الاقتران ك عند �س= 2   

  9 ( �إذا كان ع )�س( =  

   مت�ًالص عند �س= 2 ، فجد قيمة الثابت �أ.

10( �إذا كان ل)�س( =  

   فابحث في ات�صال الاقتران ل عند �س= 1

11( �إذا كان ق)�س( = 

   فابحث في ات�صال الاقتران ق عند �س = 2 

⏐�س⏐-2          ،   �س ≠ 2
�س -2   

       5                   ،   �س = 2

6+ �س       ،    �س  ≥ -2
2- �س       ،    -2≥ �س  > 2

2�س -1    ،      �س ≤  2 

 + �س2   ،    0> �س  ≥ 2
 �أ  
�س     

 ]�س[ +3       ،     2> �س  > 3
     7              ،      �س =  3 

 �س3 + �س2 +2�س-4    ،   �س ≠1
�س - 1

      5�س - 1                   ،   �س =1

�س2 + �س                  ،   �س >2
]�س + 4[             ،   �س=2

�س  6       ،    �س <2   �س2 + 5 + 
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12( �إذا كان ل)�س(= 

  فجد قيمة الثابت ب التي تجعل الاقتران ل مت�ًالص عند �س = 2

13( �إذا كان ق)�س( = 

  فابحث في ات�صال الاقتران ق عند �س= 3 

3 �س + 5       ،       �س  �ص

2 �س2 -4      ،       �س  �ص حيث �ص مجموعة الأعداد ال�صحيحة  

 �س2 + ب              ،   0≥ �س>2

|�س| -5             ،   2≥ �س ≥3
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معتمدًا ال�شكل )1-28( الذي يمثل منحنى كلٍّ من الاقتران ق والاقتران ل المعرفين على ح،  
جد كلًّا  مما ي�أتي:

       �س←0+                                                                              �س←0-1( نهــــــا ق)�س(                                 3(  نهــــــا ل)�س(

2( ق)0( 	                                       4(  ل )0( 
ماذا تلاحظ؟

تعلمت في الدر�س ال�سابق �شروط ات�صال اقتران عند نقطة. وفي هذا الدر�س �ستتعرف �شروط 
ات�صال اقتران على فترة.

 �س←0+في ال�شكل )1-28( لا بد �أنك لاحظت �أنَّ نهــــــا ق)�س( =  ق)0( = 0 وفي هذه الحالة
�س= 0 من اليمين.                                                                              

   
يكون ق مت�ًالص عند

           �س←0-و�أنَّ نهــــــا ل)�س( = ل)0( = 0 ، وفي هذه الحالة يكون ل مت�ًالص عند �س=0 من الي�سار.      

الات�صال على فترة
Continuity on an Interval ثانيًا  

ال�شكل )28-1(
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فًا على الفترة ] �أ ، ب[ ف�إن: �إذا كان ق اقترانًا معرَّ
                                                                                                                         �س← �أ + 1( ق يكون مت�ًالص عند �س= �أ من اليمين، �إذا كانت نهـــــــا ق)�س( = ق) �أ (

                                                                                                                              �س←ب-2( ق يكون مت�ًالص عند �س= ب من الي�سار، �إذا كانت نهــــــــا ق)�س( = ق)ب(

3( ق يكون مت�ًالص على الفترة )�أ ، ب( �إذا كان مت�ًالص عند كل �س   )�أ ، ب(
4( ق يكون مت�ًالص على الفترة ]�أ ، ب[ �إذا كان مت�ًالص على الفترة )�أ ، ب( ومت�ًالص عند 

      �س= �أ من اليمين، و مت�ًالص عند �س= ب من الي�سار.

: انظر ال�شكل)1-29( لاحظ �أنَّ
الاقتران هـ مت�صل عند �س = �أ من اليمين، لماذا؟

و�أي�ضا الاقتران هـ مت�صل عند �س = ب من الي�سار، لماذا؟
كما �أن الاقتران هـ مت�صل عند كل �س تنتمي للفـترة 

)�أ ، ب( ، لماذا؟

ال�شكل )29-1(
تـحدث

ث بلغتك الخا�صة عن �شروط ات�صال اقتران على فترة مغلقة، وفترة مفتوحة، وفترة  تحدَّ
ن�صف مغلقة �أو ن�صف مفتوحة.

ادر�س ال�شكل )1-28( ثم �أجب عن كل مما ي�أتي:
1( ما �شروط ات�صال اقتران عند عدد من اليمين؟
2( ما �شروط ات�صال اقتران عند عدد من الي�سار؟

فكر وناق�ش

في هذه الحالة نقول �إنَّ الاقتران هـ مت�صل على الفترة]�أ ، ب[.
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ملاحظة
)�أ ، ب(،   ∍ �س  �إذا كان مت�ًالص عند كل  ]�أ ، ب(،  الفترة  1( يكون الاقتران ق مت�ًالص على 

ومت�ًالص عند �س= �أ من اليمين.
)�أ ، ب(،   ∍ �إذا كان مت�ًالص عند كل �س  )�أ ، ب[،  الفترة  2( يكون الاقتران ق مت�ًالص على 

ومت�ًالص عند �س= ب من الي�سار.
3( يكون الاقتران ق مت�ًالص على الفترة ) �أ ، ∞( �إذا كان مت�ًالص عند كل �س ∊ )�أ ، ∞( .

4( يكون الاقتران ق مت�ًالص على الفترة )-∞ ، ب( �إذا كان مت�ًالص عند كل �س ∊ )-∞ ، ب(.
5( يكون الاقتران ق مت�ًالص على ح �إذا كان مت�ًالص عند كل �س ∊ ح .

اقر�أ العبارات الآتية ثم �أجب بنعم �أو لا، وقدّم تبريرًا:
1( كثيرات الحدود مت�صلة على ح.

2( الاقترانات الن�سبية مت�صلة على ح.
3( �إذا كان الاقتران مت�ًالص على ح، ف�إنه يكون مت�ًالص على �أية فترة جزئية منها. 

4( الاقترانان الدائريان )الجيب، جيب التمام( مت�صلان على ح.

1

�إذا كان ق)�س(  =    

فابحث في ات�صال الاقتران ق على الفترة ]-2 ، 5 [
الحل

1( الاقتران ق مت�صل على الفترة )-2 ، 1 ( لأنه على �صورة كثير حدود.
 

2�س  + 2           ،   -2  ≥ �س >1
�س  + 4             ،   1 ≥ �س ≥ 5 

فكر وناق�ش

قاطع  )القاطع،  الدائرية  للاقترانات  الات�صال  عدم  نقط  تحدد  كيف  زملائك  �إلى  تحدّث 
التمام، الظل ، ظل التمام(.

تـحدث
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2( الاقتران ق مت�صل على الفترة )1، 5( لأنَّه على �صورة كثير حدود.

3( ابحث في ات�صال الاقتران ق عند نقطة التفرع  وهي: �س=1
 �س←1+نهــــــــا ق)�س( = 1 + 4 = 5

 �س←1-نهــــــــا ق)�س( = 2 × 1 + 2 = 4 
ق)1( = 5 

بما �أنَّ نهـــــــا ق)�س( ≠ نهــــــا ق)�س(، �إذن نهـــــا ق)�س( غير موجودة،
              �س←1-                             �س←1+                                �س←1

وعليه ف�إنَّ الاقتران ق غير مت�صل عند �س =1      

4( ابحث في ات�صال الاقتران ق عند �س= -2  من اليمين.
 �س←-2+نهــــــــا ق)�س( = 2 × -2 + 2 = -2

                                                       �س←-2+ق)-2( = -2  ، بما �أن نهـــــــا ق)�س( = ق)-2( 

∴ الاقتران ق مت�صل عند العدد -2 من اليمين.

 5( ابحث في ات�صال ق عند �س = 5 من الي�سار.
  �س←5-نهـــــــا ق)�س( = 9     ، ق) 5( = 9

∴ الاقتران ق مت�صل عند �س= 5 من الي�سار.
مما �سبق ينتج �أنَّ الاقتران ق مت�صل على الفترة ]-2 ، 5[ - }1{ . 

�إذا كان ق)�س(  =    
،   3 ≥ �س > 5 			       �س2

،   5  ≥  �س  >7 		 �س + 20
،        �س = 7  			  9     

فابحث في ات�صال الاقتران ق على الفترة ]3 ، 7( ، والفترة ]3 ، 7[.
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2

�س3 - 64             ،   �س ≥ 3
�س - 4

- �س + 4                ،   �س < 3
�إذا كان ق)�س(  =    

 فابحث في ات�صال الاقتران ق على مجاله.
الحل

قاعدة الاقتران ق تتفرع عند �س= 3 
في الفترة ) - ∞ ، 3( الاقتران ق مت�صل لأنَّه على �صورة اقتران ن�سبي معرف على مجاله.

في الفترة )3 ، ∞ ( الاقتران ق مت�صل لأنَّه على �صورة كثير حدود.
ابحث في ات�صال الاقتران ق عند نقطة التفرع وهي: �س = 3

ق) 3( = 37
�س←3+نهــــــا ق)�س( = - 3 + 4 = 1 

 37 = 37 -
1 -  =  64 - 3 3

4 - 3 �س←3-نهــــــا ق)�س( =   

بما �أنَّ نهــــــا ق)�س( ≠ نهــــــا ق)�س( ،  �إذن نهـــــا ق)�س( غير موجودة
          �س←3+                           �س←3-                                     �س←3

وعليه ف�إنَّ الاقتران ق غير مت�صل عند �س= 3    
مما �سبق ينتج �أنَّ الاقتران ق مت�صل على ح - }3{

فابحث في ات�صال الاقتران ل على مجاله.

�إذا كان ل)�س( =  
 �س2 - 25      ،   �س ≠5

�س - 5
   5 + �س                ،   �س =5
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3

3

1( الاقتران ق مت�صل على الفترة )1، 3 ( ، لأنَّه على �صورة كثير حدود.

2( الاقتران ق مت�صل على الفترة )3، 5 ( ، لأنَّه على �صورة كثير حدود.
3( ابحث في ات�صال الاقتران ق عند نقطة التفرع �س= 3 

        �س←3-نهــــــــا ق)�س( = 9 – 3 × 3 = 0 

         �س←3+نهـــــــــا ق)�س( = 3 × 3 – 9 = 0  ، ق)3( = 0 

بما �أن نهـــــــا ق)�س( = ق)3(  �إذن ق )�س( مت�صل عند �س = 3 
                       �س←3

4( ابحث في ات�صال الاقتران ق عند �س = 1 من اليمين:
          �س←1+نهـــــــا ق)�س(= 9 - 3 = 6 ، ق)1( = 6 

�إذن ق)�س( مت�صل عند العدد 1 من اليمين.
5( ابحث في ات�صال الاقتران ق عند �س= 5 من الي�سار:

          �س←5-نهـــــــا ق)�س(= 3 × 5 – 9 = 6 ، ق)5( = 6 

�إذن ق)�س( مت�صل عند العدد 5 من الي�سار.
وعليه ف�إنَّ الاقتران ق مت�صل على الفترة ]1 ، 5 [.

�إذا كان ق)�س( = |3�س – 9 | ، فابحث في ات�صال الاقتران ق على الفترة ]1، 5 [
الحل 

اكتب الاقتران ق ب�صورة مجز�أة دون ا�ستخدام رمز القيمة المطلقة على الفترة ]1 ، 5[ ، فتح�صل 
على:

ق )�س( = 
1 ≥ �س > 3  	، 		 9 - 3 �س
3 ≥ �س  ≥5 	، 		  3�س - 9

�إذا كان ق)�س( = |0.1 – �س | ، فابحث في ات�صال الاقتران ق على الفترة] 0.01  ،   0.9[.
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�إذا كان هـ )�س(  =    
 �س2 - �س - 30                    ،     �س <6

�أ �س - 6 �أ
 

   1                                ،    �س = 6 
ب �س                            ،    �س  > 6 

مت�صلًا على ح ، فجد قيمة كلٍّ من الثابتين �أ ، ب .
الحل

بما �أنَّ الاقتران هـ مت�صل على ح �إذن فهو مت�صل عند كل نقطة في ح .
                  �س←6+وعليه: نهـــــــا ق)�س( = ق)6(

 �س2 - �س - 30    = 1  
�أ �س - 6 �أ  �س←6+نهــــــا    

 )�س - 6( )�س+5(   = 1 
�أ )�س - 6(   �س←6+نهـــــــا   

11 = 1       ، ومنه �أ = 11 
�أ

                  �س←6-وكذلك  نهــــــا ق)�س( = ق)6(

نهـــــــا ب �س = ق)6( 
 �س←6-    

6× ب = 1 
  

1
6  ومنه ب = 

4

مت�صلًا على الفترة ]-π ، π[، فجد قيمة كلٍّ من الثابتين �أ ، ب 

�إذا كان ع)�س( =  
- π ≥ �س >0 	، 		  جا �أ �س

5 �س 
�س = 0  	، 			  2     

π ≤ 0 > �س 	، 		 ب )2+�س(

4
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1( �إذا كان ق)�س( = 

فابحث في ات�صال الاقتران ق على الفترة ]-2، 2 [.

2( �إذا كان ل)�س( = |2�س – 10 |، فابحث في ات�صال الاقتران ل على الفترة]-10، 8[.

3( �إذا كان ع)�س( =  

فابحث في ات�صال الاقتران ع على ح.

4( �إذا كان ل)�س( =     

فابحث في ات�صال الاقتران ل على مجاله.

5( �إذا كان ع)�س( = 

فابحث في ات�صال الاقتران ع على الفترة ]3، 4[.

3�س2  + 5               ،   -2  ≥ �س >1
8 �س                         ،   1 ≥ �س ≥ 2 

�س3 - 27             ،   �س > 3
3 - �س

 5 + �س                   ،   �س ≤ 3

    5                          ،        �س =3
 ]�س[ + 5                 ،        3>   �س >  4                                                                        
      4                        ،        �س= 4                     

   4 - �س                 ،    �س> 4

|�س2 – 16|            ،   �س ≤4
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7( �إذا كان الاقتران ع)�س( = 

مت�صلًا على ح، فجد قيمة الثابت هـ.

8( �إذا كان ع)�س( =  

فابحث في ات�صال الاقتران ع لجميع قيم �س الحقيقية.

9( �إذا كان ق)�س( = 
  

فابحث في ات�صال الاقتران ق على الفترة ]-1، 2[.

 �س2 + 5�س +2 ، فما قيم �أ التي تجعل الاقتران ل مت�صلًا على مجموعة
�أ �س2 + �س + 3 10( �إذا كان ل)�س( = 

        الأعداد الحقيقية ح ؟

 �س2 + 2)هـ  - 1( �س-4هـ        ،   �س≠2
�س - 2

                5 + �س                            ،   �س = 2

،        �س >2 			      2�س
،        2 ≥  �س >  4                                                                         		  ]0.5�س+ 2[

،        �س ≤ 4                      			  5�س
�س2 - 36

]�س[   +  �س                ،     -1 ≥ �س > 0

     +      �س            ،      0≥ �س ≥ 2
3�س2

5   

6( �إذا كان ق)�س( = 

فابحث في ات�صال الاقتران ق على الفترة  ]0، 6 [.

   �س + 1                    ،     0≥ �س > 3
]0.25 �س + 2[      ،    3≥ �س > 6

|9 - �س|                ،    �س = 6
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1( معتمدًا ال�شكل)1-30(، الذي يمثل منحنى الاقتران ع،جد كلًّا مما ي�أتي:
 

      �أ   (  نهـــــــاع)�س( 
�س← 0+

              
�س← 2-ب(  نهـــــــاع)�س(

                     
جـ(  نهــــــاع)�س(

�س← 3
              

�س← 4د  (  نهــــــاع)�س(
                    

هـ( مجموعة قيم �أ حيث  نهـــــــاع)�س(   غير موجودة.
�س← �أ

و ( مجموعة قيم ب حيث ع اقتران غير مت�صل عند �س= ب .                                                                   

2( �إذا كانت نهــــــا ق)�س( = 4 ،  ق)3( = 6  ، فجد قيمة:
�س← 3

                     
      نهــــــا )ق2 )2 �س+1 ( – �س +2( 

          �س← 1

3( �إذا كان ق)�س(= 

     وكانت نهــــــا ق)�س( موجودة ، فما قيمة الثابت جـ؟
�س← 3

                  
 �س2 + )�أ +13( �س + �أ    ،  فجد قيمة الثابت �أ التي تجعل

4( �إذا كان ق)�س( =    �س - 2
     نهــــــا ق)�س( موجودة.

      �س← 2
       

 3- �س                ،      �س < 3
|�س- 3|

 جـ �س2  - 4           ،      �س > 3

ال�شكل )30-1(
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5( �إذا كان ق)�س( = 

�س← 5وكانت نهــــــا ق)�س( موجودة ، فجد قيمة الثابت �أ.
                   

6( جد كلًّا من النهايات الآتية:
�س + جا 2�س

3�س  �س - جا �س                   ب(  نهــــــا 
1- جتا 2�س 

�س←0                                                                                             �س←0�أ   (  نهــــــا  
              

�س2 - 3�س   
�س-    �س+1  -1

1   - 1  (          د  ( نهــــــا 
�س  (    1

�س←3جـ(  نهــــــا  �س -1 
                                                             

�س←1
        

�س3   - 2| �س|
�س←-3                                                                                         �س←4هـ ( نهــــــا                                                    و  ( نهـــــا      2�س2  - 5�س - 12

       

 جتا �س -    3 جا �س
π - 6 �س �س2 + جا 2�س                         ح ( نهــــــا 

3�س  ز  ( نهـــــا  
 
π

�س←0                                                                                           �س←
       

23 + هـ(π  - جتا)1
هـ قا2�س - 1                           ي ( نهــــــا  

�س2             �س←0                                                                                          هـ ← 0 ط( نهـــــا  

 جتا 3�س  - جتا 5�س
2 �س2  �س←0 ك( نهـــــا   

             

1  ،  فجد قيمة الثابت ب.
4  4�س2  - جا ب �س  =  

ب �س - ظا 4�س �س←70( �إذا كانت نهـــــا    
                     

|�س2 -4�س-5|                    ،  �س <5
|�س- 5|

π �س + 5          ،   �س > 5 
   5   �أ جتا  

1
�س

1
3 +

�س2  +2�س - 3
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8  ( �إذا كان ق)�س( =  
 

  فابحث في ات�صال الاقتران ق عند �س= 2 

9  ( �إذا كا ن ع)�س( =    

  فابحث في ات�صال الاقتران ع  عند �س= 3

10( �إذا كان ل)�س( =    

  فابحث في ات�صال الاقتران ل عند �س = 

11( ابحث في ات�صال الاقتران ع)�س( =     ]�س[ + �س   على الفترة )1، 2[ .   

         �س3                      ،  �س > 1

2�س   - 1            ، �س  ≤ 1
12( �إذا كان هـ)�س( = 

  فابحث في ات�صال الاقتران هـ لجميع قيم �س الحقيقية.

،     �س ≠ 2 		  |�س4-2|
�س- 2 

،     �س = 2 		 2 + �س

          ،       > �س > 

        -2                          ،      �س = 

-6�س - ]�س[                 ،       >�س> 

،    -1 ≥ �س>3  �س       - 1|	
  2

    |  

	,       3 ≥ �س>4 ]0.5�س + 3[

π
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13( �إذا كان ق)�س( =  

    فابحث في ات�صال الاقتران ق على الفترة ]-2، 1(.

�س2 - 1  ،  هـ )�س( = ]�س[  ،  فابحث في ات�صال الاقتران 
�س + 2 14( �إذا كان ل)�س( = 

   ل × هـ على الفترة ]0، 2[      

15( يتكون هذا ال��سؤال من )10( فقرات، كل فقرة لها �أربعة بدائل مختلفة، واحد منها فقط  
�صحيح، �ضع دائرة حول رمز البديل ال�صحيح في ما ي�أتي:

�س←1)1( �إذا كانت نهـــــا ق)�س( = 4 ، ق)3( = 6، فما قيمة نهـــــا )ق2 )2�س+1( - �س+7(؟
                                                                                

�س← 3
       �أ (   17                 ب(  13                    جـ(  20                      د (  37                                             

)2( �إذا كان ق اقترانًا مت�صلًا عند �س=4 ، وكان 3ق)4( =6، وكانت نهـــــــاق)�س( =4ب،
�س← 4+

 ف�إنََّّ قيمة الثابت ب ت�ساوي:                                                                                                                                                                    
1                      د (   -2 

2 1                  ب(  2                        جـ( 
3         �أ (  

 ق2)�س( 
�س   ق)�س(  = 3 ، ف�إنَّ نهـــــــا 

�س  )3( �إذا كان ق اقترانَ كثير حدود ، وكانت نهـــــــا 
�س← 2                                                 �س← 2

       ت�ساوي:                                                                          
�أ (  9                     ب(   18                    جـ(  6                       د(  36   

                

،      -2≥ �س >-1 		 �س2 - 1
�س + 1

،     -1≥ �س > 1 		    �س]�س[
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الأعداد  مجموعة  على  ف  المعرَّ ق  الاقتران  منحنى  يمثل  الذي  ال�شكل)31-1(  معتمدًا   )4(
الحقيقية ح، ف�إنََّّ مجموعة قيم �أ حيث نهـــــا ق)�س( = �صفرًا هي:

                                                                                  �س← �أ 

 �أ  ( }-2 ، 0 {
ب( } 0 {

جـ( } 0 ، 2 {
د  ( }-2 ، 0، 2 {

4 - �س2  ت�ساوي:
2 - �س  )5( نهـــــــا 

�س← -2
             

�أ  (   -1                 ب(  �صفر                 جـ(  -3                      د (   3 

6�س4 + 18�س2   ت�ساوي:
2�س2 - 3�س3  )6( نهــــــا 

�س← 0
        

       �أ  (   -6               ب(   -2                   جـ(   3                        د (   9 

)7( �إذا كان ق اقترانًا مت�صلًا عند �س= 1 ، وكان ق)1( = 4 ، ف�إنَّ
 + ق)�س((  ت�ساوي:

|�س-1| 
�س -1  �س← 1+نهـــــــا )

            
�أ  (  3                    ب(   1                    جـ(  5                        د ( غير موجودة

ال�شكل )31-1(
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) 8 ( معتمدًا ال�شكل )1-32( الذي يمثل
    منحنى الاقتران ق المعرف على ح، 

    ما مجموعة قيم �أ التي تجعل
    نهـــــا ق)�س( غير موجودة؟

�س← �أ
          

    �أ ( }0، 1، 3{    ب( }1، 3، 4 {      جـ( }0، 1، 3، 4 {     د(}1، 3 {

)  9 ( �إذا كان ل)�س(= 

π   هي:    ف�إنََّّ قيمة �أ التي تجعل الاقتران ل  مت�صلًا عند �س= 
   �أ  (  -2                 ب(   �صفر                  جـ(  -4                 د (  4 

)10( �إذا كان ق)�س(=   

  ف�إنََّّ الاقتران ق مت�صل على الفترة:
  �أ (  ]1 ، 2 [           ب(  )1، 2 (           جـ(  ]1 ، 2 (         د (  )1 ، 2 [     

ال�شكل )32-1(

    3                    ،       �س = 1
 ]�س[  +5           ،       1 >  �س >  2                                                                        

      4                  ،       �س = 2                     

π 2جتا2�س             ،   �س > 

π �أ �سπ + 2 2         ،   �س ≤ 
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2
á«fÉãdG IóMƒdG

التفاضـل
Di�erentiation

تت�ضمن بع�ض الظواهر في حياتنا  تغيًرا في كمياتها �أو قيا�ساتها بالن�سبة لمتغير �آخر، مثل �سرعة 
�صاروخ بالن�سبة للزمن، �أو قيمة العملة بالن�سبة لعملة �أخرى، �أو حجم بالون كروي بالن�سبة لطول 

ن�صف قطره ، ... �إلخ، يُ�ستخدم علم التفا�ضل في درا�سة مثل هذه التغيرات.
تطور علم التفا�ضل عبر درا�سة ثلاث م�سائل رئي�سة هي:

م��سألة المما�س و م��سألة ال�سرعة و م��سألة القيم الق�صوى )الكبرى وال�صغرى(.
و �سنقدم في هذه الوحدة مفهوم الم�شتقة وقواعد �إيجادها. 
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2
á«fÉãdG IóMƒdG

التفاضـل
Di�erentiation

و�صف القاطع والمما�س لمنحنى اقتران هند�سيًّا.
�إظهار فهمٍ للم�شتقة و�إيجادها با�ستخدام التعريف.

و�صف وح�ساب الم�شتقة الأولى لاقتران عند نقطة با�ستخدام التعريف ب�صيغ مختلفة.
ا�ستخدام رموز مختلفة للتعبير عن الم�شتقة الأولى.

التمييز بين الات�صال والقابلية للا�شتقاق عند نقطة.
تعليل عدم قابلية الا�شتقاق. 
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معدل التغير والم�شتقات
 Rate of Change and Derivatives الفصل الأول

  تجد معدل التغير في فترة محددة.
  تف�سر مفهوم معدل التغير هند�سيًّا، وفيزيائيًّا.

  تتعرف الم�شتقة الأولى لاقتران عند نقطة، وتُف�سرها هند�سيًّا وفيزيائيًّا.
  تجد الم�شتقة الأولى لاقتران عند نقطة با�ستخدام التعريف، وَب�صورتها العامة . 

  تبحث في قابلية ا�شتقاق اقتران على فترة.
  تف�سر العلاقة بين ات�صال اقتران عند نقطة، وقابلية ا�شتقاقه عند هذه النقطة.

 تدر�س قابلية اقتران للا�شتقاق عند نقطة معينة م�ستعينا بالات�صال، وتف�سر الحالات التي يكون فيها الاقتران 
غير قابل للا�شتقاق عند نقطة.	

الإنتاج  ال�سكان ومعدّلات  تزايد عدد  التغير في مجالات كثيرة، مثل: درا�سة  يُ�ستعمل معدل 
يم يتحرك على خط م�ستقيم  ومعدلات تدفق المياه، وال�سرعة والت�سارع.وتُ�شكل درا�سة حركة جُ�سَ
م��سألتين مهمتين في  اقتران  منحنى  نقطتين على  بين  الوا�صل  القاطع  وميل  �أو عمودي(،  )�أفقي 

ا�ستخدامات معدل التغير.

معدّل التغي
Rate of Change أولًا  

عند رمي حجر في بركة ماء راكدة تتكون دائرة يزداد طول قطرها بمرور الزمن . ما معدّل 
الزيادة في م�ساحة الدائرة عندما يزداد طول قطرها من 8 �سم �إلى 10 �سم ؟
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ت �س من 2.3 �إلى 2.5 جد ∆�س �إذا تغّري
الحل 

∆ �س = �س2 - �س1 = 2.5 - 2.3 = 0.2

�إذا تغيرت قيمة متغير مثل �س من �س1 �إلى �س2 ف�إنَّ مقدار التغير في �س هو �س2– �س1، و�سنرمز 
للتغير في �س بالرمز ∆�س ) ويقر�أ دلتا �س (.

1

2
�إذا كان �ص = ق)�س( = �س2- 4�س + 1، فَجِد مقدار التغير في الاقتران ق في الحالات الآتية :

1( �إذا تغيرت �س من   1   �إلى   3
2( �إذا تغيرت �س من   �س1 = ن     �إلى    �س2 = ن – 1

1
جد ∆ �س في الحالات الآتية:

1( �س1 = 4 ، �س2 = 3.7
2( �إذا تغيرت �س من �س1 = ن   �إلى    �س2 = ن + 1

مقدار التغير في الاقتران
�إذا كان �ص = ق)�س( اقترانًا معرفًا على الفترة] �أ ، ب [  وتغيرت �س من �س1  �إلى �س2 

ف�إنََّّ �ص �ستتغير تبعًا لذلك من قيمة �ص1 �إلى قيمة �ص2، حيث �ص1 =  ق)�س1( ، 
�ص2 =  ق)�س2(.

يُرمز لمقدار التغير في قيمة الاقتران ق بالرمز 
∆ �ص = �ص2- �ص1 = ق)�س2( - ق)�س1(= ∆ ق)�س(
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الحل
= �ص2  - �ص1 1(  ∆ �	ص

= ق)3( - ق)1( = )23 – 4 × 3 +1( – ) 1 – 4 + 1(  		
=  ) - 2 ( – ) - 2 ( = �صفرًا    		

=   ق)ن - 1( - ق)ن( 2(  ∆ �	ص
=  ) )ن - 1(2 – 4 ) ن - 1 ( + 1 ( – ) ن2 – 4ن + 1( 		

= ن2 – 2 ن + 1- 4 ن + 4 + 1 – ن2 + 4 ن – 1 = 5 –2ن  		

�إذا  كان ق)�س( = �س3 - �س ، فجد معدل التغير في الاقتران ق عندما تتغير �س من -1 �إلى 2 
الحل

  2=    
 0 - 6 

3   =    
ق)2(  - ق)-1( 

)1-( -2  ∆ �ص   = 
∆ �س

3

4

 ∆ �ص   يُ�سمى معدل التغير في �ص عندما تتغير 
∆ �س �إذا كان  �ص = ق)�س( ، �س1 ≠ �س2 ف�إنََّّ المقدار 

�س من �س1 �إلى �س2 حيث:
 ق)�س2(  - ق)�س1(   

   =   �س2 - �س1   
 
 �ص2 - �ص1

 ∆ �ص   =  �س2 - �س1   
∆ �س

حيث  �س2 = �س1 + ∆ �س

�إذا كان �ص = ق)�س( = 5 – �س2، جد معدل التغير في الاقتران ق �إذا تغيرت �س من 2 �إلى 2.1.

�إذا كان ق)�س( = | 2�س - 6| ، فجد معدل التغير في الاقتران ق في الفترة ]1 ، 4[.

2

الحل

، �س1 = 1     ،  �س2 = 4 						     ق)�س ( =  
2�س - 6         ،   �س ≤ 3
6   - 2 �س      ،   �س > 3
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التف�سير الهند�سي لمعدّل التغير
يمثل ال�شكل )2- 1( منحنى الاقتران ق.

النقطتان �أ)�س1، �ص1( ، ب)�س2، �ص2(
 واقعتان عليه.

3
1 �س - 1[  فجد معدل التغير في الاقتران ق في الفترة]3 ، 5[.

 2
�إذا كان ق)�س(= ] 

ال�شكل )1-2(

قاطعًا  ، ب  �أ  النقطتين  بين  الوا�صل  الم�ستقيم  يُ�سمى 
لمنحنى الاقتران ق.

جد ميل القاطع الوا�صل بين النقطتين )2 ، ق)2( ( ، )5 ، ق)5( ( الواقعتين على منحنى الاقتران 
ق حيث ق)�س( = �س2 – 3�س .

 الحل
= معدّل تغير الاقتران ق في الفترة]2 ، 5[ ميل القاطع	

4 = 12
 3

 =      )2-( -10
3   =    

ق)5(  - ق)2( 
2- 5  = 		

5

 2-
 3

 =    
 4 - 2

3   =    
ق)4(  - ق)1( 

1-4  ∆ �ص   = 
∆ �س   ∴

ال�شكل )1-2(

 ق)�س2(  - ق)�س1(   
   =   �س2 - �س1   

 
 �ص2 - �ص1

ميل �أ ب  =   �س2 - �س1   
 ∆ �ص   = ظا هـ                                                         

∆ �س   =         		              
حيث هـ  زاوية ميل �أ ب  )وهي الزاوية المح�صورة بين �أ ب   والاتجاه الموجب لمحور ال�سينات(.

 : �أي �أنََّّ
ميل القاطع = معدّل التغير = ظا هـ

تعريف ميل الم�ستقيم �إذا عُلمت نقطتان عليه

العلاقة بين ميل الم�ستقيم وزاوية ميله
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التف�سير الفيزيائي لمعدّل التغير
في درا�سة حركة جُ�سيم يتحرك على خط م�ستقيم �أفقي �أو عمودي غالبًا ما يُ�ستخدم محور �أفقي 
مع نقطة �أ�صل عليه بو�صفه نموذجًا للم�ستقيم الذي يتحرك عليه الج�سيم. في هذه الحالة يُعتبر التحرك 
في الاتجاه الموجب �إذا كان من الي�سار �إلى اليمين، وفي الاتجاه ال�سالب �إذا كان من اليمين �إلى الي�سار.

على فر�ض �أنَّ جُ�سيمًا يتحرك على خط م�ستقيم بحيث كان موقعه من نقطة الأ�صل في �أية لحظة ن 
معرفًا بالقاعدة ف)ن(، �إذا تغيرت ن من ن1 �إلى ن2 ف�إنَّ موقع الُج�سيم �سيتغير من الموقع  ف)ن1( 

�إلى الموقع ف)ن2( .�إذا قطع الُج�سيم خلال الفترة الزمنية ]ن1 ، ن2[ م�سافة ∆ ف ف�إنََّّ الن�سبة :

     ،   ∆ن < 0             
ف)ن1 + ∆ ن( - ف)ن1( 

∆ن     =    
ف)ن2( - ف)ن1( 

ن2 -ن1  ∆ ف   =  
∆ ن

 ∆ ف   
∆ ن تُ�سمى ال�سرعة المتو�سطة للجُ�سيم في الفترة الزمنية ]ن1 ، ن2[ ويُرمز لها بالرمز ع ، �أي �أنَّ ع = 

4
مع  قيا�سها °135  زاوية  ي�صنع  ، ق)3((   3( ، ق)1((،   1( بالنقطتين  المارُّ  القاطع  كان  �إذا 

الاتجاه الموجب لمحور ال�سينات، فجد معدّل تغير الاقتران ق في الفترة  ]1 ، 3[.

يتحرك جُ�سيم على خط م�ستقيم ح�سب العلاقة ف)ن( = ن2- ن حيث ن الزمن بالثواني ، 
ف)ن( الم�سافة بالأمتار ، �أجب عن ال��سؤالين الآتيين: 

ر �إجابتك. 1( هل �سرعة الُج�سيم ثابتة �أم متغيرة ؟ برِّ
2( اح�سب ال�سرعة المتو�سطة للجُ�سيم في الفترة الزمنية  ]2 ، 5[ .

ال�سرعة المتو�سطة )ع( لُج�سيم يتحرك على خط م�ستقيم في الفترة الزمنية ]ن1 ، ن2[  هي معدل 
التغيرفي اقتران الم�سافة  ف)ن( وبالرموز:

    ،  ∆ن < 0
ف)ن1 + ∆ ن( - ف)ن1( 

∆ن  ف)ن2( - ف)ن1(     = 
ن2 -ن1  ∆ ف   =   

∆ ن ع =    

6
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6

5

الحل
1( الم�سافة المقطوعة بين ن =1 ،  ن = 2 : هي ف)2( – ف)1( = 2 – 0 = 2 م
الم�سافة المقطوعة بين ن =2 ،  ن = 3 : هي ف)3( – ف)2( = 6 – 2 = 4 م

ال�سرعة متغيرة؛ لأنَّ الم�سافة المقطوعة في الفترة الزمنية ]1، 2[ تختلف عنها في الفترة الزمنية ]3،2[

20 - 2    =  6م/ث  
 3

 =    
ف)5(  - ف)2( 

2- 5  ∆ ف   =   
∆ ن 2( ع =  

يتحرك جُ�سيم على خط م�ستقيم ح�سب العلاقة ف)ن( = 3 ن2 – 4ن + 20؛ حيث ف بُعد 
الج�سيم بالأمتار عن نقطة ثابتة )و( ، ن الزمن بالثواني ، اح�سب ال�سرعة المتو�سطة للج�سيم في 

الفترة الزمنية ]1 ، 4[ .

�إذا كان معدل التغير في الاقتران ق في الفترة ]1 ، 6[ ي�ساوي 12، وكان 
هـ )�س( = 2�س – 3 ق)�س(  ، فَجِد معدل التغير في الاقتران هـ في الفترة ]1 ، 6[. 

الحل

    = 12                                                              لماذا؟
ق)6(  - ق)1( 

1- 6
)2 * 6 - 3ق)6(( - )2 * 1 - 3ق)1((  

 5
  =    

هـ)6(  - هـ)1( 
1- 6 هـ   =  

 ∆ 
∆ �س                 

)   
ق)6(  - ق)1( 

5  ( 3 -   
 2 - 12

 5
12 - 3ق)6( - 2 + 3ق)1(  =

 5
  =      		

34- = 36 - 2 =12 *  3 - 10
 5

=      		

7

�إذا كان معدل التغير في الاقتران ق في الفترة ]1 ، 4[ ي�ساوي 6 ، وكان 
هـ )�س( = 3 �س – ق)�س( + 2 ، فَجِد معدل التغير في الاقتران هـ في الفترة ]1 ، 4[. 
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1(�إذا كان ق)�س( = �س2– �س ، فجد مقدار التغير في قيمة الاقتران ق �إذا تغيرت �س من : 
�أ  ( 3  �إلى  4                            ب(  �س1 = 2  �إلى  �س2 = 2 + هـ

2( �إذا كان ق)�س( = �س2 – 3 ، فجد  معدل التغير في الاقتران ق عندما تتغير �س من )1( �إلى )1 + هـ(.

3( تحرك جُ�سيم في الم�ستوى الإحداثي على خط م�ستقيم من النقطة �أ )�س ، �ص( �إلى النقطة 
     ب )2، 5(. �إذا كانت ∆�س = 0.1 ،  ∆ �ص = 0.6 فجد �إحداثيي النقطة �أ.

�إذا زاد طول �ضلعها من  4( �صفيحة معدنية مربعة ال�شكل تتمدد بالحرارة محافظة على �شكلها، 
6�سم   �إلى  6.1 �سم، فَجِد معدل تغير م�ساحة ال�صفيحة بالن�سبة �إلى طول �ضلعها.

5( �إذا كان معدل التغير في الاقتران ق على الفترة ] -1 ، 2[ ي�ساوي 5 ، فجد معدل التغير في 
الاقتران هـ)�س( = 4 �س2 - 3ق)�س( على الفترة نف�سها .

6( قُذف ج�سم ر�أ�سيَّا للأعلى بحيث يكون بُعده )ف( بالأمتار عن �سطح الأر�ض بَعد )ن( ثانية 
معطىً بالعلاقة ف)ن( = 60ن – 5ن2 جد: 

�أ   (  ال�سرعة المتو�سطة للج�سم في الفترة الزمنية ]2 ، 5[.
ب( ال�سرعة المتو�سطة للج�سم بدلالة ∆ ن ؛ �إذا تغيرت ن من �صفر �إلى ∆ ن.

7( �إذا كان معدل التغير في الاقتران ق على الفترة ]1 ، 4[ ي�ساوي 3 ، وكان ق)1( + ق)4( = 2، 
فجد معدل التغير في الاقتران هـ)�س( = ق2)�س( على الفترة ]1 ، 4[ .

8( �إذا كان معدل التغير في الاقتران ق على الفترة ]2 ، 5[ ي�ساوي 7 ، و كان معدل تغيره على 
الفترة ]5 ، 9[ ي�ساوي 14، فجد معدل التغير في الاقتران ق على الفترة ]2 ، 9[.
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9  ( �إذا كان القاطع المارُّ بالنقطتين )1 ، ق)1(( ، )2 ، 4( الواقعتين على منحنى الاقتران ق 

 مع الاتجاه  الموجب لمحور ال�سينات، فجد ق)1(.
راد π 3

   4 ي�صنع زاوية قيا�سها 

10( �إذا كان ق)�س ( = 
	�

       فجد معدل التغير في الاقتران ق عندما تتغير �س  من  1  �إلى  4 . 

11( �إذا كان ق)�س( = ) �س2 + �س( -1 ، وكان مقدار التغير في قيمة الاقتران  ق عندما تتغير �س 
1  ( ، فجد قيمة �س2 حيث  �س2 <0

3 من 1 �إلى �س2 ي�ساوي ) - 

12( يمثل ال�شكل )2-2(  منحنى الاقتران ق على الفترة ] 1، 5 [ .

  جد ميل العمودي على القاطع   �أ ب  .                 

|2�س - 3 |     ،     0 ≥ �س > 2

] �س + 1 [        ،     2 ≥ �س > 6

ال�شكل )2-2(
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تعلَّمت �سابقًا معدل التغير لاقتران معطىً وتف�سيره الهند�سي والفيزيائي. في هذا الدر�س �سوف 
ت�ستخدم النهايات ومعدل التغير لإيجاد الم�شتقة قَ للاقتران ق ، و�سيظهر لك �أنَّ قَ  )�س1(  تمثل 
ميل المما�س لمنحنى �ص = ق)�س( عند النقطة ) �س1، ق)�س1(( ، و�إذا كان �ص = ق)ن( يمثل اقتران 
م�سافة لج�سم يتحرك على خط م�ستقيم ف�إنََّّ قَ   )ن1( ي�صف ال�سرعة اللحظية للج�سم عند الزمن ن1.   

د علاقة هذه النهاية بميل هذا الم�ستقيم.    ∆ �ص  ، وحدِّ
∆ �س                                                          ∆�س←0�إذا كان �ص = �أ�س + ب ، فجد نهــــــــا 

الم�شتقة الأولى ثانيًا  
First Derivative

ال�شكل )3-2(

عندما ت�ؤول ∆ �س �إلى ال�صفر )�أي تقترب �إلى القيمة �صفر( ي�ؤول القاطع )�أ ب(  �إلى مما�سّ 
لمنحنى الاقتران ق عند النقطة �أ )تنطبق ب على �أ (، �أي ي�ؤول ميل القاطع �إلى ميل المما�سّ عند 
، �ص1( )�س1  �أ  النقطة  عند  لمنحنى ق  المما�سِّ  ميل  ي�صبح  الحالة  ، �ص1(. في هذه  �أ)�س1  النقطة 

 ∆ �ص    �إن وُجدت.
∆ �س ي�ساوي  نهـــــــا 

	   ∆�س←0

على  النقطة ب  �إذا تحركت  ال�شكل )3-2(  في 
منحنى الاقتران ق مقتربة من النقطة �أ، ف�إنََّّك تلاحظ 
�أنَّ �س2 تقترب من �س1، و�أنَّ ∆�س ت�صغر �شيئًا ف�شيئًا، 

وتبعًا لذلك ي�أخذ القاطع ) �أ ب ( �أ�شكالًا مختلفة 
 ،....وتتغير ∆ �ص. 

  ،  �أب3  
 ،  �أب2

 �أب1
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 ∆ �ص   معدل التغير في �ص بالن�سبة �إلى �س �أو الم�شتقة الأولى للاقتران ق عند 
∆ �س يُ�سمى المقدار نهــــــــا 

�س←0
 
∆                         

النقطة )�س1، ق)�س1(( ويُرمز لها ب�أحد الرموز الآتية:

�ص  |                    
�س قَ  )�س1( �أو       �صَ |     �أو     		

                                                          �س = �س1                                �س = �س1

ق)�س1 + ∆ �س( - ق)�س1(   
∆�س      =  نهـــــــا 

 ق)�س2(  - ق)�س1( 
�أي �أنََّّ  قَ )�س1( = نهــــــــا   �س2 - �س1   

                                                             ∆ �س←0
                                           �س2←�س1

 

فًا على فترة مفتوحة تحتوي �س1، وكانت  �إذا كان �ص = ق)�س( اقترانًا معرَّ
ق)�س1 + هـ( - ق)�س1(   موجودة ، ف�إنََّّ هذه النهاية  تُ�سمى الم�شتقة الأولى للاقتران

هـ 
هـ ←0  نهــــــا 

ق عند �س = �س1 .   
�ص |    

�س ويُرمز لها بالرمز قَ )�س1( �أو   
                                                                        �س = �س1

ويكون قَ  )�س1( هو ميل المما�س لمنحنى ق عند �س1.

لاحظ �أنَّه تم ا�ستخدام هـ بدلًا من ∆ �س للتب�سيط .
�إذا كانت النهاية موجودة نقول �إنَّ ق قابل للا�شتقاق عند �س1 ، �أو يوجد لمنحنى الاقتران ق مما�س 

عند �س1 . 
للا�شتقاق  قابل  غير  ق  �إنََّّ  �أي  موجودة  غير  قَ )�س1(  �إنَّ  فنقول  موجودة  غير  النهاية  كانت  �إذا  �أما 

عند �س1.
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هـ ) 2+هـ(        =2
هـ       = نهـــــا  

 2هـ + هـ2
 1+2هـ+ هـ2  +3 - 4       = نهــــــا   هـ

هـ  هـ ←0                                                                                                                 هـ ←0                                        هـ ←0            = نهـــــا    
                        

لاحظ �أنَّ قَ )1( = 2 تمثل ميل المما�س لمنحنى الاقتران ق عند النقطة )1 ، 4(.

2

 ق)2+4هـ(  - ق)2(       .
6هـ 

�إذا كان قَ )2( = 9 ، فجد نهـــــا    
                                                               هـ ←0

الحل
م
4 بفر�ض �أنَّ 4هـ = م ⇐ هـ = 

عندما هـ ←0 ف�إنََّّ م ←0 
 ق)2+م(  - ق)2(   

م
4  

*6
=  نهـــــا   ق)2+4هـ(  - ق)2(      	

6هـ              هـ ←0                                                                   م ←0∴ نهـــــا    

 ق)2+ م (  - ق)2(       
م 

2 نهـــــا 
3 م ←0                                                      = 

                                                                 
  6=9 * 2

3 2 قَ )2( =  
3  =                                                      

1
 �أجب عن كلٍّ مما ي�أتي:

1( �إذا كان ق)�س( = �س3 + 2�س ، فجد قَ )- 1(.
 ق)0(  - ق)5هـ(   

3هـ 
                                                             هـ ←20( �إذا كان قَ)0( = 6، فجد نهـــــا  

�إذا كان ق)�س( = �س2 + 3 ،  فجد ، قَ )1(.
الحل

))1+هـ(2 + 3( - )4(    
هـ     = نهـــــا 

 ق)1+هـ(  - ق)1( 
هـ   هـ ←0                                                                                                         هـ ←0 قَ )1( = نهـــــا  

                        

1
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2
�ص    عند �س = 2  

�س ، فجد    �س   
�س + 1  �إذا كان   �ص = ق)�س( = 

�إذا كان ق)�س( = | �س-1| فجد قَ)�س( عند كلٍّ من القيم الآتية:
1( �س = 3                             2( �س = 0

4

في تعريف الم�شتقة، �إذا ا�ستخدمت الرمز �س بدلًا من الرمز �س1 + هـ )�أي �أنَّ �س= �س1 + هـ(  ف�إنَّ 
هـ = �س - �س1

و�إنَّ �س ← �س1  عندما هـ ←0ويكون 
 

 ق)�س(  - ق)�س1(   
�س- �س1

 ق)�س1+هـ(  - ق)�س1(      =  نهـــــــا
هـ 

 قَ )�س1(  =  نهــــا  
                            هـ ←0                                                           �س ←�س1

وعليه؛ يمكن التو�صل �إلى ال�صورة الآتية لم�شتقة ق عند �س1:
تعميم

 ق)�س(  - ق)�س1(   
�س- �س1 

1      قَ )�س1(  =  نهــــــــا  
                                     �س ←�س

3  
�إذا كان ق)�س( =   �س + 1  ، فجد قَ )3(.

الحل
   �س + 1 - 2    

�س - 3   ق)�س(  - ق)3(         = نهــــــا 
�س - 3                          �س ←3                                                       �س ←3 قَ)3(	= نهـــــــا     

  �س + 4-1   
    = نهــــــا  )�س-3( )   �س + 1 + 2(

  �س + 1 + 2 
�س + 1 + 2     �س + 1 - 2  *  

�س - 3  = نهــــــا  	
                    �س ←3                                                                                  �س ←3 

1
4  =    1  

= نهــــــا   �س +1 + 2 	
�س ←3
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فًا عند العدد �س = �أ : ليكن الاقتران ق معرَّ
 ق)�س(  - ق) �أ (         موجودة ، ف�إنََّّ قَ+  ) �أ ( تُ�سمى الم�شتقة

�س - �أ                                                            �س ←�أ +1(�إذا كانت  قَ+  ) �أ ( =  نهــــــا     

 الأولى للاقتران ق من اليمين عند �س = �أ .
 ق)�س(  - ق) �أ (        موجودة ، ف�إنََّّ قَ-  ) �أ ( تُ�سمى الم�شتقة

�س - �أ                                                            �س ← �أ -2(�إذا كانت  قَ-  ) �أ ( =  نهــــــا     

الأولى للاقتران ق من الي�سار عند �س = �أ .
3( �إذا كانت  قَ-  ) �أ ( = قَ+  ) �أ ( = ل ، ف�إنَّ قَ ) �أ ( موجودة وت�ساوي ل ، وبخلاف ذلك، 

ف�إنَّ قَ ) �أ ( غير موجودة �أو ق)�س( غير قابل للا�شتقاق عند �س = �أ .

5

�إذا كان ق)�س( =  

فابحث في قابلية الاقتران ق للا�شتقاق عند �س =  3 .
الحل 

لاحظ �أنَّ قاعدة الاقتران ق تتفرع عند �س = 3 ؛ لذا يجب �إيجاد قَ- )3( ، قَ+ )3(

�س2               ،    �س ≤ 3
6�س- 9       ،    �س > 3

        
 6�س - 9 - 9 

�س - 3          =  نهـــــــا   
 ق)�س( - ق)3( 

�س - 3                              �س ←3-                                                                 �س ←3-قَ- )3( =  نهـــــــا   

 6 )�س -3(      = 6
�س- 3                          �س ←3-  	  =  نهــــــا   

الحل 
						   لماذا؟     ق)�س( = | �س-1|  = 

  �س - 2-1    = 1
�س - 3   ق)�س( - ق)3(         = نهــــــا 

�س - 3                                    �س ←3                                                         �س ←3       1(  قَ)3( =  نهــــــا     

  1- �س-1   = -1
�س   ق)�س( - ق)0(         = نهــــــا 

�س                                  �س ←0                                                         �س ←0       2(  قَ)0( =  نهــــــا     

،     �س ≤ 1 �س - 1	
،    �س > 1 1 - �س	



91

يمكنك �إيجاد قَ )�س( با�ستخدام �إحدى ال�صورتين )1( ، )2(.

فًا على الفترة ]�أ ، ب[ ، ف�إنََّّ قَ ) �أ (، قَ )ب( غير موجودتين؛ لأنَّ ق  �إذا كان الاقتران ق معرَّ
غير معرّف على ي�سار العدد �أ، وغير معرّف على يمين العدد ب.

تعميم

تعميم

 �س2  - 9   
�س- 3    ق)�س(  - ق)3(       =  نهــــــــا  

�س- 3                           �س ←3+                                                           �س ←3+قَ+ )3( = نهــــــا   

)�س-3(  )�س+3(       =  نهــــــا  )�س+3(  =6 
�س - 3                           �س ←3+                                                                  �س ←3+            = نهـــــــا   

3
4�س + 1      ،     -3 ≥ �س > 1
�إذا كان كان ق)�س( =  2�س + 3      ،       1 ≥ �س ≥ 5

في كثير من الأحيان تحتاج درا�سة م�شتقة الاقتران عند �أي نقطة في مجاله ، �أي درا�سة الم�شتقة 
الأولى كاقتران في �س. لإيجاد هذا الاقتران ، �ضع الرمز �س بدلًا من الرمز �س1 في تعريف الم�شتقة.

جد قَ)-1( ، قَ )1( �إن وجدت.

و�إذا ا�ستبدلت ع  بـ ) �س + هـ( ، �أي �أنََّّ ع = �س + هـ  ف�إنََّّ هـ = ع – �س .
عندما هـ ←0 ف�إنََّّ ع ← �س . ت�صبح المعادلة )1( على ال�صورة الآتية:

تعميم

 ق)�س+هـ(  - ق)�س(         ............ )1(
هـ

قَ)�س( =  نهــــــــا  
                       هـ ←0  

 ق)ع ( - ق)�س(         ............ )2(
ع - �س قَ)�س( =  نهــــــا  

                      ع ←�س  

بما �أنَّ قَ- )3( = قَ+ )3( = 6 
∴  قَ )3( = 6،  �أي �أنََّّ الاقتران ق قابل للا�شتقاق عند �س= 3 
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ح فجد قَ)�س( با�ستخدام تعريف الم�شتقة. �إذا كان ل)�س( = �س3– 3 �س2 + �س، �س 
7

يمكن �إيجاد قَ )�س( ، �س  )1 ، 4( في الفرع )1( بالطريقة الآتية :	

       
 1-ع2 - 1+ �س2 

ع - �س  ق)ع ( - ق)�س(        = نهــــــا  
ع - �س                            ع ←�س                                                             ع ←�س قَ )�س(  =  نهـــــا

 )�س-ع(  )�س + ع(        = - 2�س
ع - �س  �س2 - ع2         = نهـــــا  

ع - �س                         =  نهــــــا 
                            ع ←�س                                          ع ←�س 

1- )�س+هـ(2 - )1- �س2(       
هـ

 ق)�س+هـ(  - ق)�س(          = نهـــــا  
هـ  

قَ)�س( =  نهـــــا  
                           هـ ←0                                                                     هـ ←0                

هـ ) -2�س -هـ(   = -2�س
هـ   =  نهـــــا 

1-�س2   -2�س هـ - هـ 2  -1+ �س2
هـ                 = نهـــــا

                     هـ ←0                                                                                     هـ ←0                                          

∴ قَ)�س( = - 2�س لجميع قيم �س   )1 ، 4(                
2( قَ)3( = -2× 3 = - 6

3 - = 3
2  × 2 - =  ) 3

2 3( قَ )

�إذا كان ق)�س( = 1 – �س2 ، �س  ]1 ، 4[ ، فجد كلًّا مما ي�أتي:
) 3

2 1( قَ )�س(                                  2( قَ )3(                               3(  قَ )
الحل

6

الحل

ع3 - 3 ع2  + ع- �س3 + 3�س2 - �س        
ع - �س ق)ع ( - ق)�س(         = نهــــــــا 

ع - �س قَ)�س( = نهــــــــا  
                    ع ←�س                                              ع ←�س 

 ع    - �س          
ع - �س  ع2   - �س2         + نهــــــــا 

ع - �س  ع3   - �س3          3نهــــــــا 
ع - �س                    = نهـــــــا 

                   ع ←�س                                          ع ←�س                                        ع ←�س 
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4

8

  �س         فجد  قَ)�س( با�ستخدام تعريف الم�شتقة.
�س2 + 8 �إذا كان ق)�س( = 

 

ي�ساوي  قيمة(  �أي  )عند  قطرها  ن�صف  طول  �إلى  بالن�سبة  الدائرة  م�ساحة  تغير  معدل  �أنَّ  �أثبت 
محيط الدائرة.

البرهان
معدل تغير اقتران عند نقطة هو م�شتقة الاقتران عند تلك النقطة، كما تعلمت في بداية هذا الدر�س.

بفر�ض �أنَّ طول ن�صف قطر الدائرة �س والم�ساحة م ، فتكون م)�س( = π �س2.
والمطلوب �إثبات �أنَّ مَ )�س( = π2�س

 
πعπ - 2 �س2        

ع - �س م)ع ( - م )�س(         = نهــــــا 
ع - �س                       ع ←�س                                                ع ←�س مَ )�س( = نهـــــا  

 π )ع  - �س( )ع  + �س(         
ع - �س π )ع2  - �س2 (          = نهــــــا 

ع - �س                    ع ←�س                                      ع ←�س                                     = نهـــــا  

                   ع ←�س	 = نهــــــا π )ع + �س ( = π2�س  وحدة طول.

 )ع  - �س( )ع  + �س(          +1
ع - �س )ع - �س()ع2 +ع �س+�س2(            3نهــــــــا 

ع - �س                        ع ←�س                                                                          ع ←�س                                              = نهــــــــا  

              = 3 �س2 – 6�س + 1

5
�صفيحة معدنية مربعة ال�شكل تتمدد بانتظام محافظة على �شكلها. جد معدل التغير في م�ساحة 

هذه ال�صفيحة بالن�سبة �إلى طولها، عندما يكون طولها 20 �سم.
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البرهان
بطرح و�إ�ضافة ق)�س( في الب�سط

ق)�س + 2هـ( - ق)�س( + ق)�س( - ق)�س - 2هـ(        
هـ

ق)�س + هـ( - ق)�س - 2هـ(          = نهـــــا         
هـ

  نهـــــا     
   هـ ←0                                                                           هـ ←0

ق)�س( - ق)�س - 2هـ(        
هـ

ق)�س + 2هـ( - ق)�س(       +  نهـــــا   
هـ

              = نهــــا  
                           هـ ←0                                                                       هـ ←0

- و 
2 بفر�ض و = - 2هـ  ،  ف�إن هـ =  

و�أنَّ و ← 0 عندما هـ  ← 0
ل 

2 بفر�ض ل = 2هـ ، ف�إن هـ = 
و�أنَّ ل ← 0 عندما هـ ← 0	  

   
ق)�س( - ق)�س + و(     

- و
2

ق)�س + ل( - ق)�س(      + نهـــــا   
ل
2

                            ل ← 0                                                                      و ←0	   = نهــــــا  

ق)�س + و( - ق)�س(   
و

ق)�س + ل( - ق)�س(      + 2نهـــــا   
ل  	   = 2نهــــــا  

                               ل ← 0                                                                          و ←0

  	   = 2قَ )�س(  + 2قَ )�س( = 4 قَ )�س(

: �إذا كان ق اقترانًا قابلًا للا�شتقاق، ف�أثبت �أنََّّ

 ق)�س + 2هـ(  -  ق)�س - 2هـ(         = 4قَ)�س(  
هـ

  نهــــــا 
    هـ ←0

9
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1( ا�ستخدم تعريف الم�شتقة لإيجاد الم�شتقة الأولى لكلًّ من الاقترانات الآتية عند قيمة )قيم( �س 
المبينة �إزاء كلٍّ منها:

�أ   ( ق)�س( = 8 – 5�س                           ،  �س = 3 

ب( م)�س( = �س3 + �س2                                              ،  �س = -1

جـ( ل)�س( =    �س - 1  ، حيث �س   ≤1 ،  �س = 5

د  ( ع)�س(  =                                                                 

      عند �س =0 ، �س= 3، �س = 6

هـ( ك)�س( =| �س2– 4|                      ، �س = 1 ، �س = 2

 2�س                                     ، �س = –1
و (  �ص =  �س + 3

�ص  لكلٍّ من الاقترانات الآتية م�ستخدمًا تعريف الم�شتقة:  
�س 2(جد 

4  ،  �س ≠0              ب( �ص =    2�س - 6  ،  �س<3 
�س �أ   (   �ص= �س2- 

جـ( �ص  = �س3                                         د  (  �ص =   3  �س

: 3( �إذا كان ق اقترانًا قابلا للا�شتقاق، ف�أثبت �أنَّ

 ق)�س+هـ(  - ق)�س- هـ(        = 2قَ)�س(  
هـ

�أ   (  نهــــــا  
            هـ ←0

 ع ق)�س(  - �س ق)ع (        = ق)�س( - �س قَ)�س(  
ع -�س ب ( نهــــــا 

          ع ←�س

 �س2 - �س                    ، 0 > �س ≥ 3
5�س - 9                     ، 3 > �س > 6
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 ْ 5( �إذا كان ق)�س( = )�س- �أ ( ل)�س( ، حيث ل)�س(  اقتران مت�صل عند �س = �أ  ، �أ ثابت، فبِّني
با�ستخدام تعريف الم�شتقة �أن قَ) �أ (  = ل) �أ ( .

6( �أنبوب من المعدن �أ�سطواني ال�شكل يزيد ارتفاعه عن طول ن�صف قطر قاعدته بمقدار وحدتين، 
الجانبية  م�ساحته  تغير  معدل  جد  �شكله،  على  محافظًا  بالتمدد  فبد�أ  بالحرارة  الأنبوب  ن  �سُخِّ

بالن�سبة �إلى طول ن�صف قطر قاعدته؛ عندما يكون طول ن�صف قطر قاعدته 6 �سم .  

7( �إذا كان معدل التغير للاقتران ق عندما تتغير �س من �س �إلى �س + هـ ي�ساوي )6 �س2هـ - 3�س هـ2(، 
حيث: هـ عدد حقيقي يقترب من ال�صفر، فجد قَ )-2(.

�إلى  8( مكعب معدني يتمدد بانتظام محافظًا على �شكله، جد معدّل تغير حجم المكعب بالن�سبة 
طول �ضلعه، عندما يكون طول �ضلعه وحدتَيْ طولٍ.

ي�ساوي  قيمة(،  �أية  )عند  قطرها  ن�صف  طول  �إلى  بالن�سبة  الكرة  حجم  تغير  معدل  �أنَّ  �أثبت   )9
م�ساحة �سطحها.

3ع ق)ع( - 3�سق)�س (        = 3ق)�س( + 3�س قَ)�س(  
ع -�س

جـ ( نهـــــا  
         ع ←�س

ق)5 - 2هـ( - ق)5 + 4هـ(          
هـ                                                    هـ ←40 ( �إذا كان قَ)5( = 6 فجد نهـــــا  
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الات�صال والا�شتقاق
Continuity and Differentiability ثالثًا  

1( للبحث في ات�صال الاقتران ق عند �س=1 يجب �إيجاد النهاية عن يمين العدد 1 وعن ي�ساره، 
لماذا؟ 

 �س←1+                                                   �س←1+نهــــــا  ق)�س( =  نهــــــا  )�س-1(  =0 

نهــــــا  ق)�س( =  نهــــــا  )1-�س(  =0 
�س←1-                                              �س←1-

            �س←1                                                 ومنه نهـــــا  ق)�س( =0  

ق)1( =0
                                                            �س←1                                                ∴ ق مت�صل عند �س =1 لأنَّ نهــــــا  ق)�س( = ق)1(  

2( وللبحث في قابلية الاقتران ق للا�شتقاق عند �س=1، لا بد من �إيجاد قَ-)1( = قَ+)1( ،لماذا؟

�س -0-1         = 1
�س - 1 ق)�س( - ق)1(         = نهــــــا  

�س - 1                                 �س←1+                                           �س←1+  قَ+ )1( = نهـــــــا  

1- �س        = -1
�س -1 ق)�س ( - ق)1(         = نهــــــا  

�س - 1 قَ- )1( = نهـــــــا  
                             �س←1-                                          �س←1- 

∴ قَ )1( غير موجودة  لأنَّ قَ+ )1(≠ قَ-)1( 
لاحظ في الم��سألة ال�سابقة �أنَّ الاقتران ق مت�صل عند النقطة )1 ، ق)1(( لكنه غير قابل للا�شتقاق 

عند هذه النقطة.

�إذا كان ق)�س( = | �س –1|، ف�أجب عما ي�أتي: 
1( ابحث في ات�صال الاقتران ق عند �س=1.

2( ابحث في قابلية الاقتران ق للا�شتقاق عند �س=1.
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والآن، �إذا كان اقتران ما قابلًا للا�شتقاق عند �س = �س1 فهل يكون مت�صلًا عندها ؟ و�إذا كان غير 
مت�صل عند �س = �س1 فهل يمكن �أن يكون قابلًا للا�شتقاق عند �س = �س1؟

البرهان 
ق)�س( - ق)�س1(         موجودة

�س - �س1 بما �أنَّ ق قابل للا�شتقاق عند �س = �س1 ، ف�إنَّ   قَ )�س1( = نهـــــــا  
                                                                                  �س← �س1

                                          والمطلوب �إثبات �أنَّ  نهـــــــا  ق)�س( =   ق)�س1(    
                                 �س←�س1

�س - �س1          (  ، �س ≠ �س1
 ق)�س( -  ق)�س1( = )ق)�س( - ق)�س 1(( )   �س - �س1

ب�أخذ النهاية للطرفين 
ق)�س( - ق)�س1(         * نهــــــــا )�س - �س1(

�س - �س1 نهــــــــا  )ق)�س( - ق)�س1(( = نهــــــــا  
�س← �س1

                                                                                         �س← �س1                                                                             
 �س← �س1

نهـــــــا ق)�س( - نهـــــــا ق)�س1( = قَ )�س1( * 0
                                                  

                                     �س← �س1
 �س← �س1

                                                  نهــــــا ق)�س( - ق)�س1( = 0
 �س← �س1

                                                 ∴ نهـــــــا ق)�س( = ق)�س1( 
        �س← �س1

وبما �أنَّ ق)�س1( معرفة ، ف�إنَّ ق)�س( مت�صل عند �س = �س1.

نظرية 1

 �إذا كان ق اقترانًا قابلًا للا�شتقاق عند �س = �س1 ف�إنَِّّه يكون مت�صلًا عند �س = �س1.

1

�إذا كان  ق)�س( = 

قابلًا للا�شتقاق عند �س = -2 ، فَجد قيمة الثابت �أ . 

 �س3 -4�س      ،  �س <-2
2�س + �أ          ،  �س ≥ -2
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نهــــــــا )2�س+ �أ( = نهـــــــــا ) �س3– 4 �س(
   

�س←-2+
                                   

�س←-2-

			  - 4 + �أ  =  -8 + 8، ومنه  �أ = 4  

الحل
 بما �أنَّ ق اقتران قابل للا�شتقاق عند �س = -2 ، ف�إنَّ ق)�س( مت�صل عند �س = -2 ، �أي �أنَّ 

نهــــــا ق)�س( موجودة وعليه يكون:
     

�س←-2

        هند�سيًّا �إذا كان ق اقتراناً قابًال للا�شتقاق عند �س = �س1 ف�إنَِّّه يوجد لمنحنى الاقتران ق مما�سًا عند 
)�س1، ق)�س1((. 

2

�إذا كان  ق)�س( =                                           ، ف�أجب عن كلٍّ مما ي�أتي:

1( ابحث في ات�صال الاقتران ق عند �س = 4
2( ابحث في قابلية الاقتران ق للا�شتقاق عند �س = 4

الحل
1( نهـــــــا  ق)�س( =  نهـــــــا  )3�س-7( = 12 - 7 = 5   

 �س←4-                                                      �س←4- 

نهـــــــا  ق)�س( =  نهـــــــا  )  �س + 3( =   4  + 3 = 5    
�س←4+                                                     �س←4+

               �س←4 ومنه: نهـــــــا  ق)�س( = 5     

 ق)4( =   4  + 3 = 5

   �س  + 3    ،  �س ≤ 4
   3�س- 7   ،  �س > 4

والمثال الآتي يو�ضح �أنِّ عك�س النظرية )1( غير �صحيح. ) �أي �أنََّّه: �إذا كان ق اقترانًا مت�صلًا عند 
�س= �س1 ، فلي�س �شرطًا �أن يكون قابلًا للا�شتقاق عند �س = �س1(
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 �س - 2         
�س - 4  �س + 3 - 5         = نهـــــــا

�س - 4 ق)�س ( - ق)4(         = نهـــــــا  
�س - 4 قَ+ )4( = نهـــــــا   

                            �س←4+                                                   �س←4+                                                �س←4+

1
4  �س - 4          = 

 �س + 2        = نهـــــــا  )�س - 4()   �س + 2(
�س + 2  �س - 2         *  

�س - 4                           �س←4+                                                                           �س←4+                                         = نهــــــا   

قَ)4( غير موجودة لأنَّ قَ- )4( ≠ قَ+)4( . �أي �أنََّّ ق غير قابل للا�شتقاق عند �س= 4.
لاحظ هنا �أنَّ ق اقتران مت�صل عند �س= 4 لكن قَ )4( غير موجودة.

ملاحظة
      بتحليل المقام �إلى)    �س + 2( )   �س - 2( .

 �س -2 
�س - 4 يمكنك �إيجاد نهــــــا 

                       �س←4+

1

�إذا كان  ق)�س( =                                        ، ف�أجب عن كلٍّ مما ي�أتي:

1( ابحث في ات�صال الاقتران ق عند �س=2
2( ابحث في قابلية ا�شتقاق الاقتران ق عند �س = 2

4  + 1    ،  �س ≤ 2
�س    

   5�س- 1    ،  �س > 2

3)�س - 4(          = 3 
�س - 4            �س←4-     = نهـــــــا  

                                                                             �س←4 ∴ الاقتران ق مت�صل عند �س= 4 لأنَّ نهـــــــاق)�س( = ق)4( 

2( لإيجاد  قَ )4( جد  قَ- )4( ، قَ+ )4( ،  لماذا؟ 

3�س - 7 - 5        
�س - 4 ق)�س ( - ق)4(          = نهــــــا  

�س - 4 قَ-  )4( = نهـــــــا  
                           �س←4-                                                                                         �س←4-
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نقطة  التي تم بحث م�شتقتها عند  ال�سابقة  الأمثلة  الاقترانات في  �أنَّ كل  �أنَّك لاحظت  بدَّ  لا 
كانت مت�صلة عند هذه النقطة، لكن ماذا يحدث لم�شتقة الاقتران عند نقطة؛ �إذا كان الاقتران غير 

مت�صل عند هذه النقطة؟
تناق�ش النظرية الآتية علاقة عدم الات�صال عند نقطة بقابلية الا�شتقاق عندها.

نظرية 2

�إذا كان ق اقترانًا غير مت�صل عند النقطة )�س1 ، ق)�س1(( ف�إنَِّّه غير قابل  للا�شتقاق عندها.

الحل
1( �أعد تعريف الاقتران ق حول �س = 1

ق)�س( = 2 لكل �س  ] 0، 3 (
قْ من ذلك.                                       لماذا؟ ق مت�صل عند �س= 1 .  تحقَّ

0 =       
  2 - 2
�س - 1 ق)�س ( - ق)1(         = نهــــــا  

�س - 1                               �س←1                                                  �س←1 قَ)1( = نهــــــا  

2( �أعد تعريف ق حول �س = 3

1 �س+2 [ = 
3 [ 

.3  = �س  عند  للا�شتقاق  قابليته  تبحث  �أن  قبل   3  = �س  عند  ق  الاقتران  ات�صال  في  ابحث 
 �س←3-                                                                   �س←3+نهـــــــا  ق)�س( =2،   نهــــــا ق )�س(  = 3 

   2        ، 0 ≥ �س > 3
   3       ،  3 ≥ �س > 6

1 �س + 2[ ، ف�أجب عما ي�أتي :
3 �إذا كان ق)�س( = ]

1( ابحث قابلية الاقتران ق للا�شتقاق عند �س = 1.

2( ابحث قابلية الاقتران ق للا�شتقاق عند �س = 3.

3
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              �س←3-                                                  �س←3+بما �أنَّ نهـــــــا  ق)�س( ≠ نهــــــا ق )�س( ، ف�إن:

       �س←3 نهــــــا  ق)�س( غير موجودة ، �أي �أنََّّ ق غير مت�صل عند �س = 3 ، وعليه ف�إنََّّ ق غير قابل

  للا�شتقاق عند �س = 3 ) نظرية 2(.

الحل
1( ق اقتران غير قابل للا�شتقاق عند �س=1 ، �س= 5 لأنَّهما طرفا فترة

2( ابحث في ات�صال الاقتران ق عند �س = 2 ، لماذا؟
�س6 -4( =  -1     نهـــــــا  ق)�س( =  نهــــــا  ) 

�س←2-                                                    �س←2-

نهـــــــا ق)�س( =  نهــــــا )3�س +1( =  7    
�س←2+                                                     �س←2+

غير موجودة  
 

                       �س←2-                                                �س←2                                    �س←2+                               بما �أنَّ نهـــــــا ق)�س( ≠ نهـــــــا ق)�س(، ف�إنَّ نهــــــا ق)�س( 

∴ ق غير مت�صل عند �س = 2 وعليه ف�إنَّ قَ)2( غير موجودة.

3( ابحث الم�شتقة  عندما 1> �س> 2 
ق)ع ( - ق)�س(       

ع - �س ع←�س  قَ )�س( = نهـــــا  
                   

  
ع6 -4( - ) �س6 -4(        (

ع - �س               = نهـــــا  
                          ع←�س                                                  

2

�إذا كان  ق)�س( =                                         

فابحث قابلية الاقتران ق للا�شتقاق عند �س = 2 ، �س = 4.

    �س + 1      ،     0 ≥ �س > 2
   �س2 - 1     ،     2 ≥ �س ≥ 5

6 - 4     ،  1   ≥ �س ≥2
�س     

   3�س+ 1    ،   2  > �س ≥ 5
�إذا كان ق)�س(=                                                      ، فجد قَ)�س( على مجاله.

4
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4( ابحث الم�شتقة عندما  2> �س > 5
 ق)�س + هـ(  - ق)�س(       

هـ      قَ)�س( =  نهـــــا 
                                 هـ ←0

)3)�س + هـ( + 1(  - )3�س +1(       
هـ

             هـ ←0= نهـــــا 

3�س + 3 هـ  + 1 - 3�س - 1
هـ                هـ ←0= نهـــــا  

3هـ    = 3
هـ               هـ ←0= نهـــــا 

- �س6 ع6
ع - �س ع←�س= نهـــــا

      
6�س - 6ع

ع �س
ع - �س         ع←�س= نهـــــا 

6-
�س2 6)�س -ع(        =  

      ع←�س= نهـــــا ع �س)ع - �س(

-6             ،    1> �س > 2
   �س2

غير موجودة    ،     �س  = 5،2،1 
    3              ،     2> �س > 5

: مما �سبق تجد �أنَّ

قَ)�س( =  
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1( ابحث في قابلية ا�شتقاق كل اقتران مما ي�أتي عند قيمة ) قيم( �س  المبينة �إزاء كلٍّ منها:

 �س                  ،       �س = 1  
�أ   ( ق)�س( =  �س - 1

ب( ع)�س( = )�س - 2(] �س [   ،       �س = 2

1 ، �س= - 1
4 جـ( ل)�س( = ] 3 - 2�س [       ،        �س = 

د  ( ك)�س(  =                                                        �س=0 ،  �س= 3، �س = 5

2( �إذا كان  ق)�س( = 

فجد قَ)9( �إن وُجدت.

3( �إذا كان  هـ)�س( = 

اقترانًا قابلًا للا�شتقاق عند �س= 1 ، فَجد قيمة الثابت �أ.

4( �إذا كان ق)�س( =   

ابحث في قابلية الاقتران ق للا�شتقاق على مجاله، واكتب قاعدة قَ)�س(.

5( �إذا كان ع)�س( = 

فابحث في قابلية الاقتران ع للا�شتقاق عند �س = 2

 �س2 -2�س   ،       �س > 2

2�س - �س2   ،       �س ≤ 2

    �س2  + 2�س    ، 0 ≥ �س >3
   6�س- 3        ،  3 > �س ≥ 5

    �س2              ،      �س ≥ 1
   2�س + �أ      ،      �س < 1

 �س - 9        ،      �س ≠ 9
  �س - 3

  6              ،      �س = 9

 -1-2�س    ،      �س > -1
      �س2         ،      -1≥�س≥1

      �س         ،       �س <1
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6( �إذا كان ق)�س( = 

فابحث في قابلية الاقتران ق للا�شتقاق على مجاله، واكتب قاعدة قَ )�س(.

7( �إذا كان ق)�س( = 

فابحث في قابلية الاقتران ق للا�شتقاق على مجاله، واكتب قاعدة قَ)�س(.

  0               ،     �س ≥ 0
5 - �س        ،    0  > �س>4

1          ،     �س ≤ 4 
5 - �س

] �س [          ،    1≥ �س > 2
 | �س-3|      ،    2≥ �س ≥ 4
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البرهان 
با�ستخدام تعريف الم�شتقة يكون

= �صفرًا  ) جـ -جـ(  
هـ  ق)�س+ هـ(  - ق)�س(         = نهـــــا 

هـ                            هـ ←0                                                                  هـ ←0قَ )�س( =  نهـــــا  

تف�سير هذه النتيجة هند�سيًّا ب�أنَّ التمثيل البياني للاقتران الثابت ق)�س( = جـ م�ستقيم �أفقي، وميل 
الم�ستقيم  الأفقي= �صفرًا.

در�ست �سابقًا �إيجاد م�شتقة اقترانات ب�سيطة با�ستخدام التعريف، ولكنَّ �إيجاد م�شتقات بهذه 
الطريقة لاقترانات مثل ق)�س( = ) �س3 + 6�س – 5( �أو ق)�س( = �س3|�س| عند �س = 4 يتطلب 

�إجراء عمليات جبرية مطولة.
في هذا الدر�س �ستتعلم قواعد تـمكنك من �إيجاد الم�شتقة بطرق مخت�صرة.

قاعدة )1(

�إذا كان ق)�س( = جـ ، حيث جـ عدد ثابت ، ف�إنَّ قَ)�س( = �صفرًا ، لكل �س  ح.

الفصل الثاني

�إذا كان ق)�س( = �س3 |�س| ،  فَجد قَ)�س( عند �س = 4.

قواعد الا�شتقاق)1(أولًا
Differentiation Rules 1

قواعد الاشتقاق
Rules of Differentiation

  ت�ستخدم قواعد الا�شتقاق لإيجاد الم�شتقات.
  تجد الم�شتقات العليا لاقترانات و علاقات معطاة حتى الم�شتقة الرابعة.

  تجد م�شتقات الاقترانات الدائرية.
يَغ الاقترانات المركّبة.    ت�ستخدم قاعدة ال�سل�سلة لإيجاد م�شتقة �صِ

  تجد الم�شتقة الأولى لعلاقة �ضمنية.
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البرهان
�سنحتاج الحقيقة الآتية في البرهان

ع ن – �س ن  = )ع – �س( ) ع ن –1 + ع ن –2�س + ع ن – 3�س2 + ...+ ع �س ن – 2+ �س ن –1(

 ق)ع(  - ق)�س(          ) الم�شتقة الأولى من التعريف(
ع - �س

قَ)�س( =  نهــــــــا  
                     ع ← �س  

عن  -  �سن           
ع - �س

=  نهـــــــا   	
                     ع ← �س  

 )ع - �س( )عن –1 + عن –2 �س + عن –3    �س2  + ... + ع �سن –2 + �سن –1  (     
ع - �س =  نهــــــا     	

                     ع ← �س  

= نهــــــا )عن –1 + عن –2 �س + عن –3  �س2  + ... + ع �سن –2 + �سن –1  (        	
ع ← �س

                   
= �سن –1 + �سن –1 + �سن –1 + ... + �سن –1          ن من المرات 	

= ن �سن –1 	

1

2

�إذا كان ق)�س( =    3  فجد قَ)�س( ، قَ)1(، قَ)- 4(
الحل

قَ )�س( = 0، لكل �س  ح ؛ لأنَّ ق)�س( اقتران ثابت.
قَ )1( = 0، قَ)- 4( = 0

قاعدة)2(
�إذا كان ق)�س( = �سن ، حيث ن عدد �صحيح موجب  ، ف�إنَّ قَ)�س( = ن �سن-1

جد قَ)�س( ثم جد قَ)-1( في كلٍّ مما ي�أتي:
1( ق)�س( = �س5                      2( ق)�س( = �س                    3( ق)�س( = �س12
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البرهان 
 جـ ق )ع(  - جـ ق )�س(       

ع - �س
 هـ )ع(  - هـ )�س(         = نهــــــــا 

ع - �س
ع ←�سهـَ  )�س( =  نهــــــــا  

                                      
                             ع ←�س                        

 ق )ع(  - ق )�س(         = جـ قَ )�س(
ع - �س

                               ع ←�س             =  جـ نهـــــــا  

�أي �أنََّّ م�شتقة عدد ثابت م�ضروبًا في اقتران ي�ساوي العدد الثابت م�ضروبًا في م�شتقة الاقتران.

جد قَ )�س( في كلٍّ مما ي�أتي:
�س3         

π 1( ق )�س( =4�س5                 2( ق)�س( = - �س6            3( ق)�س( =  
الحل

1( قَ )�س( = 4×)5�س4( = 20�س4
2( قَ )�س( = )-1()6�س5( = -6�س5
3        �س2 

π 1         )3�س2( = 
π 3( قَ )�س( = 

اقتراناتٍ  ق�سمة  �أو  �ضرب  �أو  طرح  �أو  جمع  من  مكونة  اقترانات  م�شتقات  �إيجاد  نحتاج 
ب�سيطةً، �سنناق�ش �إيجاد هذه الم�شتقات في القواعد الآتية.

قاعدة)3(

: �إذا كان ق اقترانًا قابلًا للا�شتقاق عند �س، جـ عدد ثابت، وكان هـ )�س( =جـ ق)�س( ، ف�إنَِّّ
َ )�س( =جـ قَ )�س(. الاقتران هـ )�س( قابل للا�شتقاق عند �س و�أن هـ

3

الحل
،   قَ )-1( = 5 			  1( قَ )�س( = 5 �س4
،   قَ )-1( = 1 		 2( قَ)�س( = 1 × �س0 = 1

،   قَ )-1( = -12 		 3( قَ )�س( = 12 �س11
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الحل
عّرب عن ق)�س(  دون ا�ستخدام رمز القيمة المطلقة حول العدد -2:

ق)�س( =  �س4× - �س = - �س5          ،      لماذا؟
قَ )�س( = -5�س4

∴ قَ )-2( = -5 )-2(4 = -80

البرهان 
  )ل)ع( + م)ع(( -  )ل)�س( + م)�س((      

ع - �س   ق)ع(  -  ق)�س(          = نهـــــــا 
ع - �س  قَ )�س( =  نهــــــا   

                        ع ←�س                                                           ع ←�س

  م)ع( - م)�س(      
ع - �س   ل)ع(  -  ل)�س(          + نهـــــــا 

ع - �س 	   =  نهــــــا   
                            ع ←�س                                                            ع ←�س

	   =   لَ )�س(   +    مَ )�س(
َ )�س(، يمكن كتابة هـ)�س(  على ال�صورة: لإثبات �أنَّ هـَ )�س( = لَ )�س( – م

 هـ )�س( = ل)�س( + )-1( م)�س( وبا�ستخدام قاعدة م�شتقة مجموع اقترانين؛ وقاعدة م�شتقة حا�صل

قاعدة)4(

قاعدة الجمع والطرح
�إذا كان كلٌّ من الاقترانين ل، م  قابلًا للا�شتقاق عند �س، وكان،  

ق)�س( = ل)�س( + م)�س( ، هـ )�س( = ل)�س( - م)�س( 
ف�إنَّ كلًّا من الاقترانين ق، هـ قابل للا�شتقاق عند �س، وتكون:

قَ )�س( = لَ )�س( + مَ )�س( 
هـَ  )�س( = لَ )�س( – مَ )�س(

4
�إذا كان ق)�س( = �س4| �س |  فجد  قَ  )-2( 

1
جد م�شتقة كلٍّ من الاقترانات الآتية:

�س         
2 1(ق1)�س( = 6                2( ق2)�س( = - 4�س2                3( ق3)�س( =  
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وب�صورة عامة : �إذا كان كلٌّ من الاقترانات ق1، ق2،... ، قن قابلًا للا�شتقاق عند �س وكان : 
: ل)�س(  =  ق1)�س( + ق2)�س( + ق3)�س( + ... + قن)�س(،ف�إنَّ

 )�س( + ق2َ )�س( + ق3َ )�س( + ... + قَ ن)�س(
 لَ )�س( =  ق1َ

نتيجة

 �إذا كان ق اقترانًا كثير حدود ، ف�إنَّ ق قابل للا�شتقاق لكل �س  ح. 

6

5

الحل
1( قَ )�س( = 14 �س + 4   3 �س3
2( قَ )�س( = 20 �سπ 6 - 4�س5

جد قَ )�س( في كلٍّ مما ي�أتي :
1( ق)�س( = 7 �س2 +    3 �س4                   2( ق)�س( = 4 �سπ - 5 �س6

�إذا كان ق)�س( = �س4  – 6�س2 + 4 ، فجد كلًّا مما ي�أتي : 
1( قَ)�س(                                2( قيم �س التي يكون عندها لمنحنى الاقتران ق مما�س �أفقي.

الحل
1(  قَ)�س( =4�س3 -12�س 

2( يكون المما�س �أفقيًّا عندما قَ)�س( = 0      
�أي �أنََّّ 4�س3 -12�س =0  

         4�س) �س2–3( =0    
 ومنه �س= 0 ، �س = ±   3 

∴ يكون المما�س �أفقيًّا عند �س= 0، �س = ±    3

�ضرب عدد ثابت في اقتران تجد �أنَّ هـَ  )�س( = لَ )�س( + )–1( مَ )�س( ومنه هـَ  )�س( =  لَ  )�س( –  مَ )�س(
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7

3

الحل 
�أعد تعريف الاقتران ق دون ا�ستخدام رمز اقتران �أكبر عدد �صحيح حول �س =0.6

    )1،         1
2 1         ،  وبما �أنَّ 0.6 ] 

2 ] 2�س +1[ يغير قاعدته بعد كل فترة طولها 

] 2�س +1[ = ]2 × 0.6 + 1 [ =  ]2.2[ = 2
�إذن ت�صبح القاعدة ق)�س( = 4 �س3– 2 

قَ )�س( = 12�س2
قَ )0.6( = 12× )0.6(2  = 4.32

�إذا كان ق)�س( = | �س-2 | + 3 �س2  ،  فجد قَ )1(.
الحل

�أعد تعريف الاقتران ق)�س( دون ا�ستخدام رمز القيمة المطلقة .
لاحظ �أنَّ | �س-2 | = 2- �س حول العدد 1 

وعليه ف�إنََّّ ق)�س(    = 3�س2– �س + 2
                قَ )�س(   = 6�س -1 

                قَ)1(     =  5

�إذا كان ق)�س( = 4 �س3 - ] 2�س +1[ فجد قَ  )0.6(

�أجب عن كلٍّ مما ي�أتي :
1( �إذا كان  ق)�س(= 2�س3 ) 4�س – 5�س2( فجد قَ )�س(.

2( �إذا كان ق)�س( = ]  3�س + 1 [  + | �س | فجد قَ )0.4(.

2

3          ( فجد قَ ) -1(
�س �إذا كان ق)�س( = 5�س4 )2�س -  

8
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1( جد الم�شتقة الأولى لكلٍّ من الاقترانات الآتية :
 �أ   ( ق)�س( =    30                                    ب(     �ص  = 4 �س10

 
1          �س(4

2  جـ(      �ص = π 4 2                                    د  ( ق)�س( = ) 

�ص  لكلٍّ من الاقترانات الآتية :  
�س  2( جد 

1          )�س2 +8( 
4  �أ  ( �ص = �س2 + 3�س - 4                          ب( �ص = 

1          �س3 - �س
3 1          �س4 + 

4 π          4 �س3                                  د  ( �ص = 
3 جـ( �ص = 

3( جد قَ)�س ( لكلٍّ من الاقترانات الآتية عند قيمة �س المبينة �إزاء كلٍّ منها :
1          �س4                                                                  ، �س = - 1

2      �أ  ( ق)�س( = 
    ب( ق)�س( = �س2 + | 3�س – 6 |                      ، �س = 3

1          �س +5[ -4�س2                  ، �س = 2.4 
2     جـ( ق)�س( =]

     د ( ق)�س( = 3�س +] �س + 0.1 [ - | �س |      ، �س = -1

4( �إذا كان ل، هـ اقترانين قابلين للا�شتقاق، وكان لَ )-2 ( = 4 ، هـَ )-2 ( = -3 ، فجد قَ)-2( 
في كلٍّ  مما ي�أتي:

�أ   ( ق)�س( = 6 ل)�س( – 2هـ )�س(
      ل)�س( + هـ )�س( + �س3

   1
2 ب( ق)�س( = 

5( �إذا كان ق)�س( =       

وكانت قَ )1( موجودة ، فجد قيمة كلٍّ من الثابتْني �أ ، ب.

 �أ �س2+ ب �س              ،  �س ≥ 1
4- ب �س2+ �أ �س        ،  �س < 1
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6( �إذا كان    ق)�س( =                                    

وكان ق)�س( اقترانًا مت�صلًا عند �س= جـ ، وكان ل)�س( اقترانًا قابلًا للا�شتقاق عند �س = جـ. 
ف�أثبت �أنََّّ الاقتران ق قابل للا�شتقاق عند �س = جـ ، ثم جد  قَ)جـ( .

 ل) �س(                     ،  �س ≥ جـ
 لَ )جـ( ) �س-جـ(    ،  �س < جـ
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قواعد الا�شتقاق  2
Differentiation Rules 2 ثانيًا  

تعلمت �سابقًا القواعد العامة لا�شتقاق نوع معين من الاقترانات، و�ستتعرف في هذا الدر�س 
قواعد �أخرى.

ثم  ال�ضرب  ناتج  ) 4�س2 +1( جد   ) �س3 + 6�س - 5   ( الاقتران ق)�س( =  م�شتقة  لإيجاد 
ا�ستخدم قواعد الا�شتقاق ال�سابقة.

ق)�س(  =  4 �س5 + 25 �س3– 20 �س2 + 6 �س - 5
قَ )�س( =  20 �س4 + 75�س2 – 40 �س + 6

يمكن �إيجاد  قَ)�س( دون �إيجاد ناتج ال�ضرب كما في القاعدة الآتية:

قاعدة)1(

قاعدة ال�ضرب   
�إذا كان الاقترانان ل، هـ قابلين للا�شتقاق عند �س، وكان  ق)�س(= ل)�س( × هـ )�س( ، ف�إنََّّ 

: الاقتران ق يكون قابلًا للا�شتقاق عند �س، و�إنَّ
      قَ)�س( =  ل)�س( ×  هـَ )�س( + هـ )�س( × لَ)�س( 

�أي �أنََّّ م�شتقة حا�صل �ضرب اقترانين ت�ساوي:
      الاقتران الأول × م�شتقة الثاني + الاقتران الثاني × م�شتقة الأول

�إذا كان ق)�س( = ) �س3 + 6�س( ) 4�س2 - 3( فجد قَ )�س(.
الحل

     )�س3 + 6�س(
�س     ) 4�س2 - 3( + ) 4�س2 - 3( 

�س  قَ )�س( = ) �س3 + 6�س( 

        ، فجد قَ )�س( . 
4�س2 - 3 

�إذا كان ق)�س( =   �س4 + 2�س +1

1
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قاعدة)2(

= ) �س3  + 6�س( ) 8�س( + ) 4�س2 - 3( )3�س2 + 6(
= 8�س4  + 48�س2 + 12�س4 + 24�س2 - 9�س2 - 18 =  20 �س4 + 63 �س2 - 18 

حُلَّ المثال )1( بطريقة �أخرى.

1          �س  + 3(  فجد قَ )�س(.
2   �إذا كان ق)�س( = ) 4 - 2 �س3( ) 

قاعدة الق�سمة   
ل )�س( ،  هـ )�س( ≠ 0 ، 

�إذا كان الاقترانان ل، هـ قابلين للا�شتقاق عند �س، وكان ق)�س( =  هـ )�س(
ف�إنََّّ الاقتران ق يكون قابلًا للا�شتقاق عند �س، و�إنَّ 

هـ)�س( * لَ)�س(  - ل)�س(  * هـَ )�س(     
)هـ)�س((2 قَ)�س( = 

�أي �أنَّ م�شتقة حا�صل ق�سمة اقترانين ت�ساوي :
   المقام * م�شتقة الب�سط - الب�سط *  م�شتقة المقام 

                                         ) المقام (2

1

        ، فجد قَ )�س( . 
�س3 + �س 
�س2 + 5 �إذا كان ق)�س( =

2

الحل
: ا�ستخدم قاعدة الق�سمة لتجد �أنَّ

قَ)�س( =

=           

     )�س2+ 5(   
�س     )�س3+ �س( - )�س3+ �س( * 

�س  )�س2+ 5( *  
 )�س2+ 5(2

 )�س2+ 5( )3�س2+ 1( - )�س3+ �س()2�س(   
)�س2+ 5(2

)3�س4+ �س2 + 15�س2+ 5( - )2�س4+ 2�س2(   
)�س2+ 5(2

�س4+ 14�س2 + 5   
)�س2+ 5(2    ==
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�إذا كان الاقتران ل قابلًا للا�شتقاق عند �س، �أ عدد ثابت وكان: 
: ، ل)�س( ≠  0 ف�إنِّ الاقتران ق يكون قابلًا للا�شتقاق عند �س، و�إنَّ  �أ 

ل)�س(  ق)�س( =

- �أ لَ)�س(  
) ل)�س( (2 قَ )�س( = 

قد تواجهك بع�ض الاقترانات المكوّنة من ب�سط ومقام يكون ب�سطها عددًا ثابتًا . النتيجة الآتية 
تُ�سهل عليك العمليات الجبرية لإيجاد م�شتقة مثل هذه الاقترانات.

2�س =1

�س =  1
  �ص 

�س     فجد 
6�س + 1   

�إذا كان �ص =   �س2  - 4

نتيجة)1(

نتيجة)2(

�إذا كان ق)�س( = �سن ، �س ≠ 0 ، ن عدد �صحيح �سالب،  ف�إنَّ قَ)�س( = ن �سن-1

البرهان
افر�ض �أنَّ ن = - م ، �س ≠ 0 حيث م عدد �صحيح موجب، فيكون ق)�س( = �س ن = �س- م.

1
با�ستخدام خ�صائ�ص الأ�س�س يكون  ق)�س( =  �س م

 - م  * �سم-1      = -م �سم -1-2م  = -م �س-م -1
)�سم(2  =      )

 �سم   * 0  - )1( )م �سم-1
)�سم(2 قَ )�س( = 

قَ  )�س( = -م �س-م -1 = ن �سن-1          لأن - م = ن

�أثبت نتيجة )1(.
ر وناق�ش فكِّ
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3

3
جد م�شتقة كلٍّ من الاقترانات الآتية:

�س4 - 3         
�س3   π                     2( ق)�س( = �س-4                3( ع)�س( =

1(ل)�س( =   �س2
الحل

1( با�ستخدام النتيجة )1( يكون:

       π 2-
(      =  �س3

- π )2 �س 
)�س2(2       لَ )�س( = 

2( با�ستخدام النتيجة )2( يكون:
         4-

      قَ  )�س( = - 4 �س-4 -1 = - 4 �س-5 =  �س5
3( يمكن �إعادة كتابة ق على ال�صورة

3         =  �س - 3 �س- 3
3        = �س-  �س3

�س4        -   �س3
      ع )�س( =  �س3

با�ستخدام النتيجة )2( وقواعد الا�شتقاق يكون :
       9

عَ )�س( = 1 - 3)-3( �س-          4  = 1 + 9 �س-          4   = 1 +   �س 4

�ص    لكلٍّ مما ي�أتي :  
�س  جد  

2 - �س3             
3                                                  2(  �ص=  �س  

1( �ص=  �س 2

ر وناق�ش فكِّ
حُلَّ فرع )3( من مثال )3( بطريقة �أخرى.
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2(ابحث في ات�صال ق)�س( عند �س = �أ وهناك حالتان :
  �أ ( ق اقتران غير مت�صل عند �س = �أ وبناءً عليه ق غير قابل للا�شتقاق عند  �س = �أ ) نظرية 2 

في الات�صال والا�شتقاق(
ب( ق مت�صل عند �س = �أ وفي هذه الحالة يجب بحث قابلية الا�شتقاق عند �س = �أ با�ستخدام 

تعريف الم�شتقة عند نقطة.
�صورة  على  قواعدها  التي  المت�شعبة  الاقترانات  في  الا�شتقاق  قواعد  ا�ستخدام  ويمكنك 

كثيرات حدود �أو ن�سبية.

قَ)�س( = 
 لَ) �س(       ،  �س < 1
هـَ )�س(    ،  �س > 1

 ل) �س(       ،    �س ≤ �أ
هـ )�س(    ،    �س > �أ

 الحل 
1( عندما �س<1 ، ق اقتران مت�صل؛ لأنَّه على �صورة كثير حدود، �إذن قَ)�س( = 24�س2 + 4

عندما �س >1، ق اقتران مت�صل؛ لأنَّه على �صورة كثير حدود، �إذن قَ)�س( = 16 �س + 12 

�أي �إنَّ  قَ )�س( =                                              

�إذا كان ق)�س( =                                                            ، فجد قَ)�س(.
 8�س3 + 4�س                          ،   �س ≤ 1
 8�س2 + 12�س - 8        ،   �س > 1

 24�س2 + 4      ،  �س < 1
 16�س + 12     ،  �س > 1

4

لإيجاد م�شتقة الاقتران المت�شعب ق)�س( = 

 حيث لَ  )�س( موجودة لكل �س < �أ ، هـَ )�س( موجودة لكلِّ �س > �أ  ، اتبع الخطوات الآتية:
1( جد لَ )�س( عندما �س < �أ، هـَ  )�س( عندما �س > �أ  فيكون :

م�شتقة الاقترانات المت�شعبة
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5

�إذا كان ق)�س( = �س3| �س - 2 | فابحث في قابلية الاقتران ق للا�شتقاق على ح .
الحل

1( �أعد كتابة الاقتران ق دون ا�ستخدام رمز القيمة المطلقة.

| �س - 2| = 
: وعليه ف�إنَّ

 ق )�س( = 

2( عندما �س <2 ، ق مت�صل لأنَّه على �صورة كثير حدود،  قَ )�س( = 4�س3 – 6�س2
 عندما �س >2 ، ق مت�صل لأنَّه على �صورة كثير حدود،  قَ )�س( = 6�س2 – 4�س3

�أي �أنَّ  قَ )�س( =                                                   

  �س - 2     ،  �س ≤ 2
  2 - �س    ،  �س > 2

  �س4 - 2�س3     ،  �س ≤ 2
  2�س3 - �س4     ،  �س > 2

  4�س3 - 6�س2      ،  �س < 2
  6�س2 - 4�س3      ،  �س > 2

قَ )�س( =                                               
 24�س2 + 4       ،  �س < 1
       28              ،  �س = 1
 16�س + 12     ،  �س > 1

يمكنك الآن كتابة قَ )�س( لكل �س   ح على ال�صورة :

قَ+ )1( = 24)1(2  + 4 = 28
قَ- )1( = 16)1( + 12 = 28 

بما �أن قَ+)1( = قَ-)1( =28
�إذن قَ )1( = 28

2( ابحث في قابلية الاقتران ق للا�شتقاق عند �س = 1.
ق مت�صل عند �س= 1                                              لماذا؟
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3( ابحث في قابلية الاقتران ق للا�شتقاق عند �س = 2.
ق اقتران مت�صل عند �س= 2                                         لماذا؟

قَ+ )2( = 4)2(3- 6)2(2 = 8
قَ- )2( = 6)2(2 - 4)2(3 = - 8

بما �أنَّ قَ+)2( ≠ قَ-)2( ف�إنَّ قَ )2( غير موجودة. 
يمكنك الآن كتابة قَ )�س( لكلِّ �س   ح على ال�صورة :

 4�س3 - 6�س2     ،  �س < 2 
 غير موجودة         ،  �س = 2
6�س2 - 4�س3      ،  �س > 2

قَ )�س( =   

4

  فابحث في قابلية الاقتران ق للا�شتقاق على ح.

�إذا كان ق)�س( =                                                           
4      ،      �س ≥ 1

 �س + 1  
  

  �س + 1      ،      �س < 1
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  �ص   في كلٍّ مما ي�أتي:
�س 1( جد  

      �أ   ( �ص = �س2 ) 1 + �س3(                          ب( �ص = )�س3  - 2�س + 1( ) 4�س - 3(
�س2 - 1

                                    د  ( �ص =      2�س + 3  
�س3

جـ( �ص =   1 - �س  

2( جد قَ)�س( في كلٍّ مما ي�أتي:

�أ   (  ق)�س( = �س)�س + 2( ) �س2 - 3�س – 6(

ب( ق)�س( = | �س - 3 | )�س2 + �س( 

�س2 - 2�س + 4
�س2 + 4   جـ(  ق)�س( = 

|�س2- 5�س + 4|   ، �س  ) 1، 5 [
�س )�س - 1(    د  ( ق)�س( = 

 3( �إذا علمت �أنَّ هـ )�س( قابلٌ للا�شتقاق و�أنَّ هـ )2( = 3 ، هـَ )2( = -1، فجد قَ  )2( في كلٍّ 
مما ي�أتي:

 �أ  ( ق)�س( = �س هـ )�س(                            ب( ق)�س( = 3�س2هـ )�س( - 5�س

2�س + 1
3 هـ )�س(  1               د  ( ق)�س( = 

هـ)�س(   جـ( ق)�س( = هـ )�س( -  

4( �إذا كان ل، هـ اقترانين قابلين للا�شتقاق وكان ل )-2( = 3 ،لَ )-2( = - 1 ، هـ)-2( = 4                                                                                                                                               
هـَ  )-2( =  -6 ، فجد قَ )-2( في كلٍّ مما ي�أتي:

 	
هـ)�س(

�أ   ( ق)�س( = ل)�س( × هـ)�س(                   ب( ق)�س( =  ل)�س( +1  
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5( جد قَ)�س( في كلٍّ مما ي�أتي، عند قيمة �س المبينة �إزاء كلٍّ منها:
 �أ  ( ق)�س( = �س2 -] 2�س + 1[    ،        �س = 1.4

1 �س + 3[           ،        �س = 2
4  [

ب( ق)�س( =  |2�س -1|

               ،        �س = -1  
2�س + 1
�س2  -4 جـ( ق)�س( = 

6( �إذا كانت ل، م، هـ اقترانات قابلة للا�شتقاق عند �س، فا�ستخدم قاعدة م�شتقة حا�صل �ضرب 
 : اقترانين لإثبات �أنَّ

     )ل)�س( * م)�س( * هـ)�س(( 
�س  

= ل)�س( * م)�س( * هـَ )�س( + ل)�س( * هـ)�س( * مَ )�س( + م)�س( * هـ)�س( * لَ)�س(

7( اعتمد على النتيجة في ال��سؤال) 6 ( لإثبات �أنَّ :
     )ل)�س((3 = 3)ل)�س((2 * لَ)�س(

�س       

8( �إذا كان ق)�س( =                     

فابحث في قابلية الاقتران ق للا�شتقاق عند �س = 1 ، ثم اكتب قاعدة قَ)�س(.
9(  �إذا كان ق)�س( = | �س | ) �س2 + 6�س( ، فابحث في قابلية الاقتران ق للا�شتقاق 

لجميع قيم �س  ح .

10(  �إذا كان ق)�س( =                      

وكان ق اقترانًا قابلًا للا�شتقاق عند �س = 2 ، فجد كلًّا من الثابتين �أ ، ب .

     4�س3            ، �س ≥ 1
 3�س4 + 1     ،  �س < 1

 �أ �س2 - ب �س                 ، �س ≥ 2
4- ب �س3 + �أ�س               ،  �س < 2
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الم�شتقات العليا ثالثًا  
Higher Derivatives

�إذا كان ق)�س( = )2�س4- 3�س + 1( )�س2 + 7(، فجد قً)-1(.

�إلى �س  بالن�سبة  ف�إنََّّ م�شتقته  �إذا كان �ص = ق)�س( اقترانًا قابلًا للا�شتقاق،  �أنَّه  تعلمت �سابقًا 
تُ�سمى الم�شتقة الأولى للاقتران ق، ويُرمز لها ب�أحد الرموز الآتية: 

     )ق )�س(( ، قَ)�س(
�س �ص    ،   

�س �صَ ،   
لاحظ �أنَّ قَ )�س( اقتران في �س يمكن �أن يكون قابلا للا�شتقاق بالن�سبة �إلى �س، وم�شتقة قَ)�س( 

تُ�سمى الم�شتقة الثانية للاقتران ق، ويُرمز لها ب�أحد الرموز الآتية: 
     )قَ )�س(( ، قً)�س(

�س 2�ص    ،   
�س2 �صً   ،   

يمكنك �أن تح�سب م�شتقة اقتران من �أي رتبة تريد ) �شرط وجودها( ، حيث �إنَّ الم�شتقة الثالثة هي 
     )قً )�س(( ،قًَ )�س(

�س 3�ص    ،   
�س3 م�شتقة الم�شتقة الثانية ويُرمز لها ب�أحد الرموز: �صًَ   ،   

تُ�سمى مثل هذه الم�شتقات بالم�شتقات العليا للاقتران ق. لاحظ  �أنَّ الت�سل�سل �ضروري في �إيجاد 
الم�شتقات، فمثلًا لإيجاد الم�شتقة الثالثة لاقتران؛ يجب �إيجاد الم�شتقة الأولى ثم الثانية ثم الثالثة.

�إلى  بالن�سبة  الرابعة غير عملي وكذلك الأمر  الم�شتقة  للتعبير عن  ا�ستخدام الإ�شارات )//// (  �إنَّ 
للتعبير  ال�صحيحة بين قو�سين  تُ�ستخدم الأعداد  �إلخ. لذلك   ...  ، الم�شتقات الخام�سة وال�ساد�سة 
عن الم�شتقات  الرابعة ، والخام�سة ، ... �إلخ. فمثلًا �ص)4(  �أو   ق)4()�س(  تعبر عن الم�شتقة الرابعة 

للاقتران ق. �سنكتفي ب�إيجاد الم�شتقات حتى الرابعة في هذا الدر�س.

�إذا كان ق)�س( = 4�س5 - 2�س3 + 6�س2 + 1 . فجد قًَ )�س(
1

الحل 
قَ)�س( = 20 �س4 - 6�س2 + 12�س 
قً)�س( = 80�س3 - 12�س + 12   



124

1( �إذا كان ق)�س( = 5�س3 - 4�س2 + 6�س + 1 ، فجد قً)-1(.
2( حُلَّ الم��سألة الواردة في بداية الدر�س.

)�س( = 24�سن-3  ، فجد قيمة ن . �إذا كان ق)�س( = �س ن ، وكان قًَ
الحل

قَ )�س( = ن �سن-1
قً )�س( = ن )ن -1( �سن-2

قًَ )�س( = ن )ن -1( )ن - 2( �سن-3 = 24�سن-3
∴ ن )ن -1( )ن - 2( = 24

ابحث عن ثلاثة �أعداد متتالية حا�صل �ضربها 24.
الأعداد هي 2، 3، 4 

 �أي �أنََّّ  ن = 4.

2

1

2

�إذا كان  ق)�س( =                                  ، ف�أجب عن كلٍّ مما ي�أتي:

1( بّني �أنَّ الاقتران ق قابل للا�شتقاق عند �س = 0 
ح . 2( اكتب قاعدة قَ)�س( لجميع قيم �س 

3( بّني �أنَّ قً)0( غير موجودة. 

1 �سن ، وكان قًَ )�س( =  �أ�س2 ,  فجد قيمة الثابت �أ.
10 �إذا كان ق )�س( = 

3
  �س2        ، �س ≤ 0
   0          ،  �س > 0

)�س( = 240 �س2 - 12 قًَ
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�إذا كان ق )�س( =                                   ، ف�أجب عن كلٍّ مما ي�أتي:

1( بّني �أنَّ كلًّا من قَ)0(، قً)0( موجودة، ثم جد قيمة كلٍّ منها.
2(اكتب قاعدة كل من قَ )�س(،قً)�س( لجميع قيم �س  ح .

)�س()0( غير موجودة. 3( بّني �أنَّ قًَ

الحل
1( ق اقتران مت�صل لجميع قيم �س < 0 لأنَّه على �صورة كثير حدود ، قَ)�س( = 2�س.

     ق اقتران مت�صل لجميع قيم �س > 0 لأنَّه اقتران ثابت ، قَ)�س( = �صفرًا .

∴  قَ)�س( =  

قْ من ذلك.  ق اقتران مت�صل عند �س = 0 ، تحقَّ
قَ+)0( = 2)0( = 0

قَ- )0( = 0
بما �أنَّ قَ+ )1( = قَ-)1( =0  

�إذن  قَ)0( = 0   ، ويكون الاقتران ق قابلًا للا�شتقاق عند �س = 0
2( يمكنك كتابة قَ )�س( لجميع قيم �س  ح على ال�صورة : 

قَ)�س( =                                              �أو               

3( اتبع الخطوات ال�سابقة لت�صل �إلى قً)�س( = 

قً+)0( = 2، قً-)0( = 0 
بما �أنَّ قً+)0( ≠ قً-)0( ف�إنَّ قً)0( غير موجودة.

  2�س	      ، �س < 0
  0	   ، �س > 0

  2�س	        ، �س < 0
   0	        ، �س = 0
   0	     ، �س > 0

  2�س	    ، �س < 0
  0	    ، �س ≥ 0

 2	  ، �س < 0
 0	 ، �س > 0

 �س3       ، �س ≤ 0
 0         ، �س  >  0

3
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1( جد الم�شتقة الثانية لكلٍّ من الاقترانات الآتية :
 �س2 + 1

�س        �س2 - 6 �س               ب(  �ص= 
   7
2 �أ   ( �ص = 4�س3 - 

جـ( �ص = |�س| ) �س2 + �س( 

2( �إذا كان ق)�س( = ) �س2 + 4�س( ) �س3 + 1(، فجد قيمة قَ )-1(× قً)-1(

)�س( = �أ �س فجد قيمة الثابت �أ . 3( �إذا كان ق)�س( = �س ن ، ن عدد �صحيح موجب وكانت قًَ
1          �ص3

2 2          ، �س ≠ 0 ، ف�أثبت �أنَّ �صً  = 
�س 4( �إذا كان �ص = 

5( �إذا كان ق)�س( = �س4 + 3�س3 - 6 �س2 - �س ، فجد قيم �س التي تحقق ما ي�أتي :
�أ   ( قً)�س( = 0                    ب( قً)�س( ≤0                      جـ(  قً)�س( > 0

6( جد الم�شتقة الثالثة لكلٍّ من الاقترانات الآتية :
�أ   ( �ص = �س4 - 3�س-  5

ب( �ص = �أ�س3 + ب �س2 + جـ �س ، حيث �أ ، ب، جـ ثوابت.

7( جد قيمة كلٍّ مما ي�أتي :
)π( حيث ق)�س(    =  �س2 - 6�س �أ   ( قًَ

1           �س3 
1       �س5  -  3

ب(  قً)-1( حيث ق)�س(  =   20

      
�س1  جـ( ق)4()1( حيث ق )�س(  = 

8( �إذا كان كلٌّ من ل ، لَ ، لً  قابلًا للا�شتقاق عند �س، وكان ق)�س( = �س2 ل)�س(
فجد قً )�س( ،  قًَ )�س(.
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 9  ( �إذا كان كلٌّ من الاقترانين  ل، هـ قابلًا للا�شتقاق مرتين، ف�أثبت �أنََّّ :
   )ل × هـ(ً )�س( = )لً× هـ( )�س( + 2)لَ × هـَ( )�س( + ) ل × هـً( )�س(  

10( جد قاعدة اقتران كثير الحدود ق من الدرجة الثانية الذي فيه ق)1( = 3، قَ )1( = -2 
قً)1( = 4.

11( �إذا كان كلٌّ من الاقترانين  ل، هـ قابلًا للا�شتقاق مرتين ف�أثبت �أنََّّ :
     )ل)�س( هـَ )�س( - لَ)�س( هـ)�س((

�س ل)�س( هـًَ )�س( - لً)�س( هـ)�س( = 

12( �إذا كانت ل، ق، هـ اقترانات قابلة للا�شتقاق حتى الم�شتقة الثالثة وكان 
 : هـ )�س( = ل)�س( × ق)�س( ،   لَ)�س( × قَ)�س( = جـ ، حيث جـ عدد ثابت  ف�أثبت �أنََّّ

)�س( + ق)�س( × لًَ)�س(   هـًََ )�س( = ل)�س( × قًَ
�س16      ، �أ ثابت ، وكان قًَ )2( = 90 فجد قيمة الثابت �أ. 13( �إذا كان ق)�س( = �أ �س4 + 

14( �إذا كان ق)�س( = 8 �س - 4)م - 3( �س2 ، فجد قيم الثابت  م التي تجعل قً)�س( > 0
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م�شتقات الاقترانات المثلثيةرابعًا  
Derivatives of Trigonometric Functions

.)         π
6 �إذا كان ق)�س( = قا�س + ظا�س ، فجد قَ ) 

�إيجاد م�شتقة هذه  �ستتعلم  الدر�س  البياني، وفي هذا  المثلثية وتمثيلها  �سابقًا الاقترانات  تعلمت 
الاقترانات.

 ق)ع (  - ق)�س(        
ع - �س تعرفت �سابقًا �أنَّ الم�شتقة الأولى للاقتران ق عند �س هي: قَ )�س( = نهــــــا 

ع ←�س  
جا�س          = 1                                                                                                     

�س                                                                                          �س ←0                                                                                                                   �ست�ستخدم هذا التعريف والنظرية        نهــــــا   

لإثبات القاعدتين الآتيتين:

البرهان 

 ق)ع (  - ق)�س(        
ع - �س قَ )�س( = نهــــــا 

                     ع ←�س

جاع   - جا�س           
ع - �س                     ع ←�س            = نهــــــا

ع - �س               
2 ع + �س          جا 

2 2جتا 
ع - �س             = نهــــــا 

                    ع ←�س

ع - �س                
2 ع + �س          جا 

2 جتا 
ع - �س        

2
                   ع ←�س            = نهـــــا

ع + �س            = �س + �ص، وعندما ع ←�س، ف�إنَّ �ص←0
2 ع - �س             يكون    

2 بفر�ض �أنَّ �ص =    
                                                                                                                          

قـاعـدة 1

ح ، ف�إنََّّ قَ )�س( = جتا �س �إذا كان ق)�س( = جا �س ، �س 

ع - �س           
2 ع + �س            جا    

2  جاع - جا�س = 2جتا    
ع - �س           

2 ع + �س           جا   
2 جتاع - جتا�س =  -2جا   

تذكّر
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جا�ص           = جتا)�س + 0( * 1=جتا �س
�ص = نهــــــا جتا )�س + �ص( * نهــــــا  		                                        �ص ←0                                            �ص ←0

1 جا �س ، فجد قَ)�س(.
3 �إذا كان ق)�س( = �س2+ 

الحل   

1 جتا �س
3 قَ )�س( = 2�س -  

. ) π
6 �إذا كان ق)�س( = 2�س - 6جا�س ، جد قَ )

الحل

قَ )�س( = 2 - 6 جتا�س
  3    3 - 2 =  3

2   × 6 - 2 = π
6 ( = 2 - 6 جتا  π

6 قَ ) 

2

1

1
) π

3 �إذا كان ق)�س( = 2 جا�س +6�س ، فجد قَ) 

قــاعدة 2

ح ، ف�إنََّّ قَ)�س( = - جا�س. �إذا كان ق)�س( = جتا �س ، �س 

البرهان 
جتاع - جتا �س        

ع - �س  ق)ع (  - ق)�س(         = نهــــــا 
ع - �س   قَ)�س(	 = نهــــــا 

 
                       ع ←�س                                                       ع ←�س                                                                                            

	

جا�ص          (
�ص = نهــــــا )جتا )�س + �ص(  *    ∴ قَ )�س(	

                          �ص ←0
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.) π
3 جتا�س           ، �س ≠  0 ،  فجد قَ )

�س �إذا كان ق)�س( = 
3

ع - �س                   (
2  جا 

ع - �س        
2

  
 * 

ع + �س           
2                     ع ←�س= )-1( نهـــــا  )جا 

ع + �س          = �س + �ص، 
2 ع  - �س            يكون  

2 بفر�ض �ص = 
عندما ع ← �س ، ف�إنََّّ �ص ←0

جا�ص         (
�ص                                                   �ص ←0∴ قَ )�س( = )-1( نهــــــا )جا )�س + �ص( *  

جا�ص          =  - جا�س * 1
�ص                                          �ص ←0                                      �ص ←0                  = )-1( نهــــــا جا )�س + �ص( * نهــــــا 

∴ قَ )�س( = - جا �س

الحل
طبِّق قاعدة م�شتقة خارج ق�سمة اقترانين:

  
قَ )�س( =                                                                              = 

                                                               =              

-              =                                         =                                                      = )    π 
3 قَ )

     )�س(     
     )جتا �س( - )جتا �س( *   �س

�س *  �س
 �س2

�س *  - جا �س - جتا �س *  1     
 �س2

         π 
3  π    - جتا 

3  π     * جا 
3 -

2)    π 
3 (

9
2 π 2

3   3-
π 2

          1 
2  -    3 

2  *     π 
3 -

2)    π 
3  (

- �س جا�س - جتا�س
 �س2

ع - �س               
2 ع + �س          جا  

2  جا  
ع - �س        

2
                   ع ←�س                                                                            = )-1( نهــــــا
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الحل

 �صَ = �أ جتا�س– ب حا�س
�صً = – �أحا�س– ب جتا�س = – ) �أجا�س + ب جتا�س(                                                                                       

�أي �أنََّّ �صً = – �ص  ومنه �صً + �ص = �صفرًا 

�إذا كان ق)�س( = ظا�س ، ف�أثبت �أنَّ  قَ )�س( = قا2�س.
5

2

.) π
2 �إذا كان ق)�س( = �س جا�س ، فجد  قَ  )

البرهان
جا�س        

جتا �س يمكنك كتابة الاقتران ق بال�صورة ق)�س( = 
طبِّق قاعدة الق�سمة في الا�شتقاق.

= قا2�س 
1

جتا2�س + جا2�س           =   جتا2�س 
جتا�س * جتا�س  - جا �س * - جا �س         =  جتا2�س 

 قَ )�س( =  جتا2�س  

3
ا�ستخدم القاعدتين )1(، )2( في �إثبات قواعد ا�شتقاق الاقترانات: ظتا�س ، قتا�س، قا�س كما 

في الجدول الآتي:
الاقتران: ق)�س(

قا�س
قتا�س
ظتا�س

الم�شتقة: قَ)�س(
        قا�س ظا �س

    - قتا�س ظتا�س
    - قتا2�س

يمكنك ا�ستخدام القاعدتين 1، 2 في  �إيجاد م�شتقات الاقترانات المثلثية: ظا�س، ظتا�س، قا�س، قتا�س.

ح ، ف�أثبت �أنََّّ �صً  + �ص = 0  �إذا كان �ص = �أ جا�س + ب جتا�س ، �أ،ب 

4
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4
حُلَّ الم�س�ألة الواردة في بداية الدر�س.

البرهان
1

جتا�س   -   جا2�س 
 *  جا�س 

1-
قَ )�س( =  – قتا�س ظتا�س – قتا2�س =  جا�س 

-جتا�س - 1
             =  جا2�س 

- )جتا�س + 1(
             =  1- جتا2�س 

- )جتا�س+1(
)1- جتا�س( )1+ جتا�س(   =             

1-
             =  1- جتا�س 

        1
             =  جتا�س-1 

  1
�إذا كان ق)�س( = قتا�س + ظتا�س , ف�أثبت �أنََّّ  قَ )�س(  =  جتا�س-1 

6
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�ص   لكلٍٍّّ من الاقترانات الآتية :   
�س 1(جد 

�أ   ( �ص = 3جا�س – جتا�س                   ب( �ص = �س2جا�س 
 �س                                          د  (  �ص = ظا �س -   π 3  �س

جـ( �ص = جتا �س
 هـ( �ص = جا2�س + جتا2 �س                  و ( �ص = قتا �س - �س ظتا �س

2( �إذا كان �ص = جا�س ، فجد �صً + 6�ص بدلالة �ص .

3( جد قَ)�س( لكلٍّ من الاقترانات الآتية عند قيمة �س  المبينة �إزاء كلٍّ منها :   
    π3 ، �س =   			   �أ  ( ق)�س( = جا�س جتا �س

  π4 ، �س =   ب( ق)�س( = جا)- �س( + جتا)- �س(	

         π  = س� ، 				   جتا�س
1+ جا�س   جـ( ق)�س( = 

  π6 ، �س =   				    د ( ق)�س( = �س قـا�س

  π3 ، �س =   				   ظا�س + �س
جا�س هـ ( ق)�س( = 

  = �صفرًا

ُ حلًّا للمعادلة  �ص + �صً 4( �أثبت �أنَّ كلًّا من �ص= جتا�س ، �ص = جا�س يُعتبَر

5( جد قيم �س في الفترة ]-π 2 ، π 2[ التي تحقق المعادلة قَ)�س( = 0 في كلٍٍّّ مما ي�أتي :

      �أ   ( ق)�س( = �س + جتا�س                     ب( ق)�س( = قـا �س

: 6( �إذا كان �ص = �أ جا�س + ب جتا�س   ، �أ ، ب   ح، ف�أثبت �أنََّّ
)�صَ(2 + �ص2 = �أ2 + ب2
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2�ص    لكلٍّ مما ي�أتي:  
�س2 7(   جد 

  �أ  ( �ص =  قتا�س                                     ب( �ص = �س جتا �س – 4جـا �س

8  ( �إذا كان  ق)�س( =                                      

فجد قيمة كلٍّ  من الثابتين �أ ، ب التي تجعل الاقتران ق قابلًا للا�شتقاق عند �س= 0

. π  =9  ( �إذا كان ق)�س( = |جا �س|،  ، فابحث في قابلية الاقتران ق للا�شتقاق عند �س

1 �س ، �س   ]π 2 ، 0[ فجد قيمة ) قيم ( �س التي تجعل المما�س 
2 10( �إذا كان ق)�س( = حا�س - 

لمنحنى ق �أفقيًّا.

 جتا�س         ،   �س ≤ 0
�أ�س + ب     ،   �س > 0
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قـاعدة

قاعدة ال�سل�سة
�إذا كان الاقترانان ق، هـ قابلين للا�شتقاق عند �س، وكان الاقتران ق قابلًا للا�شتقاق عند	

: هـ )�س(، فيكون الاقتران المركب )ق ° هـ()�س( قابلًا للا�شتقاق عند �س و�إنَّ
َ  )�س( = قَ  )هـ)�س(( × هـَ )�س(. )ق ° هـ(

قاعدة ال�سل�سلة
Chain  Rule خامسًا  

�ص        
�س �إذا كان �ص = )�س3 - �س(6 ، فجد   

تعلمت �سابقًا بع�ض قواعد الا�شتقاق التي تمكنك من �إيجاد م�شتقات اقترانات ب�سيطة، مثل: 
م�شتقة حا�صل جمع، �أو طرح، �أو �ضرب، �أو ق�سمة اقترانين. في هذا الدر�س �ستتعلم �إيجاد م�شتقة  

�صيغ لاقترانات مركبة.

: في ال�شكل المجاور تجد �أنَّ
�ص = ق)ع(  ........... )1(
ع = هـ )�س( ...........  )2( 

�أي �أنََّّ �ص = ق)هـ )�س(( = )ق ° هـ()�س(
: �ص   يعني �إيجاد م�شتقة تركيب اقترانين �أي �أنََّّ  

�س �إن �إيجاد 
َ )�س( = قَ )هـ)�س(( × هـَ  )�س(                 ح�سب قاعدة ال�سل�سلة  �ص   = )ق°هـ(  

�س  

تذكر
تركيب اقترانين 

�إذا كان ق ، هـ اقترانين حيث �ص = ق)ع( ،ع = هـ )�س(  وكان مدى هـ مجموعة جزئية 
من مجال ق ، ف�إنََّّه يمكن كتابة �ص على ال�صورة:

�ص = ق)ع( = ق)هـ )�س((  �أو )ق ° هـ()�س(.
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تعميم

ع        
�س �ص     *    

ع �ص   =    
�س  

ع   من العلاقة )2(                                         
�س َـ )�س( =  �ص    من العلاقة )1(، ه  

ع لكن قَ )ع(= 
: بالتعوي�ض في العلاقة )3( ينتج �أنَّ

�ص      
�س �إذا كان �ص= )�س3 -1(10   فجد  

الحل 
 يمكن حــل الم�س�ألة با�ستخــدام قاعدة ال�سل�سـلة، حيث نكـتب �ص على �صـورة اقـتران مركب

 متغيره )�س(  بفر�ض ع = �س3 – 1 ، في�صبح  �ص = ع10  وبا�ستخدام قاعدة ال�سل�سلة تح�صل على
ع    

�س �ص    *    
ع �ص   =   

�س  
 	 = 10ع9 × )3�س2(         ، عو�ض عن ع بدلالة �س لتح�صل على :

�ص   = 10 )�س3 – 1(9 × )3�س2( = 30�س2)�س3– 1(9 .  
�س  

�إذا كان ق)�س( = �س2 ، هـ )�س( = 1- 6�س ، فجد كلًّا مما ي�أتي:

َ )�س( 1( )ق ° هـ(
)1( َ 2( )ق ° هـ(

الحل
َـ )�س( = - 6      قَ )�س( = 2�س   ، ه

1( )ق ° هـ(َ )�س( = قَ)هـ )�س(( × هـَ  )�س(
                             = قَ ) 1- 6�س( × -6

1

2

وهذه �صورة �أخرى لقاعدة ال�سل�سلة.

           = قَ )ع( × هـَ )�س(  ..............   )3(                      لأنَّ ع = هـ )�س(
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�إذا كان ل)�س( = ظا �س3  ، فجد لَ )�س(
الحل

ابحث عن اقترانين  ق ، هـ بحيث يكون ل = ق ° هـ
 : بفر�ض هـ )�س( = �س3 ، ق)�س( = ظا�س ، ف�إنََّّ

َـ )�س( = 3�س2  ، قَ )�س( = قا2�س ه
ق)هـ )�س(( = ق)�س3( = ظا �س3 = ل)�س( 

لَ )�س( = قَ)هـ )�س(( × هـَ  )�س(
	 = قَ )�س3( × 3�س2

	 = )قا2�س3 ( )3�س2( = 3�س2 قا2�س3 .

3

1
1( حُلَّ الم�س�ألة الواردة بداية الدر�س.

1 ، هـ )�س( = جا�س  فجد )ق ° هـ(َ  )�س(
�س 2( �إذا كان ق)�س( = 2 �س + 

من فوائد قاعدة ال�سل�سلة �إيجاد م�شتقة اقتران مرفوع لقوة مثل �ص= ) ل)�س(( ن ، �ص= جان�س 
واقترانات  �أخرى مثل �ص= جاهـ)�س( ...... �إلخ

نتيجة

�إذا كان ل)�س( اقترانًا قابلًا للا�شتقاق عند �س ، وكان �ص = ) ل)�س((ن، حيث ن عدد 
  �ص  = ن )ل)�س((ن-1 * لَ )�س(  

�س �صحيح ، ف�إنَََّّّ 

                          = 2) 1-6�س( × -6 = 72�س -12
2( )ق ° هـ(َ )1( = 72)1( -12 = 60
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�ص   = - ن �ص قتا�س.  
�س �إذا كان �ص = ) قتا �س + ظتا �س(ن، ن عدد �صحيح موجب فبِّني �أنَّ  

الحل
�ص   = ن) قتا �س + ظتا �س(ن-1 ) - قتا�س ظتا�س - قتا2�س(  

�س  
           = ن) قتا �س + ظتا �س(ن-1 × - قتا�س) ظتا�س + قتا�س(

           = - ن ) قتا �س + ظتا �س(ن ×  قتا�س
�ص  = - ن �ص قتا�س.  

�س ومنه 

�ص   .  
�س �إذا كان �ص = ظا 4�س ، فجد 

الحل
�ص = )ظا �س(4

با�ستخدام النتيجة ال�سابقة 					    �ص  = 4)ظا �س(3 )ظا �س(َ   
�س  

	 = 4)ظا �س(3 ) قا2�س( = 4ظا3�س  قا2�س

4

2
�ص     عند �س= 0  

�س 1( �إذا كان �ص = ) قا �س + ظا �س(2، فجد 

5

�ص   = ن )ل)�س((ن-1 *  لَ)�س(  
�س   ∴

ع     
�س �ص   *    

ع �ص   =    
�س   : با�ستخدام قاعدة ال�سل�سلة  ينتج �أنَّ

البرهان
ع   = لَ)�س(   

�س بفر�ض ع = ل )�س( ، ومنه 
�ص   = ن عن-1= ن )ل)�س((ن-1   

ع فيكون �ص = ع ن ، ومنه  
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			 قاعدة ال�سل�سلة  ع                                                          
�س �ص     *     

ع �ص  	    =    
�س

	    = - جا )�س2 +1( × 2�س
	    = -2�س جا )�س2 +1(

�إذا كان  هـ )�س( اقترانًا قابلًا للا�شتقاق عند �س وكان �ص = جاهـ )�س(، ف�أثبت �أنََّّ :
�ص  = هـَ )�س( جتاهـ )�س(  

�س  
البرهان

ع      =  هـَ  )�س(   
�س ،  ومنه    		 بفر�ض ع = هـ )�س(

�ص      = جتاع = جتا هـ )�س(    
ع ،  ومنه   		          �ص = جا ع

							 قاعدة ال�سل�سلة       ع    
�س �ص     *     

ع �ص        =    
�س   

َ  )�س( = هـَ  )�س( جتا هـ )�س(. 	   = جتا هـ )�س(  × هـ

7

الحل
ع   =   2�س   

�س  ، 		 بفر�ض ع = �س2 +1

�ص    =  - جا ع = - جا)�س1+2(  
ع   ، 		          �ص = جتا ع

�ص    .  
�س �إذا كان �ص = جتا) �س2 +1( ، فجد 

6

�إذا كان ع اقترانًا قابلًا للا�شتقاق عند �س ، فيمكنك ا�ستخدام قاعدة ال�سل�سلة في �إثبات �صحة 
القواعد الآتية:

  ع 
      )جتاع( =  - جاع ×  �س

�س    )2 		   ع 
      )جا ع( =  جتاع ×  �س

�س    )1
  ع 
      ) ظتاع( = - قتا2ع   ×  �س

�س   )4 		   ع 
      )ظاع( =  قا2ع   ×  �س

�س    )3
  ع 
      )قتاع( = - قتاع ظتاع ×  �س

�س    )6 		   ع 
     ) قاع( =  قاع ظاع ×  �س

�س    )5

تعميم
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�إذا كان ق)3�س ( = 6 �س2 + 9�س ، فجد قَ )3 ( 
الحل

ق)3�س ( يُ�شكل تركيبًا لاقترانين 
با�شتقاق الطرفين : 

قَ ) 3�س( × 3 = 12�س + 9
�ضع �س = 1 فتح�صل على قَ ) 3(

∴ قَ) 3( × 3 = 12)1( + 9  ، ومنه: قَ)3( = 4 + 3 = 7

9

3
جد قَ)�س( لكلٍّ مما ي�أتي :

1( ق)�س( = قا4 �س                            2( ق)�س( = ) �س3 + 2�س - 8( 7
3( ق)�س( = جا4 �س2

10

) π
6 3 ( = 8 ، فجد  هـَ  )

2 �إذا كان  هـ )�س( = ق ) حا 2�س(  وكان قَ )  
الحل

:  با�شتقاق الطرفين نجد �أنََّّ
هـَ  )�س( = قَ ) جا2�س( )جا2�س(َ   =  2 جتا2�س قَ )جا2�س(

�ص     
�س �إذا كان  �ص= جتا3)�س2-1(2  فجد  

الحل

  �ص  = )3 جتا2)�س2 - 1(2( )-جا)�س2-1(2( )2)�س2-1( * 2�س(
  �س

           = -12 �س )�س2 - 1( جتا2)�س2 - 1(2 جا)�س1-2(2

8
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4

1 - �س2 ، فجد قَ ) 7(
�س �إذا كان ق)�س3 - 1( = 

) π3 π3 ( قَ)حا  π6 ( = 2 × جتا )  هـَ ) 
)     3

1 ×قَ)  2
2  × 2 =

8 = 8 × 1
2  × 2 =
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�ص   في كلٍّ مما ي�أتي :  
�س 1( ا�ستخدم قاعدة ال�سل�سلة  لإيجاد 

1
  �أ ( �ص = ) �س3– 2�س + 4(8                      ب( �ص =    )�س2 + 1(5 

                                   د  ( �ص = جتا) �س2- �س(
�س4

جـ( �ص =  )1 - �س3(4 

2( �إذا كان ق)�س( = �س2 -2�س  ، هـ )�س( = �س3 + 1 ، فجد كلًّا مما ي�أتي:
  �أ ( )ق ° هـ(َ )1(                                         ب( )هـ ° ق(َ )1(

3( �إذا كان ق، هـ اقترانين معرفين على ح وقابلين للا�شتقاق على مجاليهما وكان هـ )2( = 3 ،
قَ )3( = 4 ،  هـَ )2( = -6 ، فجد كلًّا مما ي�أتي:

َ )2(                                           ب( قَ)�س2( عند �س =   3   �أ  ( )ق ° هـ(

4( �إذا كان هـ )�س( قابلًا للا�شتقاق عند �س،  وكان �ص= جان )هـ)�س(( ، حيث ن عدد �صحيح 
: ف�أثبت �أنََّّ

�ص     = ن جان-1 )هـ)�س((جتا )هـ)�س(( * هـَ )�س(  
�س   

�ص     في كلٍٍّّ مما ي�أتي :  
�س 5( جد   

، ع = �س3 – �س  		   �أ (  �ص = ظاع
،   ل=    �س2 + 1 ب( �ص = ل2 + 2ل	

: �ص +  �صً = 0 π2 (، ف�أثبت �أنَّ 6( �إذا كان  �ص= جتا )�س+ 

�ص     = قا4�س  
�س 1 ظا3�س ، فبرهن �أنَّ :   

3 7( �إذا كان �ص= ظا �س +  
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8  ( يقال للاقتران ق ب�أنَّهُ زوجيٌّ �إذا كان ق )- �س( =  ق)�س( لجميع قيم �س ، و�أنّه فرديٌّ �إذا كان  
 ق )- �س( = - ق)�س( لجميع قيم �س. �أثبت ما ي�أتي:

 �أ   ( �إذا كان ق )�س( اقترانًا فرديًّا قابلًا للا�شتقاق, ف�إنَََّّّ قَ)�س(  اقترانٌ زوجيٌّ .
 ب(  �إذا كان ق )�س( اقترانًا زوجيًّا قابلًا للا�شتقاق, ف�إنَََّّّ قَ)�س(  اقترانٌ فرديٌّ .

�ص    لكلٍّ من الاقترانات الآتية عند قيمة �س المبينة �إزاء كلٍّ منها :  
�س 9  ( جد  

   ،  �س = 1
4) 1

		 ب(  �ص = )�س +  �س π
9  �أ   (  �ص = حا2 3�س     ،   �س =  

10( جد �صً في كلٍٍّّ مما ي�أتي :
 

جتا2�س
�س 			 ب(  �ص=   ) 1

 �أ   (  �ص = �س ظا ) �س

] π3 11( �إذا كان ق اقترانًا قابلًا للا�شتقاق وكان ق )حا2�س( = قتا )2�س( حيث �س   )0، 
      فجد  قَ ) 12 ( .

�ص    |   
�س 12( �إذا كان �ص = ق) �س2 + 2�س( ، قَ)3(  = 5 ، فجد   

                                                                                                 �س = 1
�ص     
�س 13( �إذا كان �ص =    �س2 +     3�س       ،   فجد  

     )�س2 +3( ، فجد قَ )4(.
�س 14( �إذا كان ق)4�س( =   

15( �إذا كان ق)�س( = �س3 +2�س ، هـ )�س( = 3�س2 ، فجد كلًّا مما ي�أتي :
)2(  َ   �أ  ( )قَ ° هـ(َ )1(                                         ب( )قَ ° هـَ  (
 جـ( )قَ ° هـ(ً )-1(                                      د  ( )قَ ° هـَ  (ً  )3(
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الا�شتقاق ال�ضمني
Implicit Differentiation سادسًا  

تعلمت �سابقًا �إيجاد م�شتقات لاقترانات معطاة ب�صورة  وا�ضحة على ال�شكل �ص = ق)�س(

مثل �ص = ) �س2 +1(3 ، �ص = �س2ظا�س ، �ص =      

 وتُ�سمى اقترانات �صريحة؛  لأن المتغير التابع )�ص(  يظهر وحيدًا في طرف والمتغير الم�ستقل )�س( 
في الطرف الآخر. في هذا الدر�س �سوف تجد م�شتقات علاقات �أو معادلات قد ي�صعب فيها ف�صل 

المتغير الم�ستقل عن المتغير التابع، وتُ�سمى بالعلاقات ال�ضمنية. 
يمكنك الح�صول على �أكثر من اقتران من علاقة �ضمنية واحدة؛ فمثلًا من العلاقة �س2 + �ص2=1 

 يمكنك الح�صول على �ص= +    1- �س2 وهذه علاقة مكونة من اقترانين �ص=    1- �س2 ،
�ص    لعلاقات �ضمنية .  

�س �ص= -    1-   �س2 .  في هذا الدر�س �سوف تتعرف كيفية �إيجاد   

�ص    لعلاقة �ضمنية اتبع الخطوات الآتية :  
�س لإيجاد  

1( ا�شتق طرفي المعادلة بالن�سبة �إلى �س.
�ص    في طرف، وباقي الحدود في الطرف الآخر.  

�س ع الحدود التي تحوي   2( جمِّ
�ص     عاملًا م�شتركًا.   

�س 3( �أخرِج  
�ص     ب�إجراء عملية الق�سمة.   

�س 4( جد   

�ص    
�س �إذا كان 4�ص – 2�س + 8 =0    ,  فجد   

1

�س≥0  ، �س2  + 4	
�س<0  ، 4 - 6�س	

.) 1
2  - ، 1

2 جد معادلة المما�س لمنحنى العلاقة �س2 + �ص2 = 1 عند النقطة ) 
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الحل
�ص    بطريقتين :  

�س في هذا المثال يمكنك �إيجاد  
الطريقة الأولى : التعبير عن �ص بدلالة �س ) �إيجاد علاقة �صريحة بين �س، �ص(

1
2 �ص    =    

�س �س - 2،    1
2 2�س - 8 =  

4 �ص= 
الطريقة الثانية : ا�شتقاق طرفي المعادلة بالن�سبة �إلى �س با�ستخدام قاعدة ال�سل�سلة. 

1
2 �ص    =    

�س �ص      -2 = 0 ، منه    
�س   * 4

 

�إذا كان �س3 + �ص3 = 6 �س �ص , ف�أجب عن كلٍّ مما ي�أتي:
1( جد �صَ .

2( جد ميل المما�س المر�سوم لمنحنى العلاقة عند النقطة ) 3، 3(.
الحل

1( 3 �س2 + 3 �ص2 �صَ = 6�س × �صَ + �ص × 6 
3 �ص2 �صَ - 6�س �صَ = 6�ص – 3 �س2
3�صَ ) �ص2- 2�س(   = 6�ص – 3 �س2

 2�ص  -  �س2       
 6�ص  - 3�س2         =  �ص2  - 2�س   

3)�ص2 - 2�س(    �صَ = 

2( عندما �س = 3 ، �ص = 3

1- =           23 -  3 * 2 
   3 * 2 -  23    = 

�صَ

. 

�إذا كان 4�ص2- جا �ص = �س2  ،  فجد �صَ

2

3

الحل
 = 2�س

4×2 �ص �صَ  –  جتا�ص × �صَ
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يمكنك ا�ستخدام الا�شتقاق ال�ضمني لتعميم م�شتقة �سن ؛ عندما يكون ن عددًا ن�سبيًّا كما في 
النظرية الآتية :

البرهان 
 �إلى الأ�س ن لتح�صل على :

م
ن ارفع طرفي المعادلة  �ص= �س

�صن = �س م ، ثم ا�شتق الطرفين �ضمنيًّا  بالن�سبة �إلى �س لتح�صل على :
�ص    = م �س م -1  

�س ن �صن-1 ×  
م
ن �سم -1- م +  م

ن  �سم -1  = 
م 

ن * )�س(م -  م
ن  �سم -1  = 

(ن -1
م
ن )�س

م * 
ن  �سم -1  =  

�صن -1   م * 
ن �ص     =     

�س   

م -1
ن �س م

ن �ص     =   
�س �إذن   

1
�ص     لكلٍّ مما ي�أتي:  

�س جد   
1(3 �س2 – 4�ص2 = 8                        2( 2 �س �ص – �ص3 +1 = �س + 2�ص

3( �س2 + �ص = ظا�ص

نظــرية

 1- م
ن م )�س(

ن �ص    =   
�س م عدد ن�سبي ف�إنََّّ :  

ن ، حيث 
م
ن �إذا كان �ص= �س

   –  �صَ جتا�ص = 2�س

8 �ص �صَ
  )8�ص – جتا�ص( = 2�س

�صَ
2�س  

�صَ =  8�ص-جتا�ص   
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: �إذا كان �ص=    هـ )�س( ، وكان هـ )�س( اقترانًا قابلًا للا�شتقاق عند �س ف�أثبت �أنََّّ
�ص    =   2    هـ )�س(هـَ )�س(  

�س     
الحل

قابل  اقتران  )�س(  هـ  �أنَّ  وبما   ،
1
2 )هـ)�س(( �ص=  بال�صورة   )�س(   هـ  �ص=    عن   التعبير  يمكنك 

للا�شتقاق عند �س ، فيمكن تطبيق النتيجة ال�سابقة لتح�صل على :
 *  هـَ )�س(

1-
2 1 )هـ )�س((

2 -1 * هـَ  )�س( =   1
2 1 * )هـ )�س((

2 �ص    =   
�س   

=                       * 1
2  =

نتيجة

، وكان �ص= )ق)�س((ن، حيث ن عدد  �س  عند  للا�شتقاق  قابلًا  اقترانًا  كان ق)�س(  �إذا 
�ص     = ن)ق)�س((ن-1 * قَ )�س(  

�س ن�سبي، ف�إنَََّّّ   

5

هـَ )�س(        
     

1
2  )هـ )�س((

هـَ )�س(        
2   هـ )�س(      

�ص     عند �س = 16  
�س  ، �ص <0 ، فجد   

1
2 �إذا كان �ص2 = �س

الحل
 1

1
2 2�س

  = 
1
2 �ص    =  12 �س-   

�س 2 �ص  *  
  

عندما �س=16 تكون �ص = 2 وعليه تكون
1

32   =    1
�ص    =   4 * 2    16  

�س    

4



148

  جا4�ص

  = - �صَ

�إذا كان �س = ظتا 2�ص ف�أثبت �أنَّ  �صً
الحل 

ا�شتقَّ الطرفين بالن�سبة �إلى �س
1= )- قتا2 2�ص() 2�صَ( 

-1   جا2 2�ص
2  =  1-

2قتا22�ص    =  

�صَ
12   )2جا 2�ص( )جتا2�ص()2�صَ(                                   2جا�س جتا�س= جا2�س             - =  

�صً
12   )جا 4�ص( )2�صَ(  - =       

  = - �صَ جا 4�ص 

�صً

7

2
�ص   لكلٍٍّّ مما ي�أتي:

�س جد 

1(   �ص  + جتا �س = 4                         2( )�س – �ص( 2– �ص = 0 

2�س     
5)�س - �ص(4   �ص  =1-  

   �س
  3

5   =   25   -1=  1*2
4)0-1(5   �ص | = 1-  

   �س
)0،1(

                 

�ص    عند النقطة ) 1، 0(.  
�س �إذا كان ) �س - �ص(5 = �س2 ، فجد  

الحل	
ا�شتق الطرفين بالن�سبة �إلى �س لتح�صل على :

�ص    ( = 2�س  
�س 5)�س - �ص(4   )1-  

2�س   
5)�س - �ص(4 �ص   ( =    

�س     -1(

6
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الحل   
 ن                                                                               قاعدة ال�سل�سلة 

�ص    *  �س  
ن �ص    =    

�س    

�س   ،  
 ن  جد �أولا      ن

لتجد    �س

  1 
6  ن  = 

�س   = 6 ومنه   �س  
ن  

2  ن3  
3  =  1 

6 �ص     = ) 4ن3( ×     
�س   

  ن                                                  لأنَّ الا�شتقاق بالن�سبة �إلى �س
�س 2 ن2 *

3 2�ص   = 3 * 

�س2  
 1  ن2

3   =  1 
6              =   2ن2*  

 1 
3 2�ص  =  

�س2 عندما ن =1 ،  

4
π
3 2�ص   عند ن =  

�س2 �إذا كان �س = جا 3ن ، �ص = جتا3ن ،  فجد   

8

3
(،  ف�أثبت �أنََّّ : π

�إذا كان  جتا �ص = �س ،  �ص  )0 ،  2
   1-

�ص    =   1- �س2  
�س    

2 �ص  ⎥      
�إذا كان  �ص = ن4  ، �س= 6ن + 1 ،  فجد  �س2

ن = 1
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�ص     لكلٍّ مما ي�أتي :  
�س 1( جد   

       �أ  ( �س2 + 4�ص2 = 16                   ب( �ص2 =   �س3 + 4�س2 
جـ( �س3 + �ص3 = �س �ص                  د ( جا)�س �ص( = �س2

2�ص  لكلٍّ مما ي�أتي :

�س2 2( جد  

�أ   ( )�س �ص(3 = 4�س                        ب( 4�س2 + 3�ص2 = 16       

جـ( �ص = �س جتا �ص                         د  ( جا �س =   �ص + 2

�ص     لكلٍّ من العلاقات الآتية عند النقط المبينة �إزاء كلٍّ منها :  
�س 3( جد قيمة   

   ) π
2  ، π4  (        ،          2  π = 8 �س �ص + جتا �ص )   أ�

ب( �س3– 2�س �ص + �ص3 = 2         ،        )1، -1(

 )1 ،4(         ،                        3 =   2 
 4   +  �ص

�س جـ(   

. 

4( �إذا كان جا)�س + �ص( = �ص2 جتا�س،  فجد �صَ

5( جد النقطة على منحنى العلاقة    �س  +    �ص = 3 التي يكون عندها المما�سّ �أفقيًّا.

�ص   .  
�س 6( �إذا كان �ص=  3  )2�س + 1(2 فجد   

7( �إذا كان �س = جا�ص ، ف�أثبت �أنَّ �صً = ظا�ص قا2�ص.
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.) π
2  ، π4 �ص     عند النقطة   )   

�س 8( �إذا كان �ص جتا2�س = �س جا 2�ص ، فجد  

   + 2�صَ  +  �س �ص = 0

:    �س �صً 9( �إذا كان  �س �ص = جا�س، ف�أثبت �أنََّّ

2�ص   عند ن = 1.

�س2   �س    = 4ن ، فجد   
10( �إذا كان �ص = ن3 + 2ن ،    ن

: 11( �إذا كان �س  + �ص = جا �ص،  ف�أثبت �أنََّّ

 )�صَ(2= �صً  )ظتا �ص- قتا�ص(
 

12( �إذا كان �ص = جا�س + �س �ص ، ف�أثبت �أنَّ :
1 - �س 2�صَ    + �ص =  

        �صً
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1( �إذا كان ق)�س( = ظا�س  وتغيرت �س من �س �إلى �س + هـ ، ف�أثبت �أنَّ معدّل التغير للاقتران ق 
ي�ساوي:

قا2�س * ظاهـ          
 هـ )1- ظا�س *ظاهـ( 

.) π4 2(�إذا كان ق)�س( = جا 2�س، فا�ستخدم تعريف الم�شتقة لإيجاد  قَ ) 

3( ليكن ق)�س( =                                                                ، جد قَ)�س(.  
  

4( �إذا كان ل)�س( اقترانًا قابلًا للا�شتقاق عند �س = -1 ، ل)-1( = 1، لَ )-1( = 2 
فجد قَ )-1( في كلٍّ مما ي�أتي :

 )ل)�س((2           
�س2 - �س �أ   ( ق)�س( =    �س+ 5 * ل)�س(                       ب( ق)�س( =  

π3 ل)�س((  ل)�س(                                    د  ( ق)�س( = ظا ) 
جـ( ق)�س( = ل )�س( -   �س

5(  �أ  ( �إذا علمت �أنَّ �ص = �س ظا �س ، ف�أثبت �أنَّ :
     �صً = 2قا2�س) 1 + �ص(

ب( �إذا كان جا �ص = �س ، | �س|> 1 ، ف�أثبت �أنَّ :

) π2 1            ، �ص )0، 
�ص  =  1- �س2 

�س        

2 �ص  عند ن = 6  
6( �إذا كان �ص = ن2– 4ن ، �س = 2ن – 5 ، فجد   �س2

7( �إذا كان ق ، هـ اقترانين قابلين للا�شتقاق؛ بحيث كان هـَ  )�س( = ق)�س ( ، 
قَ)�س ( = - هـ ) �س ( ، وكان  ل)�س( = )هـ )�س((2 + )ق )�س((2 ،  فجد  لَ )�س( .

 �س2+2�س+2         ، 0 ≥ �س>1
]�س [ + 4�س           ، 1 ≥ �س ≥3
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8  ( �إذا كان ق)�س( =   

ف�أجب عن كلٍّ مما ي�أتي :
�أ   ( جد  قَ )�س(  لجميع قيم �س ، �س ≠0

ب(  بّني �أنَّ ق اقتران غير قابل للا�شتقاق عند �س = 0

�ص    ⎥ .  
�س 9   ( �إذا كان  �ص3 = ق)4�س2– �س( ، قَ)5(= 4 ، ق)5( =  -8 ، فجد  

π3  ، هـَ )1( = 0 ، هـً )1( = 4،  10( �إذا كان ق)�س( = جاهـ)�س( ، هـ )1( =  
  فجد قً )1( علمًا ب�أنََّّ ق، قَ قابلان للا�شتقاق.

11( �إذا كان ق)�س( = �س3  + 2�س ، هـ )�س( = 3�س2  ،  فجد كًّلا مما ي�أتي:
 )2(  ً َ  )2(                           ب( )قَ ° هـ(   �أ  ( )قَ  ° هـ(

12( �إذا كان ل)�س( = ق)هـ)�س((، وكان هـ )1( = 4 ،  لَ )1( =2 ، قَ )4( = -5، فجد هـَ  )1( 

�ص     عند �س= -1  
�س 13(  �إذا كان �ص = �س هـ )�س( ، وكان هـ)-1( = 6 ،  هـَ )-1( = 2، فجد    

�صً            
 2 قا2�س+)�صَ(2 

14(  �إذا كان جا �ص = ظا �س ، ف�أثبت �أنَّ : ظا�س = 

              1
  12 2            ، �س ≠ 0 ف�أثبت �أنَّ قَ )5( =  

�س     -            1
�س2  15( �إذا كان ق)3�س-1( = 

: 16( �إذا كان  جتا �ص – �س �ص = 2�س ، ف�أثبت �أنَّ
 جتا �ص (  = 0  

 ) 2 + �صَ

  ) �س + جا �ص ( + �صَ

�صً

17( �إذا كانت �ص = �أ جا�س – ب جتا�س ،  �أ ، ب ثابتان، ف�أثبت �أنَّ :
)�صَ(2 + �ص2 =   �أ2 + ب2

18( �إذا كان  �ص = ق)�س( ، �ص3 = ق)2 �س2 - �س ( ، قَ )6( = 4 ، ق)6( = - 8 ، 
�ص     عند �س = 2 .  

�س    فجد   

 )�س +1(4          ، �س ≥ 0
 )�س -1(4           ، �س < 0

�س= -1
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ال�شكل)4-2(

)∗( ال�س�ؤال من �أ�سئلة الاختبارات الدولية.

19( �إذا كان ق)�س( = �س3 – �س2 ، هـ )�س( = 3�س2 + �س ، فجد كًّلا مما ي�أتي:
)1(   ً َ    )1(                   ب( )قَ ° هـ(  �أ  ( )قَ ° هـ(

20∗( اعتمادًا على ال�شكل)2-4( الذي يمثل منحنى الاقتران ق في الفترة ] -3 ،3[، جد كًّلا مما ي�أتي:
�أ   ( قيم �س حيث -3 > �س > 3 التي يكون عندها الاقتران ق غير مت�صل.

ب( قيم �س حيث -3 > �س > 3 التي يكون عندها الاقتران ق غير قابل للا�شتقاق.

21( يتكون هذا ال�س�ؤال من )8( فقرات من نوع الاختيار من متعدد، ويلي كل فقرة �أربعة بدائل 
واحد فقط منها �صحيح ، �ضع دائرة حول رمز البديل ال�صحيح:

)1( �إذا كان منحنى الاقتران ق يمر بالنقطة )2، 3(، وكان المما�س المر�سوم لمنحنى ق عند 
: هذه النقطة ي�صنع زاوية قيا�سها  45ْ مع الاتجاه الموجب لمحور ال�سينات، ف�إنََّّ

 ق)�س(  - 3           ت�ساوي:
6 - 3�س

      نهــــــــا  
       �س ←2  

13                د ( – 3 13                  جـ(  -        �أ  ( 1                    ب(  

 جا2�س   - 1          ت�ساوي: 
  )2(  نهــــــــا          �س -  

    
π
     �س ← 4

12                     د (     2         �أ  ( 1                     ب( �صفر              جـ(  

π
4
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π   + هـ(          ت�ساوي:
3 12   - جتا)    

هـ  
)3( نهــــــا 
    

   هـ ←0

    32 -   3                     د ( 
2 -1                 جـ( 

2 12                 ب(   �أ  (  

ق)2+3هـ(- ق)2(           ت�ساوي:
- هـ )4( �إذا كان قَ )2( = 6 , ف�إنََّّ نهـــــا   

    
                                                      هـ ←0

 �أ ( – 18              ب( 18                 جـ( – 6                  د ( – 2

)5( �إذا كان معدّل التغير في الاقتران ق)�س( في الفترة ]-2, م [ ي�ساوي  

م2 - 4            ف�إنََّّ قَ+ )– 2( ت�ساوي:
م + 2        

�أ  (   2                  ب( �صفر                جـ( - 4                  د( 4

)6( �إذا كان معدّل التغير في الاقتران ق)�س( عندما تتغير  �س من �س  �إلى  �س + هـ  ي�ساوي 
�س2هـ -4�س هـ2 , ف�إنَََّّّ  قَ )3( ت�ساوي: 

�أ  ( 9                    ب(  – 9               جـ(  �صفر                  د( – 3

)7( �إذا كان ق)�س( = | 4 – 2�س| ف�إنََّّ قَ )2(:
�أ  ( 2                    ب( – 2                 جـ( �صفر                  د( غير موجودة 

َ   )4( ت�ساوي: )
ق           

قَ   )8( �إذا كان ق)4( = 5 ، قَ )4( = – 1 ، قً)4( = 2  ف�إنََّّ  = ) 

�أ  ( 11                 ب( – 9                 جـ( – 6                   د( 6
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تم توظيف علم التفا�ضل في مجالات متعددة تخدم العلوم الأخرى، كعلوم الفيزياء والكيمياء 
نهاياتها   حيث  من  الاقترانات،  خ�صائ�ص  درا�سة  وت�ضم  وال�صناعات.  والاقت�صاد  الف�ضاء  وعلوم 
التفا�ضلية  المعادلات  توظيف  تقعرها، كذلك تم  وتناق�صها ومجالات  تزايدها  وات�صالها ومجالات 
في مجالات الات�صالات والمركبات الف�ضائية وفي المجالات الع�سكرية، كما تم توظيفها في العلوم 

الحياتية وال�سكانية.
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�إيجاد معادلة المما�س عند نقطة.
حل م�سائل هند�سية على الم�شتقة الأولى.

حل م�سائل عملية على الم�سافة، وال�سرعة، والت�سارع.
تف�سير مفهوم المعدل الزمني.

حل م�سائل وتطبيقات حياتية على المعدّلات المرتبطة بالزمن.
بيان العلاقة بين الم�شتقة الأولى لاقتران، ومجالات التزايد والتناق�ص له.

ا�ستخدام اختبار الم�شتقة الأولى في تحديد فترات التزايد والتناق�ص لاقتران معطى.
تحديد النقط الحرجة لاقتران معطى.

بيان العلاقة بين الم�شتقة الأولى لاقتران، والقيم الق�صوى المحلية له.
ا�ستخدام اختبار الم�شتقة الأولى في ايجاد القيم الق�صوى المحلية و المطلقة لاقتران 

معطى، �إن وُجدت.
ا�ستخدام اختبار الم�شتقة الثانية في تحديد فترات التقعر �إلى الأعلى و�إلى الأ�سفل، 

ونقط الانعطاف، والقيم الق�صوى.
حل م�سائل عملية تت�ضمن القيم الق�صوى.
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تطبيقات هند�سية وفيزيائية
 Geometric and Physical Applications الفصل الأول

  تجد معادلة المما�س عند نقطة.
  تحل م�سائل هند�سية على الم�شتقة الأولى.

  تحل م�سائل عملية على الم�سافة، وال�سرعة، والت�سارع
  تف�سر مفهوم المعدل الزمني.

  تحل م�سائل وتطبيقات حياتية على المعدلات المرتبطة بالزمن.

تطبيقات هند�سية
Geometrical Applications   أولًا

ج��د م�ساح��ة المثل��ث الن��اتج ع��ن 
والمما���س  ال�سين��ات  مح��ور  تقاط��ع 
والعمودي على المما�س لمنحنى الاقتران  

ق)�س( = �س2+1 عند النقطة )2،1(.
انظر ال�شكل )1-3(.                                                      

ي�ساوي  )�س1،ق)�س1((  النقطة  عند  ق)�س(  الاقتران  لمنحنى  المما�س  ميل  �أنَّ  �سابقًا  تعلمت 
الم�شتقة الأولى للاقتران ق عند تلك النقطة.

النقطة )�س1، ق)�س1(( نقطة تما�س. )�س1(، وت�سمى  الـمما�س عند )�س1،ق)�س1((  =  قَ  �أنَّ ميل  �أي 

ال�شكل )1-3(
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�إذا علمت �أنَّ ق)�س( = �س2+3 ، جد معادلة كلٍّ من المما�س، والم�ستقيم العمودي على المما�س 
لمنحنى الاقتران ق عند النقطة )4،1(. 

1

ال�شكل )3-3(

تذكر
1( ميل الم�ستقيم×ميل العمودي عليه = -1
2( الم�ستقيم العمودي على منحنى اقتران  
على  العمودي  نف�سه  هو  نقطة  عند 
مما�س منحنى الاقتران عند هذه النقطة.

الحل
1( معادلة المما�س لمنحنى الاقتران 

      ق)�س( = �س2 + 3 عند النقطة )4،1( هي :
�ص-4 = قَ)1()�س – 1(

قَ )�س( = 2�س، ومنه قَ )1( = 2
�إذن معادلة المما�س هي: �ص- 4 = 2)�س-1( 

ومنه �ص= 2�س + 2

2( معادلة العمودي على المما�س عند النقطة )4،1( هي:
-1            )�س - �س1(  

قَ )�س1( �ص- �ص1= 

-1          )�س-1(
2 �ص- 4 =  

         9
2 -1          �س + 

2 ومنه   �ص =   
انظر ال�شكل )3-3(.

العمودي على المما�س

ق)�س(  �ص=  للاقتران  كان  �إذا  عام  ب�شكل 
م�شتقة عند النقطة )�س1،�ص1(، فعندئذ يكون 
لمنحنى ق مما�س عند تلك النقطة، ميله ي�ساوي  

قَ )�س1(.وتكون معادلة مما�سه هي:

ال�شكل )2-3(

�ص - �ص1 = قَ )�س1( )�س - �س1( 
انظر ال�شكل )2-3(.                                                      
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2

 4         ، ومما�س منحنى الاقتران هـ )�س( = �س متعامدان عند نقطة 
�س بِّني �أنََّّ مما�س منحنى الاقتران ق)�س( = 

تقاطعهما.

�إذا كان ق)�س( = �س2 ، هـ )�س( = �س2-2�س+1، فجد النقطة التي يكون عندها مما�سّا منحنيي 
الاقترانين ق، هـ  متعامدين.

الحل

َ )�س( = 2�س-2 قَ )�س( = 2�س ، هـ 
َ  )�س( = -1                   )لماذا؟( قَ )�س(  * هـ 

2 �س)2�س-2( = -1
�أي �أنَّ 4�س2-4�س+1=0

         1 
2 ومنه )2�س-1(2 =0           ومنه �س =  

2

.)          1 
4   ،          1 

2 �إذن النقطة التي يكون عندها مما�سّا منحنيي الاقترانين متعامدين هي ) 
ق من �صحة الحل.  تحقَّ

1
جد معادلة المما�س والعمودي على المما�س لمنحنى الاقتران  ق)�س( =    �س+3  عند النقطة 

.)2،1(

ملاحظة
يكون مما�س منحنى الاقتران ق)�س( عموديًّا على مما�س منحنى الاقتران هـ )�س( عند نقطة تقاطعهما 
)�س1،�ص1(، �إذا كانت  قَ)�س1(، هـَ  )�س1( موجودتين، وكانت  قَ)�س1( × هـَ  )�س1( = -1
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ال�شكل )4-3(

�إذن لمنحنى ق مما�س �أفقي عند النقطة )3،3(. 
انظر ال�شكل )4-3(.

] π ، 0[ ا �أفقيًّا في الفترة بِّني �أنََّّ لمنحنى الاقتران ق)�س( = جا2�س مما�سًّ

3

�إذا كان مما�س منحنى الاقتران ق)�س( = �س2+3�س+1 عند �س = �س1 ي�صنع زاوية قيا�سها 45° مع 
الاتجاه الموجب لمحور ال�سينات، فجد �إحداثيّي نقطة التما�س. 

الحل
 قَ )�س1( = ظا °45 

2�س3+1 =1 
ومنه �س1= -1

�إذن نقطة التما�س هي: )�س1 ، ق)�س1( ( = )-1 ، -1(

4

ميل الم�ستقيم )المما�س( = ظا هـ
حيث هـ الزاوية التي ي�صنعها

لمحور  الموجب  الاتج��اه  مع  المما�س 
ال�سينات

ا �أفقيًّا عند النقطة )3، 3 (. بِّني �أنََّّ لمنحنى الاقتران ق)�س( = �س2-6�س+12 مما�سًّ
الحل

ميل المما�س عند النقطة )�س1 ، �ص1 ( هو قَ )�س1(،
قَ )�س1( = 2�س1 - 6

قَ )3(    = 2 * 3 - 6
              = �صفرًا

3

المما�س الأفقي هو:
المما�س الذي يوازي محور ال�سينات 
�صفرًا. ي�ساوي  ميله  ويكون 
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بِّني �أنَّ لمنحنى الاقتران ق)�س( = �س2 + 1 مما�سْني مر�سومين من النقطة )0 ، 0 (، ثم جد معادلة 
كلٍّ منهما.

6

لمنحنى  المما�س  ميل  زاوية  قيا�س  ، وكان  �س +2  �س2 + جـ  الاقتران ق)�س( = جـ  �إذا كان 
الاقتران ق عند النقطة )2،ق)2(( هو135° ، فجد قيمة الثابت جـ .

4

جد الإحداثي ال�سيني للنقط التي يكون عندها المما�س لمنحنى الاقتران ق)�س( = �س4-4�س4+2 
موازياً للم�ستقيم الذي معادلته: �ص+4�س+1=0

5

3

الحل
افر�ض �أنَّ ميل المما�س م ، و ميل الم�ستقيم  م1 .

والنقطة )�س1 ، �ص1( نقطة التما�س لمنحنى الاقتران ق. 
 
 1

- 8�س
 
 
1 
�إذن م = قَ )�س1( = 4�س 

وبما �أنَّ مما�س منحنى الاقتران ق عند النقطة )�س1 ، �ص1( يوازي الم�ستقيم ل، �إذن:
م = م1

  - 8�س1 = -4                                                                                                  لماذا؟
4�س1

  - 8�س1 + 4 =0                                                                                    
4�س1

0 = )1- 1
4)�س1 -1()�س   + �س

  1     
                                    

ومنه   �س1= 1 
          5     + 1-

 2 �أو     �س1 = 

          5    -1-
 2 �أو     �س1 =  

3

2

3
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5
بِّني �أنََّّ لمنحنى الاقتران ق)�س( = 5- �س2 ،  مما�سين مر�سومين من النقطة )0،3(.

ال�شكل )5-3(

2

ومنه �س1 =1
�أي �أنََّّ قيم �س1 هي:  -1،  1

نقطة التما�س الأولى هي: )-2،1(، نقطة التما�س الثانية هي: )2،1( 
انظر ال�شكل )5-3(.

∴ معادلة المما�س الأول هي: �ص = -2�س
      معادلة المما�س الثـاني هي: �ص = 2�س

الحل
النقطة )0،0( لا تقع على منحنى الاقتران ق، لماذا؟

افر�ض �أنَّ النقطة )�س1،�ص1( نقطة تما�س تقع على منحنى الاقتران ق.
1+ 

1
ومنه �ص1= �س

 ميل المما�س عند نقطة التما�س = ميل منحنى الاقتران ق عند تلك النقطة.
ميل المما�س= قَ )�س1( عند نقطة التما�س 

                 = 2�س1
معادلة المما�س هي:  �ص = 2�س1 )�س-0(

                               �ص = 2�س1 �س
ق)�س1( = �ص1 

2ومنه �س1 + 1 = 2�س1    2

2
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1  ( جد ميل المما�س لمنحنى الاقتران ق)�س( = �س2+6�س-5 عند النقطة )1 ، 2(.

2  ( جد معادلة المما�س لمنحنى الاقتران ق)�س( = �س3 ، عند نقطة تقاطعه مع الم�ستقيم 
  �ص- �س- 6 = 0   

3  ( جد النقط الواقعة على منحنى الاقتران ق)�س( = �س2 - 3�س + 3 التي ي�صنع عندها المما�س 
مع الاتجاه الموجب لمحور ال�سينات.

راد     π3
4 زاوية قيا�سها 

4  ( جد النقط الواقعة على منحنى العلاقة )�ص-4(2 =  �س+2 التي يكون عندها المما�س موازياً 
للم�ستقيم الذي معادلته: 3�س + 6�ص + 2=0

5  ( جد معادلة المما�س لمنحنى الاقتران ق)�س( = �س2-4�س+3 بحيث يكون المما�س عموديًّا 
على الم�ستقيم الذي معادلته:  6�ص - 3�س- 5 =0

عند النقطة )2،1( 2
�س 6   (  جد معادلة المما�س والعمودي على المما�س لمنحنى الاقتران ق)�س( = 

ا  7  ( جد قيمة كلٍّ من الثابتين ب،جـ اللّتين تجعلان الم�ستقيم الذي معادلته: �ص-  �س - 2=0 مما�سًّ
لمنحنى الاقتران ق)�س( = �س2 + ب �س + جـ عند النقطة )0 ، 2(.

النقطة  عند  2-
�س الاقتران  ق)�س( = الم�ستقيم  2�س- �ص+ جـ =0  يم�س منحنى  �إذا كان   )  8

)�س1،�ص1( فجد قيم الثابت جـ.

 9  (  جد معادلتي المما�سين لمنحنى العلاقة �س= �ص2 -4�ص عند نقطتي تقاطع منحناها مع محور 
ال�صادات.

10( جد قيا�س الزاوية التي ي�صنعها مما�س منحنى العلاقة: �ص2 + �س2 + 6�ص- 2�س + 2=0 عند 
النقطة ) 3 ، -1( مع الاتجاه الموجب لمحور ال�سينات.

11( جد معادلة المما�س والعمودي على المما�س لمنحنى الاقتران ق)�س( = 3 ظتا �س + قا2 �س عند 
. π

4 �س=
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12( جد معادلة المما�س  لمنحنى الاقتران ق)�س( =    �س  عند نقطة تما�سه مع منحنى الاقتران 

 . 3
2 3 �س + 

2 هـ)�س( = �س2- 

13( جد م�ساحة المثلث القائم الزاوية، المكون من المما�س المر�سوم لمنحنى العلاقة �ص=   �س،  

         �س<0 عند النقطة  )2،4( ومحور ال�سينات والم�ستقيم �س=4.

14( حُلَّ الم�س�ألة الواردة بداية الدر�س.
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تطبيقات فيزيائية
Physical Applications   ثانيًا

قُذف ج�سم من �سطح برج ر�أ�سيًّا �إلى �أعلى، حيث �إنَّ ارتفاعه بالأمتار عن �سطح البرج  بعد 
ن ثانية من بدء الحركة معطى بالعلاقة ف)ن( = 25ن - 5ن2، جد ارتفاع البرج �إذا كانت 

�سرعة الـج�سم لحظة و�صوله الأر�ض ت�ساوي ) - 55م/ث(. 

تعلمت �سابقًا �أنَّ ال�سرعة المتو�سطة )ع( في الفترة الزمنية من ن �إلى ن + Δ ن لـجُ�سيم يتحرك 
على خط م�ستقيم, وفق العلاقة ل = ف)ن( هي:

Δف         موجودة فت�سمى ال�سرعة اللحظية 

Δن
ف)ن+Δن(- ف)ن(        ، و�إذا كانت نهــــــا 

Δن
Δف         = 

Δن  ع=  
                                                                                                  Δن ←0

للجُ�سيم عند ن ويرمز لها بالرمز ع.

يتحرك جُ�سيم على خط م�ستقيم وفق العلاقة ف)ن( = ن3- 3ن2- 3، حيث ن الزمن بالثواني، 
ف الم�سافة بالأمتار، اح�سب �سرعة الـجُ�سيم وت�سارعه عند ن = 4 ثوانٍ.

الحل
ال�سرعة ع)ن( = فَ )ن(  = 3ن2-6ن

ع)4( = 24م/ث
الت�سارع ت)ن( = عَ)ن( = فً )ن( = 6ن-6                        

 ومنه ت)4( = 18م/ث2

1

: �إذا تحرك جُ�سيم على خط م�ستقيم وتحدد موقعه في اللحظة ن بالعلاقة ل = ف)ن( ف�إنََّّ
ال�سرعة اللحظية )ال�سرعة( في اللحظة ن هي ع حيث ع)ن( = فَ)ن(

و�إذا كان فَ)ن( قابلًا للا�شتقاق في ن، ف�إنََّّ  فً )ن( = عَ)ن( ي�سمى ت�سارع الـجُ�سيم في 
اللحظة ن ويرمز له بالرمز ت)ن(.
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يتحرك جُ�سيم على خط م�ستقيم وفق العلاقة ف)ن( = ن3-6ن2+1،حيث ن الزمن بالثواني، 
ف الم�سافة بالأمتار، جد �سرعة الـجُ�سيم عندما ينعدم ت�سارعه.

الحل
ال�سرعة ع)ن( = فَ )ن( = 3ن2 - 12ن
الت�سارع ت)ن( = فً )ن( = 6ن - 12

عندما ينعدم ت�سارعه ف�إنََّّ ت)ن( =0 
∴  6ن - 12 = 0

ومنه ن =2، �أي ينعدم ت�سارع الـجُ�سيم عندما ن = 2 ثانية.
�إذن ع)2( = 3)2(2 - 12)2( =  -12م/ث.

قذف ج�سم ر�أ�سيًّا للأعلى من نقطة على �سطح الأر�ض، بحيث يكون ارتفاعه عن �سطح الأر�ض 
بالأمتار بعد ن ثانية من بدء الحركة معطى بالعلاقة ف )ن( = 30ن - 5ن2، جد كلًّا مما ي�أتي:

1( ال�سرعة الابتدائية للج�سم.
لُ �إليه الـج�سم. 2( �أق�صى ارتفاع يَ�صِ

3( اللحظة التي تكون عندها �سرعة الـج�سم 10م/ث.

4( الزمن اللازم حتى يعود الـج�سم �إلى �سطح الأر�ض.

2

3

1
�إذا كانت ف)ن( = 4جا3ن – 5جتا3ن، حيث ف الم�سافة بالأمتار، ن الزمن بالثواني، 

π ثانية.
6 فاح�سب كًّلا من  الم�سافة و ال�سرعة و الت�سارع عندما ن =

2
�إذا كانت ف)ن(  = ن3-9ن2+15ن، هي العلاقة الزمنية لحركة جُ�سيم  على خط  م�ستقيم، حيث 
ن الزمن بالثواني، ف الم�سافة بالأمتار، فجد ت�سارع الـجُ�سيم في اللحظة التي تنعدم فيها �سرعته.
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الحل
1( ال�سرعة الابتدائية )ع0( للج�سم هي ال�سرعة التي قذف بها الـج�سم �أي عندما )ن=0(

ع)ن( =  30-10ن     ومنه ع0 =  30م/ث
2( ي�صل الـج�سم �إلى �أق�صى ارتفاع عندما ت�صبح ال�سرعة ع = 0، �أي �أنَّ 30 -10ن =0 ويتحقق 
ذلك عندما ن = 3ث، وعند هذه اللحظة تكون الم�سافة المقطوعة ف)3( = 90 - 45=45م.

3( ع = 30-10ن =10،  ومنه ن = 2 ثانية
4( عندما يعود الـج�سم �إلى �سطح الأر�ض تكون ف = 0     ومنه 30ن - 5ن2=0

ن )30 - 5ن( = 0، ومنه ن = 0، ن = 6 ثانية 
وبما �أنَّ    ن =0 هي لحظة الانطلاق، �إذن يعود الـج�سم �إلى �سطح الأر�ض بعد 6 ثوانٍ من بدء الحركة.

3
حُلَّ الم�س�ألة الواردة بداية الدر�س.

ا؛ حيث �إنََّّ الم�سافة المقطوعة بالأمتار  �أ�سقط ج�سم من ارتفاع 120م عن �سطح الأر�ض �سقوطًا حرًّ
بعد ن ثانية هي ف1)ن( = 5ن2 وفي الوقت نف�سه قذف ج�سم من �سطح الأر�ض للأعلى حيث 
�إنَّ الم�سافة التي يقطعها هي ف2)ن( = 60ن - 5ن2، جد اللحظة التي يكون لهما الارتفاع نف�سه 

عن �سطح الأر�ض.
الحل

يكون الـج�سمان على الارتفاع نف�سه عن �سطح الأر�ض عندما ف1)ن( + ف2)ن( =120م
5ن2+60ن - 5ن2=120

60ن = 120 ومنه ن = 2ثانية
�أي �أنَّ الج�سمين يكونان على الارتفاع نف�سه بعد ثانيتين من بدء حركتهما.

4
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1( يتحرك جُ�سيم على خط م�ستقيم وفق العلاقة ف)ن( = ن3 - 6ن2 + 9ن + 3، حيث ن الزمن 
بالثواني، ف الم�سافة المقطوعة بالأمتار، فجد كلًّا مما ي�أتي:

�أ   ( ال�سرعة الابتدائية للجُ�سيم.
�سيم لحظة �سكونه. ب(  ت�سارع الـجُُ

32 ن ،  2( يتحرك جُ�سيم على خط م�ستقيم وفق العلاقة ف)ن( = 2جا2) 2ن ( +  

[  حيث ف: الم�سافة بالأمتار، ن: الزمن بالثواني، جد ت�سارع الـجُ�سيم عندما  π
2 ن  ]0 ، 

تكون �سرعته      3 م/ث.

3( قذف ج�سم ر�أ�سيًّا �إلى الأعلى من نقطة على �سطح الأر�ض بحيث كان بعده عن �سطح الأر�ض 
بعد ن ثانية هو ف)ن( = 19.6ن - 4.9ن2 متر، فجد كلًّا مما ي�أتي:

�أ   (  �أق�صى ارتفاع ي�صل اليه الـج�سم عن �سطح الأر�ض.
ب( ت�سارعه في اللحظة ن.

جـ( �سرعة الـج�سم لحظة و�صوله �إلى �سطح الأر�ض.

4( قذف ج�سم ر�أ�سيًّا �إلى الأعلى من نقطة على �سطح الأر�ض؛ بحيث يكون ارتفاعه عن �سطح 
الأر�ض بعد زمن ن ثانية هو  ف)ن( = 128ن-16ن2 قدم، فجد كلًّا مما ي�أتي:

�أ   ( مجموعة قيم ن التي تكون عندها ال�سرعة �سالبة.
ب(  �أق�صى ارتفاع ي�صل اليه الـج�سم عن �سطح الأر�ض.

جـ( ت�سارع الـج�سم عند �أي لحظة.
د  ( �سرعة الـج�سم الابتدائية.

�أعلى من نقطة على �سطح الأر�ض؛ بحيث يكون ارتفاعه عن �سطح  �إلى  5( قُذفَ ج�سم ر�أ�سيًّا 
الأر�ض بالأقدام بعد ن ثانية معطى وفق العلاقة ف)ن( = 96ن - 16ن2. جد �سرعة الـج�سم 

عندما يكون على ارتفاع 80 قدمًا.
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6( قذف ج�سم ر�أ�سيًّا �إلى الأعلى من نقطة على �سطح الأر�ض بحيث �إنَّ بعده عن نقطة القذف 
بعد ن ثانية من  بدء الحركه معطى بالعلاقة ف)ن( = �أ ن - 5ن2 بالأمتار، فجد قيمة �أ علمًا ب�أنَّ 

�أق�صى ارتفاع و�صل اليه الـج�سم 80 متًرا.

7( قُذف ج�سم ر�أ�سيًّا �إلى �أعلى من نقطة على ارتفاع 60 متًرا من �سطح الأر�ض وفق العلاقة 
ف)ن( = 40ن-5ن2 حيث ن الزمن بالثواني، ف الم�سافة بالأمتار ، جِد كلًّا مما ي�أتي:

�أ   ( الزمن الذي ي�ستغرقه الـج�سم حتى يعود �إلى نقطة القذف.
ب(  الزمن الذي ي�ستغرقه الـج�سم حتى يعود �إلى �سطح الأر�ض.

جـ( �أق�صى ارتفاع ي�صل اليه الـج�سم عن �سطح الأر�ض.
د  ( متى ت�صبح �سرعه الـج�سم 30 م/ث ؟

هـ( متى ي�صبح ارتفاع الـج�سم 135 متًرا عن �سطح الأر�ض؟

8( �أ�سقط �شخ�ص ج�سمًا من ال�سكون من �سطح بناية وفق العلاقة ف1)ن( = 16ن2، وفي اللحظة 
نف�سها قذف �شخ�ص ثانٍ ج�سمًا عموديًّا �إلى �أ�سفل ب�سرعة ابتدائية مقدارها 20 قدم/ث من 
ال�سطح نف�سه وفق العلاقة ف2)ن( = 20ن + 16ن2  ، ف�إذا ارتطم الج�سم الأول بعد 12 ثانية 

من ارتطام الج�سم الثاني بالأر�ض،  فجد ارتفاع البناية.

يتحرك جُ�سيم على خط م�ستقيم بحيث �إنََّّ �سرعته ع = �أ    ف  ، �أ < 0، ف <0، ف: الم�سافة  	)9
بالأمتار، �إذا علمت �أنََّّ ت�سارعه 8م/ث2.   فجد قيمة الثابت �أ.

ال�سرعة، ف   العلاقة ع2= 1 - 2ف2 حيث ع  م�ستقيم ح�سب  جُ�سيم على خط  يتحرك   )10
الم�سافة  بالأمتار.

جد ت�سارع الـجُ�سيم عندما تنعدم �سرعته.
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المعدلات المرتبطة بالزمن
Related Rates ثالثًا  

انطلاق  نقطة  من  200متر  بعد  وعلى  100م/ث،  ب�سرعة  لأعلى  عموديًّا  �صاروخ  �أطلق 
�إلى ال�صاروخ، جد معدل تغير زاوية ارتفاع  ال�صاروخ، كان م�شاهد جال�سًا على الأر�ض ينظر 

نظر الم�شاهد عندما يكون ال�صاروخ على ارتفاع 400 متر من �سطح الأر�ض.

�ص     هو معدل تغير �ص بالن�سبة للمتغير �س في حالة ارتباط �ص بالمتغير �س،   
�س تعلمت �سابقًا  �أن  

غير �أنَّ هناك حالات �أخرى كثيرة فيها ارتباط بين عدة متغيرات، وكلٌّ منها له علاقة بالزمن
ويعبر عنها بال�صيغ التالية:

�ص   معدل تغير �ص بالن�سبة �إلى الزمن ن.  
ن

�س   معدل تغير �س بالن�سبة �إلى الزمن ن.  
ن

ت�سمى هذه العلاقات بالمعدلات المرتبطة بالزمن، ولها تطبيقات فيزيائية وحياتية متنوعة.

تغير  معدل  كان  ف�إذا   ،0=  6 3�ص-  5�س+  �ص2 -  �س2 +  العلاقة   منحنى  على  نقطة  تتحرك 
�إحداثيها  تغير  معدل  فجد   ،)2،1( النقطة  عند  �سم/ث   3 الزمن  �إلى  بالن�سبة  ال�سيني  �إحداثيها 

ال�صادي بالن�سبة �إلى الزمن عند النقطة نف�سها.
الحل

افر�ض �أنَّ النقطة )�س،�ص( تقع على منحنى العلاقة.
�س    = 3 �سم/ث ، عند النقطة )1 ، 2(.                                                                                          

ن المعطيات : 
�ص     عند النقطة )2،1(.   

ن المطلوب : 
�ص    ا�شتق طرفي المعادلة �ضمنيًّا بالن�سبة �إلى   

ن �س   ،   
ن وللح�صول على علاقة تربط بين المعدلات 

الزمن فتح�صل على:

1
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�ص   =0  
ن �س   + 3    

ن �ص    - 5   
ن �س   + 2�ص   

ن 2�س  

�س    =0  
ن �ص   + )2�س-5(    

ن )2�ص+3(  

�س                   لماذا؟   
ن 5-2�س          ×  

2�ص+3 �ص   =    
ن    

: �س   = 3، �س=1،  �ص=2 نجد �أنَّ  
ن وبتعوي�ض  

�ص   =  37  × 3 =  97  �سم/ث  
ن    

�أي �أنَّ معدل التغير في الإحداثي ال�صادي عند النقطة )1 ، 2( ي�ساوي   97  �سم/ث.

بمعدل  �سطحه  م�ساحة  تزداد  �شكله،  على  محافظًا  بالحرارة  يتمدد  ال�شكل  دائريُّ  معدني  قر�ص 
6�سم2/ث، جد معدل تغير طول ن�صف قطر القر�ص؛ عندما يكون طول ن�صف قطره 3�سم.

الحل
: افر�ض �أنَّ

نق = طول ن�صف قطر القر�ص في اللحظة ن.
م   =  م�ساحة �سطح القر�ص في اللحظة ن.

م   = 6�سم2/ث  
ن المعطيات:  

   نق   عندما  نق = 3�سم.
المطلوب:   ن 

العلاقة التي تربط بين متغيرات الم�س�ألة م، نق  هي:
م = π نق2 ........ )1(

وبا�شتقاق طرفي العلاقة )1( �ضمنيًّا بالن�سبة �إلى الزمن تح�صل على:
نق      ........)2(   

ن  م   =π 2نق     
ن

: م   = 6�سم2/ث،  نق = 3�سم في العلاقة )2( تجد �أنَّ  
ن وبالتعوي�ض عن

  نق   
6�سم2/ث =  π2 × 3�سم ×    ن 

2
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: �س بُعد الرجل عن عمود الكهرباء. افر�ض �أنَّ
�ص طول ظل الرجل. 
انظر ال�شكل )6-3( 

حدد الثوابت والمتغيرات والمعدّلات الزمنية المعطاة والمطلوبة كما ي�أتي:
المعطيات:

الثوابت:  طول الرجل = 1.7 م ، طول عمود الكهرباء = 5.1 م
المتغيرات: بُعد الرجل عن عمود الكهرباء  �س ، طول ظل الرجل  �ص .

�س   = 2م/ث  
ن المعدلات المعطاة:   

�ص                                                                                            
ن المعدلات المطلوبة:   

ابحث عن علاقة تربط بين المتغيرات �س، �ص، فتجد من خلال ت�شابه المثلثين �أ ب جـ، د هـ جـ �أن:           

 �س + �ص    ومنه 3 �ص = �س + �ص
�ص  =  5.1 

1.7  �س+�ص     ومنه 
�ص  �أ ب   =  

د هـ 

�سم/ث  1 
 π نق   =    

ن  ومنه      
 1   �سم/ث.

 π �أي �أنَّ طول ن�صف قطر القر�ص يزداد بمعدل 

رجل طوله 1.7متراً، ي�سير على �أر�ض م�ستوية ب�سرعة 2م/ث مبتعدًا عن عمود كهرباء 
في قمته م�صباح،  يرتفع 5.1 �أمتار عن �سطح الأر�ض، جد معدل تغير طول ظل الرجل.

الحل 

3

1
كرة من الجليد تن�صهر ب�سبب الحرارة بحيث تبقى محافظة على �شكلها، �إذا كان طول ن�صف 

قطرها يتناق�ص بمعدل0.01�سم/ث ، فجد كلًّا مما ي�أتي:
1 ( معدل تناق�ص حجم الكرة عندما يكون طول ن�صف قطرها 10�سم.

2(  معدل تناق�ص م�ساحة �سطح الكرة عندما يكون طول ن�صف قطرها 5�سم.

ال�شكل )6-3(
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يرتفع بالون ر�أ�سيًّا �إلى �أعلى بمعدل ثابت قدرهُ 40 م/د، ر�صدَهُ م�شاهد يقف على الأر�ض، ويبعدُ 
120م عن موقع البالون على الأر�ض، جد معدل تغير زاوية ارتفاع نظر الم�شاهد للبالون؛ عندما 

يكون البالون على ارتفاع 120م عن �سطح الأر�ض.
الحل

افر�ض �أنَّ هـ زاوية ارتفاع نظر الم�شاهد في اللحظة ن، 
و�أنَّ �ص  ارتفاع البالون عن �سطح الأر�ض، 

انظر ال�شكل )7-3(.                                                        

4

2
في مثال )3( جد معدل تغير بُعد ر�أ�س الرجل عن الم�صباح؛ عندما يكون الرجل على بعد 3 

�أمتار عن عمود الكهرباء.

ال�شكل )7-3(

2�ص = �س .......... )1(
�ضمنيًّا   )1( المعادلة  طرفي  ا�شتق  �س  ،   

ن  ، �ص     
ن المعدلات:   بين  تربط  علاقة  على  وللح�صول 

بالن�سبة �إلى الزمن فتح�صل على:                                                                                              

�س   ............)2(   
ن    1 

2 �ص    =    
ن �س    ،  ومنه     

ن �ص   =    
ن 2

: �س   في المعادلة )2(، تـجد �أنََّّ  
ن وبالتعوي�ض عن   

 1  × 2 = 1م/ث.
2 �ص  =     

ن     
�أي �أنَّ طول ظل الرجل يزداد بمعدل 1م/ث.

الرا�صد
)الم�شاهد(

�ص   =40 م/ د  
ن المعطيات: 

هـ   عندما �ص = 120م  
ن المطلوب: 

 �ص   .......... )1(
العلاقة التي تربط بين المتغيرين �ص، هـ هي ظاهـ =  120
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: وبا�شتقاق العلاقة )1( �ضمنيًّا بالن�سبة �إلى الزمن نجد �أنََّّ
�ص     ........... )2(  

ن  *   1 
هـ   =  120  

ن قا2هـ * 
π4  ، وبالتالي عندما �ص = 120م ي�صبح المثلث القائم متطابق ال�ضلعين، فعندئذ ت�صبح هـ  =  

: قا2هـ = 2، وبالتعوي�ض في المعادلة )2( تجد �أنََّّ
 1   راديان/ ث.

6 هـ   =    
ن  1   *  40   ومنه   

هـ   =  120  
ن  * 2

دائرتان متحدتان في المركز، طولا ن�صفي قُطريهما 5�سم، 20�سم، ابتد�أت الدائرة ال�صغرى تت�سع 
بحيث يزداد طول ن�صف قطرها بمعدل 2�سم/د، وفي اللحظة نف�سها �أخذت الدائرة الكبرى ت�صغر 
بحيث يتناق�ص طول ن�صف قطرها بمعدل 1�سم/د، جد معدل التغير في الم�ساحة المح�صورة بين 

الدائرتين في اللحظة التي تنطبق الدائرتان على بع�ضهما.
الحل

افر�ض �أنَّ الزمن لتغيرهما هو ن دقيقة
طول ن�صف قطر الدائرة ال�صغرى = 5+2ن                                     لماذا؟

طول ن�صف قطر الدائرة الكبرى = 20- ن                                      لماذا؟ 
م)ن( الم�ساحة المح�صورة بينهما

م)ن( = π )20- ن(π -  2 )5 + 2ن(2
م   عندما  م = 0 �أي عندما 20- ن = 5 + 2ن  

ن المطلوب: 

5

3
مثلث متطابق ال�ضلعين طول كلٍّ من �ضلعيه المتطابقين 8�سم ، يزداد قيا�س الزاوية المح�صورة 

بينهما بمعدل 2°/د، جد معدل التغير في م�ساحة المثلث في كلٍٍّّ من الحالات الآتية:
1( عندما يكون قيا�س الزاوية المح�صورة بينهما °60.

2( عندما يكون قيا�س الزاوية المح�صورة بينهما °120.
قارن بين الإجابتين وف�سر ذلك.
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 ومنه 3ن = 15 
∴ ن = 5 دقائق.

م  = - π 2 )20- ن( - π 4 )5 + 2ن(  
ن  

م  = -π 90 - = )10 + 5( π 4 - )5 -20( π  2 �سم2/د  
ن عندما ن = 5،  ف�إنَّ   

وب�صورة عامة، لحل م�سائل المعدلات المرتبطة بالزمن يمكنك اتباع الخطوات الآتية:
حًا عليه البيانات المعطاة، �إن �أمكنك ذلك. 1( ار�سم �شكلًا تقريبيًّا للم�س�ألة مو�ضّ

2( حدد الثوابت والمتغيرات، والمعدلات الزمنية المعطاة والمطلوبة.
3( ابحث عن علاقة ريا�ضية م�ستعينًا بالر�سم تربط متغيرات الم�س�ألة؛ بحيث تكون معدلات جميع  

متغيرات الم�س�ألة معلومة با�ستثناء المعدل المطلوب �إيجاده.
في  لطرفيها  الا�شتقاق  عملية  �إجراء  قبل  عليها  ح�صلت  التي  العلاقة  في  الثوابت  عن  �ض  عوِّ  )4

حالات  معينة تتطلب ذلك.
5( ا�شتقَّ طرفي العلاقة التي ح�صلت عليها بالن�سبة �إلى الزمن؛ للح�صول على علاقة �أخرى تربط 

بين المعدلات.
�ض بالقيم المعلومة لإيجاد المطلوب.  6( عوِّ

ما دلالة الإ�شارة ال�سالبة التي ح�صلت عليها في حل مثال)5(؟
فكر وناق�ش
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1( مكعب من الثلج يتناق�ص طول �ضلعه بمعدل 0.0001 �سم/ث، جد معدل التغير في كلٍٍّّ من 
حجمه وم�ساحته الكلية؛ عندما يكون طول �ضلعه 10�سم.

�أر�ض  على  ال�سفلي  وبطرفه  عمودي،  حائط  على  العلوي  بطرفه  �أمتار   5 طوله  �سلم  يرتكز   )2
 1  م/ث، فجد �سرعة انخفا�ض 

2 م�ستوية �إذا تحرك الطرف ال�سفلي مبتعدًا عن الحائط بمعدل 
الطرف العلوي لل�سلم؛ عندما يكون طرفه ال�سفلي على بعد 3م عن الحائط.

3( قمع على �شكل مخروط دائري قائم قاعدته للأعلى، ف�إذا كان ارتفاع القمع 16�سم،  وطول 
بَّ فيه �سائل بمعدل 12�سم3/ث، جد معدل تغير م�ساحة �سطح  ن�صف قطر قاعدته 8�سم، �صُ

ال�سائل في القمع عندما يكون ارتفاع ال�سائل 8�سم.

4( انطلقت �سفينتان من الميناء نف�سه في اتجاهين مختلفين على �شكل خطين م�ستقيمين، قيا�س الزاوية 
الثانية 40كم/�ساعة، فجد  و�سرعة  الأولى 30كم/�ساعة،  �سرعة  كانت  �إذا  بينهما )5120(، 
معدل تغير البعد بينهما عندما يكون بعداهما عن نقطة الانطلاق 6كم، 8كم على الترتيب. 

5( بد�أت النقطتان �أ، ب الحركة معًا من نقطة الأ�صل )م(؛ بحيث  تتحرك النقطة ب على المحور 
ال�سيني الموجب مبتعدة عن نقطة الأ�صل ب�سرعة 2�سم/ث، وتتحرك النقطة �أ في الربع الأول على 
منحنى الاقتران ق)�س( = �س3، بحيث تبقى �أ ب  دائمًا عموديةّ على محور ال�سينات الموجب، جد:

 �أ   ( معدل التغير في م�ساحة المثلث �أ ب م بعد ثانية واحدة من بدء الحركة.
ب( معدل التغير في طول وتر المثلث �أ ب م بعد ثانية واحدة من بدء الحركة.

6( حُلَّ الم�س�ألة الواردة في بداية الدر�س.

7( بد�أت نقطة الحركة على دائرة مركزها نقطة الأ�صل من النقطة )5، 0( باتجاه عك�س عقارب 
بمعدل  حركتها  �أثناء  في  النقطة  تر�سمه  الذي  الدائري  القو�س  طول  يزداد  بحيث  ال�ساعة، 
10�سم/ث، جد معدل ابتعاد النقطة المتحركة عن النقطة )0،5(؛ عندما يقابل القو�س الذي 

. 
راد

 π3 تر�سمه النقطة زاوية مركزية مقدارها  
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 ، ر�ؤو�سه  تلام�س  بحيث  المربع  حول  دائرة  مت  رُ�سِ 4�سم/ث،  بمعدل  مربع  �أ�لاضع  تتمدد   )8
في  التغير  معدل  جد  وو�ضعها،  �شكلها  على  محافظة  تبقى  بحيث  المربع  مع  تتمدد  و�أخذت 

م�ساحة المنطقة المح�صورة بين الدائرة والمربع، عندما يكون طول �ضلع المربع10�سم.

9( م�صعدان كهربائيان م�ستقران في الطابق الأر�ضي، الم�سافة الأفقية بينهما  8 �أمتار، بد�أ الم�صعد 
الأول يرتفع �إلى الأعلى ب�سرعة 2 م/ث ، وبعد ثانيتين بد�أ الم�صعد الثاني في الارتفاع ب�سرعة  

1م/ث . جد معدل تغير الم�سافة بين الم�صعدين بعد ثانيتين من بدء حركة الم�صعد الثاني.
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تطبيقات عملية على التفا�ضل
الفصل الثاني

 تحدد النقط الحرجة لاقتران معطى.
 تحدد فترات التزايد والتناق�ص لاقتران معطى.

 ت�ستخدم اختبار الم�شتقة الأولى في تحديد فترات التزايد والتناق�ص والقيم الق�صوى، �إن وجدت، لاقتران معطى.
 تتعرف مفهوم التقعر ونقط الانعطاف، وتحدد فترات التقعر لأعلى ولأ�سفل لاقتران ما با�ستخدام الم�شتقة 

الثانية.
 ت�ستخدم اختبار الم�شتقة الثانية لتعيين القيم الق�صوى المحلية.

 تحل م�سائل عملية على القيم الق�صوى.

النقط الحرجة
Critical Points أولًا  

.]3 ،1[ جد النقط الحرجة للاقتران ق)�س( = | �س2 – 2�س |،  �س 

�سيتناول هذا الدر�س تطبيقًا �آخر للم�شتقة الأولى، وهو النقط الحرجة.

: �إذا كانت �س1 �ضمن مجال الاقتران ق، ف�إنََّّ القيمة �س1 ت�سمى قيمة حرجة للاقتران ق �إذا تحقق �أنَّ
)�س1،ق)�س1((  النقطة  ت�سمى  الحالة  هذه  وفي  موجودة.  غير  )�س1(  قَ  �أو   0  = )�س1(   قَ 

نقطة حرجة للاقتران ق.

 Applications of Derivative
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]3 ، 2- [ جد النقط الحرجة للاقتران  ق)�س( = 3�س2 - �س3  ، �س  
الحل

 قَ )�س( = 6�س - 3�س2 ،  قَ)�س( =0 عندما  6�س - 3�س2 =0 ومنه:
3�س)2 - �س( =0 �أي عند: �س=0، �س= 2  وكلاهما في الفترة ]-2، 3[

وتكون قَ)�س( غير موجودة عندما �س = -2، �س= 3 )�أطراف الفترة(
وعليه يكون للاقتران ق �أربع  نقط حرجة هي:    )-20،2( ، )0،0( ، )2 ، 4( ، ) 3، 0( 

1

1
جد النقط الحرجة للاقتران ق)�س( = �س3 -12�س +1، �س  ]-3،3[

 ]π ،0[  1   جا3 �س ، �س 
3 جد النقط الحرجة للاقتران ق)�س( = جا �س -  

الحل
 قَ )�س( = جتا �س- جا2�س جتا �س = جتا �س)1- جا2�س(،  قَ )�س( = جتا3�س

قَ )�س( =0 عندما:
  π 

2 جتا �س= 0 �أي عند �س = 
وتكون  قَ )�س( غير موجودة عندما �س= 0، �س= π )�أطراف الفترة(

وعليه يكون للاقتران ق ثلاث نقط حرجة هي:
.)0،π( ، )  2 

3  ،  π 
2  ( ، )0،0(

جد النقط الحرجة للاقتران ق)�س( =  3 4- �س2 ، �س ]-3،3[

2

3

2
      ]π ،0[ جد النقط الحرجة للاقتران ق)�س( = جا �س- جا2�س ، �س 
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يمثل ال�شكل )3-8( منحنى الم�شتقة الأولى للاقتران  
على  اعتمد   ]2،2-[ الفترة  على  المعرف  ق)�س( 

ذلك في تعيين النقط الحرجة للاقتران ق.
 

4
حُلَّ الم�س�ألة الواردة في بداية الدر�س.

4

]2،2-[ جد النقط الحرجة للاقتران ق)�س( =  3   �س2  ، �س 
3

الحل
�س    ، 

3  )4 - �س2(2  *  2-
3  قَ)�س( =  

قَ)�س( = 0 عندما الب�سط = 0   �أي �أنَّ �س =0 
وتكون قَ)�س( غير موجودة عندما المقام = 0، وعند �أطراف الفترة، �أي عندما 

�س= -2، �س = 2، �س = -3، �س = 3وعليه يكون للاقتران خم�س نقط حرجة هي:
) 5- 3 ،3 ( ،) 0 ،2 ( ،) 4  3 ،0( ،) 0 ،2-( ،) 5-  3 ،3-(

الحل
�أو غير  للاقتران نقط حرجة عندما  قَ)�س( =0، 
موجودة )ويكون ذلك عند المقطع ال�سيني  لمنحنى 

الم�شتقة الأولى و�أطراف الفترة( 
�أي عندما  �س= -1، 1، -2، 2 

ال�شكل )8-3(

وعليه يكون للاقتران �أربع نقط حرجة هي:
)-1، ق)-1((، )1، ق)1((، )-2، ق)-2(( , )2، ق)2((.
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ال�شكل )9-3(

1( جد النقط الحرجة لكلٍٍّّ من الاقترانات الاتية:
�أ   ( ق)�س( = �س4-4�س+1           , �س  ]-2 ،2[
]π2 ،0[  ب( ق)�س( = جا �س+ جتا �س        , �س
جـ( ق)�س( = �س2 | �س-1|            , �س  ]-3، 2[
] π ، 0[  د  ( ق)�س( =    جتا2�س                  , �س

هـ( ق)�س( = 

2( جد قيم  �أ، ب التي تجعل للاقتران ق)�س( = �س3 + �أ �س2 + ب �س نقطتين حرجتين 
عند �س = -1، �س = 3.

 �س2+1                  ،  -2 ≥ �س ≥ 1
2�س                       ،    1  ≥ �س ≥ 2

الأولى  الم�شتقة  منحنى   )9-3( ال�شكل  يمثل   )3
على  ف  الم��ع��رَّ ق  الح���دود  كثير  لال�قرت�ان 
تعيين  في  ذلك  على  اعتمد  الفترة]-3،3[ 

النقط الحرجة للاقتران  ق.
�س3  - 1          

�س3  + 1  4( جد النقط الحرجة للاقتران ق)�س( = 
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التزايد والتناق�ص
Increasing and Decreasing ثانيًا 

اعتمادًا على ال�شكل )3-10( الذي يمثل منحنى الاقتران

]    �أ ، ب[، عندئذٍ يكون الاقتران ق: فًا على الفترة ]   �أ،ب[ وكان �س1،�س2   �إذا كان ق)�س( اقترانًا معرَّ
1( متزايدًا على الفترة ] �أ ، ب[ �إذا كان ق)�س1( > ق)�س2( لكلِّ �س1> �س2

ا على الفترة ] �أ ، ب[ �إذا كان ق)�س1( < ق)�س2( لكلِّ �س1> �س2   2( متناق�صً
3( ثابتًا على الفترة ] �أ ، ب[ �إذا كان ق)�س1( = ق)�س2( لكلِّ �س1> �س2 

لاحظ  من خلال ال�شكل )3-10( ما ي�أتي:
1( في الفترة ]-3، 0[ كلما زادت قيم �س زادت قيم ق)�س(، وفي هذه الحالة يكون ق متزايدًا 

ا ق )-2( >  ق )-1(. على الفترة]-3، 0[  مثلًا -2 > -1 و�أي�ضً
ا  2( وفي الفترة ] 0، 1[ كلما زادت قيم �س نق�صت قيم ق)�س(، وفي هذه الحالة يكون ق متناق�صً

1 ( < ق )1(.
2 ا ق )  12  > 1 ، و�أي�ضً على الفترة ] 0، 1[   مثلًا  

3( في الفترة ] 1، 3[ كلما زادت قيم �س بقيت قيم ق)�س( ثابتة، وفي هذه الحالة يكون ق ثابتًا 
32  ( = ق)2(. 32  < 2، ولكن ق )  على الفترة ] 1، 3[   مثلًا   

زادت  كلما  ق  الاقتران  منحنى  �سلوك  �صف 
قيم �س في الفترة]-3،3[

 4- �س2      ،  -3 ≥ �س ≥1
ق)�س( =     3            ،   1 > �س ≥3

ال�شكل )10-3(

ومن التعريف لاحظ �أنَّ الاقتران ق يكون متزايدًا عندما ي�صعد منحناه �إلى الأعلى كلما تحركت 
ا عندما يهبط منحناه �إلى �أ�سفل كلما تحركت �س �إلى اليمين. �س �إلى اليمين، ويكون متناق�صً
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في  ق  لمنحنى  ا  مما�سًّ ر�سمت  �إذا   )11-3( ال�شكل  في 
�أنَّ المما�سَّ ي�صنع زاوية حادة )هـ1(  الفترة )-0،3( تجد 

مع الاتجاه الموجب لمحور ال�سينات.   
ومنه ظاهـ1 < 0، ماذا تتوقع �أن تكون �إ�شارة قَ)�س(؟

�أنََّّ  نجد   )3،0( الفترة  في  ق  لمنحنى  ا  مما�سًّ ر�سمت  و�إذا 
الموجب  الاتجاه  مع  )هـ2(  منفرجة  زاوية  ي�صنع  المما�س 

لمحور ال�سنات.
ومنه ظاهـ2> 0، ماذا تتوقع �أن تكون �إ�شارة قَ)�س(؟ 

�إذا كان ق)�س( اقترانًا مت�صلًا على الفترة ] �أ،ب[، وقابلًا للا�شتقاق على الفترة ) �أ،ب( وكان:
1( قَ )�س( < 0، لجميع قيم �س  )�أ ، ب(، ف�إنََّّ ق)�س( يكون متزايدًا على الفترة ] �أ ، ب[.
ا على الفترة ] �أ ، ب[. 2( قَ )�س( > 0، لجميع قيم �س  )�أ ، ب(، ف�إنََّّ ق)�س( يكون متناق�صً

3( قَ )�س( = 0، لجميع قيم �س  )�أ ، ب(، ف�إنََّّ ق)�س( يكون ثابتًا على الفترة ] �أ ، ب[.

يمكنك من خلال هذه النظرية تحديد فترات التزايد والتناق�ص للاقتران ق، وذلك ب�إيجاد الم�شتقة 
الأولى للاقتران ق ، ودرا�سة �إ�شارتها كما في الأمثلة الآتية:         

ال�شكل )11-3(

الجدول )1-3(

]2 ، 2-[ حدد فترات التزايد وفترات التناق�ص للاقتران ق)�س( = �س3 - 3�س ، �س  
الحل 

ق اقتران مت�صل على الفترة]-2 ، 2[ وقابل للا�شتقاق على الفترة )- 2، 2( لأنَّه على �صورة كثير حدود
قَ)�س( = 3�س2 - 3، قَ)�س( =0، عندما 3)�س -1()�س + 1( =0

1

∴ �س = -1، �س = 1
قَ)�س(،  �إ�شارة   )1-3( الجدول  يبين 

: وبتطبيق النظرية �أعلاه تجد �أنََّّ
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1
حدد فترات التزايد وفترات التناق�ص للاقتران ق)�س( = 3�س2- �س2-3

1( قَ)�س( <0 على الفترة )-2 ، -1(، والفترة  )1 ، 2( وعليه يكون ق)�س( اقترانًا متزايدًا على 
الفترتين ]-2 ، -1[ ،  ]1 ، 2[.

ا على الفترة ]-1 ، 1[  2( قَ)�س( > 0 على الفترة )-1 ، 1( وعليه يكون ق)�س( اقترانًا متناق�صً
 ،) والجدول )3-1( يو�ضح �إ�شارة قَ)�س( وفترات تزايد الاقتران ق، ويعبر عن التزايد بالرمز )

كما يو�ضح الجدول فترات تناق�ص الاقتران ق، ويعبر عن التناق�ص بالرمز )  (.
لاحظ �أنَّه لتحديد �إ�شارة الم�شتقة الأولى على فترة معينة بين نقطتين حرجتين؛ تقوم باختبار �إ�شارة 
الم�شتقة الأولى عند �أي قيمة داخل الفترة وما تح�صل عليه من �إ�شارة لهذه القيمة يمثل �إ�شارة الم�شتقة 

الأولى على كل هذه الفترة.

] π2 ، 0[ حدد فترات التزايد وفترات التناق�ص للاقتران ق)�س( = جتا�س، �س  
الحل                                                                                                              

                                                                        )π2 ، 0( وقابل للا�شتقاق على الفترة ] π2 ، 0[ ق اقتران مت�صل على الفترة
قَ)�س( = - جا�س 

                                             π = قَ)�س( =0،  عندما �س
والجدول )3-2( يبين �إ�شارة قَ)�س(، وبتطبيق

 اختبار الم�شتقة الأولى في التزايد والتناق�ص تكون:
قَ)�س( > 0، لكلٍّ �س   )π  ، 0( وعليه يكون 

] π  ، 0[ ا على الفترة ق)�س( اقترانًا متناق�صً
.) π 2 ، π (   0، لكلٍّ �س> )قَ)�س

.] π 2 ، π [وعليه يكون ق)�س( اقترانًا متزايدًا على الفترة

2

الجدول )2-3(

2
.] π 2 ، 0 [  حدد فترات التزايد وفترات التناق�ص للاقتران ق)�س( = جا2�س، �س
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4

قَ)�س(< 0، لكلِّ �س  )-∞ ،0(، )4 ، ∞ ( وعليه يكون ق)�س( اقترانًا متزايدًا على الفترتين 
                ) ∞ ، 4[ ،]0، ∞-(

ا على الفترة ]4،0[. قَ)�س(>0، لكلِّ �س  )4،0( وعليه يكون ق)�س( اقترانًا متناق�صً

�إذا كان  ق)�س( = 
 �س2+6�س+4     ،   �س≥0

]�س+4[           ،  0 > �س>1
|3�س+1|          ،  1 ≥�س 

حدد فترات التزايد وفترات التناق�ص للاقتران: ق)�س( =  3   �س3 - 6�س2 
الحل

ق مت�صل وقابل للا�شتقاق على ح.
�س2-4�س

3   )�س3- 6�س2(2 قَ )�س( = 

قَ)�س( =0عندما الب�سط =0،
ومنه �س2 - 4�س=0، �أي �أن �س = 0 ، �س = 4

قَ )�س( غير موجودة عند �أ�صفار المقام �أي عند �س=0، �س=6
والجدول )3-3( يبين �إ�شارة قَ)�س(، وبتطبيق اختبار الم�شتقة الأولى في التزايد والتناق�ص تكون:

3

الجدول )3-3(

3
حدد فترات التزايد وفترات التناق�ص للاقتران: ق)�س( = 3  �س -1 ، �س   ح. 
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فحدد فترات التزايد وفترات التناق�ص للاقتران ق على مجاله.
الحل 

   

ق)�س( اقتران مت�صل على ح
 

قَ)�س( = 

لماذا؟  ق)�س( اقتران قابل للا�شتقاق على ح ما عدا عند �س =0، �س =1	
تكون قَ)�س( غير موجودة عندما �س =0، �س =1                                                         

قَ)�س( =0، عندما 2�س+6=0، �أي �أنَّ �س = -3

 2�س+6      ،   �س>0
     0           ،  0 > �س>1

     3           ،  1 >�س 

والجدول )3-4( يبين �إ�شارة قَ)�س(، وبتطبيق اختبار الم�شتقة الأولى في التزايد والتناق�ص تكون:           
ا على الفترة )-∞ ، -3[                          ) -∞ ، -3( وعليه يكون ق)�س( اقترانًا متناق�صً قَ)�س( >0، لكلِّ �س  
قَ)�س( <0، لكلِّ �س  )-3 ، 0(، )1 ،  ∞( وعليه يكون ق)�س( اقترانًا متزايدًا على الفترتين 

                  )∞ ، 1[ ، ]0 ، 3-[
قَ)�س( = 0، لكلِّ �س  )0 ، 1( وعليه يكون ق)�س( اقترانًا ثابتًا على الفترة ]0 ، 1[

الجدول )4-3(

�أعد تعريف الاقتران  ق)�س( = 
 �س2+6�س+4     ،   �س≥0

       4                ،  0 > �س>1
3�س+1             ،  1 ≥�س 
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د فترات التزايد وفترات التناق�ص لكلٍٍّّ من الاقترانات الآتية: 1( حدِّ
، �س  ح. 			  �أ   ( ق)�س( = 4�س- �س2

]5 ، 5-[ ، �س  				   ب( ق)�س( = |�س9-2|
] π 2 ، 0[ ، �س  				   جـ( ق)�س( = جتا2�س

، �س  ح. 			  د (  ق)�س( = )1- �س(3

، �س  ح. 			  هـ(  ق)�س( = )2- �س(4
]5 ، 5-[ ، �س  			  و (  ق)�س( =   25 - �س2

، �س  ح. 			  ز (  ق)�س( = 3   )�س-4(2
] π 2 ، 0[  1 جتا 2�س    ،   �س

2 ح ( ق)�س( = جتا �س - 
 

ط(

ي(

2( يمثل ال�شكل )3-12( منحنى اقتران
 الم�شتقة الأولى للاقتران ق،حدد فترات التزايد

وفترات التناق�ص للاقتران ق.

3( �إذا كان ق)�س( اقترانًا مت�صلًا على الفترة ]�أ ، ب[ وقابلًا للا�شتقاق على الفترة )�أ ، ب( وكان 
قَ)�س( < 0، لكلِّ �س   )�أ ، ب(، وكان هـ )�س( = ق)�س( + �س3، ف�أثبت �أنَّ هـ )�س( متزايد 

على الفترة ]�أ ، ب[.

 3 -  �س2      ،  �س ≥ 1
 2               ،  �س < 1

�س ق)�س( =   

 4 - �س3    ،  �س > 1
 3            ،  �س ≤ 1

�س ق)�س( =   

ال�شكل )12-3(
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القيم الق�صوى
Extreme  Values ثالثًا 

.]4 ،3-[ حدد النقط الحرجة والقيم الق�صوى )�إن وُجدت( للاقتران ق)�س( = |1- �س2| ،�س 

ال�شكل )13-3( 2( ق)-3( هي �أكبر قيمة للاقتران ق)�س( في الفترة ]-3 ، 3[، 
      ومثل هذه القيمة ت�سمى قيمة عظمى مطلقة  للاقتران ق.

-2         ، ومثل هذه القيمة 
3 -2         ( هي �أ�صغر قيمة للاقتران ق)�س( في فترة مفتوحة حول العدد 

3 3( ق  )
ت�سمى قيمة �صغرى محلية  للاقتران ق.

القيمة ت�سمى قيمة  ]-3 ، 3[، ومثل هذه  �أ�صغر قيمة للاقتران ق)�س( في الفترة  4( ق)3( هي 
�صغرى مطلقة  للاقتران ق.

يمثل  ال���ذي   )13-3( ال�شكل  ت���أم��ل  خا�ل�ل  م��ن 
منحنىالاقتــران   ق)�س( = 4�س - �س3، �س  ]-3 ، 3[  ، 

: يمكنك التحقق من �أنَّ
 2         ( هي �أكبر قيمة للاقتران ق)�س( في فترة مفتوحة 

3 1( ق)
قيمة عظمى  ت�سمى  القيمة  2         ، ومثل هذه 

3 العدد  حول 
محلية  للاقتران ق.

تعلّم 
العظمى  القيم  ت�سمى  كذلك  محلية،  ق�صوى  قيمًا  للاقتران  المحلية  وال�صغرى  المحلية  العظمى  القيم  ت�سمى 

المطلقة وال�صغرى المطلقة للاقتران قيمًا ق�صوى مطلقة.

معتمدًا ال�شكل ال�سابق )3-14(، ما العلاقة بين النقط الحرجة للاقتران ق وقيمه الق�صوى؟
فكر وناق�ش
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نظرية

نظرية )اختبار الم�شتقة الأولى للقيم الق�صوى(
)�أ ، ب(  الفترة  ] �أ ، ب[، وقابلًا للا�شتقاق على  الفترة  اقترانًا مت�صلًا على  �إذا كان ق)�س( 

وكانت النقطة )جـ ، ق)جـ(( نقطة حرجة للاقتران ق، حيث جـ   )�أ،ب( عندئذٍ:
: 1( �إذا كان قَ)�س( ≤ 0 لكلِّ �س > جـ وكان قَ)�س( ≥ 0 لكلِّ �س <  جـ ، ف�إنََّّ

ق)جـ( تكون قيمة عظمى محلية للاقتران ق.
: 2( �إذا كان قَ)�س( ≥  0 لكلِّ �س > جـ وكان قَ)�س( ≤ 0 لكلِّ �س <  جـ ، ف�إنََّّ

ق)جـ( تكون قيمة �صغرى محلية للاقتران ق.

فًا على الفترة ] �أ ، ب[ وكانت ق)جـ( قيمة ق�صوى للاقتران ق �إذا كان ق)�س( اقترانًا معرَّ
] �أ ، ب[، ف�إنَّ قَ)جـ( غير موجودة �أو قَ )جـ(=0 حيث جـ 

: فًا على الفترة ] �أ ، ب[، وكان �س1  ] �أ ، ب[، ف�إنَّ �إذا كان ق)�س( اقترانًا معرَّ
وكان  �س1،  تحوي  )ف(  مفتوحة  فترة  وُجدت  �إذا  ق،  للاقتران  محلية  عظمى  قيمة  ق)�س1(   )1

ق)�س1( ≤  ق)�س( لجميع قيم �س  ف.
وكان  �س1،  تحوي  )ف(  مفتوحة  فترة  وُجدت  �إذا  ق،  للاقتران  محلية  �صغرى  قيمة  ق)�س1(   )2

ق)�س1( ≥ ق)�س( لجميع قيم �س  ف.
] �أ ، ب[. 3( ق)�س1( قيمة عظمى مطلقة للاقتران ق،�إذا كان ق)�س1( ≤ ق)�س( لجميع قيم �س 
] �أ ، ب[. 4( ق)�س1( قيمة �صغرى مطلقة للاقتران ق،�إذا كان ق)�س1( ≥ ق)�س( لجميع قيم �س 
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والأمثلة الآتية تو�ضح ذلك.

.]4، 2-[ جد النقط الحرجة والقيم الق�صوى )�إن وجدت( للاقتران ق)�س( = �س3 - 3�س2   + 1، �س 
1

الحل
لاح��ظ �أنَّ الاقرت�ان ق كثري� حدود؛ فهو مت���صل على الفرت�ة ]-2 ، 4[، وقاب��ل للا�شتقاق على 

الفترة)-2، 4( حيث
قَ)�س( = 3�س2 - 6�س

قَ)�س( = 0 �إذن  3�س2 - 6�س =0
3�س)�س-2( =0، �أي عندما �س = 0 ،  �س =2 

ْ فترة(. )طرَيف وتكون قَ)�س( غير موجودة. عندما يكون �س = -2،  �س =4	
يوجد  التي  �س  قيم  عند  الق�صوى  للقيم  الأولى  الم�شتقة  اختبار  وبتطبيق   ،)5-3( الجدول  ومن 

عندها  نقط حرجة للاقتران ق.     
تجد �أنَّ للاقتران ق:

قيمة عظمى محلية عند �س =0 وهي ق)0( = 1
قيمة �صغرى محلية عند �س = 2 وهي ق)2( = -3

قيمة عظمى مطلقة عند �س =4 وهي ق)4( = 17 ) طرف فترة ولا تعتبر قيمة عظمى محلية (
قيمة �صغرى مطلقة عند �س = -2 وهي ق)-2( = -19 )طرف فترة ولا تعتبر قيمة �صغرى محلية(

1
حدد النقط الحرجة والقيم الق�صوى )�إن وجدت( للاقتران ق)�س( = 6�س2 - �س3 - 9�س + 2، 

.]5 ، 1-[ �س 

حدد النقط الحرجة والقيم الق�صوى )�إن وجدت( للاقتران ق)�س( =4�س- �س1+2

الجدول )5-3(

2
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الحل
ق)�س( كثير حدود مت�صل وقابل للا�شتقاق على ح.

يكون للاقتران نقط حرجة عند قَ)�س( =0،    قَ)�س( = 4-2�س=0
ومنه �س= 2 

�إذن النقطة الحرجة هي )2 ، 5(

      جتا3�س، 
   1
3 جد القيم الق�صوى المحليه والمطلقة )�إن وُجدت( للاقتران ق)�س( = جتا�س - 

]π2 ، 0[ �س 
الحل

) π 2،0( ق)�س( مت�صل على الفترة ]π2 ،0 [، وقابل للا�شتقاق لكلٍّ �س 
حيث قَ)�س( = -جا�س + جتا2�س جا�س

قَ)�س( = -جا3�س	                                              )لماذا؟(
: جد النقط الحرجة للاقتران وادر�س �إ�شارة الم�شتقة الأولى حولها تجد �أنَّ

  π   =قَ)�س( =0 عندما - جا3�س=0، ومنه �س
π 2  ، 0 =قَ)�س( غير موجودة عند �س

  )         2 
3  ، π 2( ، )          2 

3  - ، π( ، )         2 
3 �إذن النقط الحرجة للاقتران ق هي: )0 ،  

الجدول )6-3( ومن الجدول )3-6(، الذي يو�ضح �إ�شارة قَ )�س( 
الق�صوى  للقيم  الأولى  الم�شتقة  اختبار  وح�سب 
تجد �أنََّّ للاقتران ق: قيمة عظمى محلية، ومطلقة 

عند �س= 2 وهي ق)2( = 5 .

2
حُلَّ الم�س�ألة الواردة في بداية الدر�س.

3
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ومن الجدول )3-7( الذي يو�ضح �إ�شارة قَ)�س(
وبتطبيق اختبار الم�شتقة الأولى للقيم الق�صوى نجد �أنََّّ للاقتران ق:

 π =قيمة �صغرى محلية ومطلقة عند �س
             2 

3  - = )π (هي ق
.         2 

3 وقيمة عظمى مطلقة عند �س = π 2 ، 0    هي 

3

معتمدًا ال�شكل )3-14( الذي يمثل منحنى الم�شتقة الأولى للاقتران كثير الحدود ق المعرف على 
الفترة ]-3، 3[، جد كلًّا مما ي�أتي:

1( مجموعة قيم �س الحرجة للاقتران ق.
2( مجالات التزايد والتناق�ص للاقتران ق.

3( قيم �س التي يكون للاقتران عندها قيم ق�صوى محلية .	
الحل

1( للاقتران ق  نقط حرجة عندما قَ)�س( =0 �أو غير موجودة 
)لماذا؟( 		 �أي عندما �س = -3، �س = -2، �س = 2، �س = 3
وعليه ف�إنَّ مجموعة قيم �س الحرجة للاقتران ق هي }-3،-3،2،2{

 : 2( من جدول الإ�شارات )3-8(، الذي يو�ضح �إ�شارة قَ)�س( نجد �أنَّ
ق اقتران متناق�ص في الفترتين ]-3 ، 2[، ]2 ، 3[

ق اقتران متزايد في الفترة ]-2 ، 2[ 

. ]π  ، 0[ جد القيم الق�صوى المحلية )�إن وجدت( للاقتران ق)�س( = �س +  2جا�س، �س

4

(¢S)¥
¢S

¢U

 1          2           3     3-             2-           1-

ال�شكل )14-3(

الجدول )8-3( 

3( يوجد للاقتران ق قيمة �صغرى محلية عند �س = -2
      يوجد للاقتران ق قيمة عظمى محلية عند �س = 2

الجدول )7-3(
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1( جد القيم الق�صوى المحلية والمطلقة )�إن وُجدت(، لكلٍّ من لااقترانات الآتية:

]5 ، 0[  �أ  ( ق)�س( = �س2 - 6�س + 9	         ، �س 

]4 ، 4-[ ب( ق)�س( = �س3   - 12�س	         ، �س 

]4 ، 0[ 		              ، �س  جـ( ق)�س( = )2- �س(3

 د ( ق)�س( = 

]3  ، 1-[ هـ ( ق)�س( = |)�س -1(3|	       ، �س 

]3 ، 0[ 1 �س3              ، �س 
3 1 �س4 - 

4  و ( ق)�س( = 

]1 ، 8-[ 		         ، �س  ز  ( ق)�س( =  3   �س2

]π2 ، 0[ 		         ، �س  ح ( ق)�س( = �س+ جا�س

]2 ، 2-[ 		               ، �س  ط ( ق)�س( = )1- �س(3

]3 ، 3-[ 		         ، �س  ي ( ق)�س( = )1- �س(4

2( �إذا كان للاقتران ق)�س( قيمة عظمى محلية عند النقطة )2 ، 3(، بيِّن �أنَّ للاقتران
هـ )�س( = )1- ق)�س((3 قيمة �صغرى محلية عند النقطة )2 ، -8(.

،  -2 ≥ �س > 3 		  �س2 +1         
،  3 ≥ �س ≥ 5 		 3�س +1
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ف على ح. 4( يمثل ال�شكل )3-16( منحنى الم�شتقة الأولى للاقتران ق المعرَّ
اعتمد على ذلك في �إيجاد كلٍّ مما ي�أتي:

 �أ  ( النقط الحرجة للاقتران ق.
ب( مجالات التزايد والتناق�ص للاقتران ق.

جـ( قيم �س التي يكون للاقتران عندها قيم ق�صوى محلية.

3( معتمدًا ال�شكل )3-15( الذي يمثل منحنى الم�شتقة
الأولى للاقتران ق المت�صل على الفترة]-2،2[

جد كلًّا مما ي�أتي:
�أ  (  مجموعة قيم �س الحرجة للاقتران ق.

ب( مجالات التزايد والتناق�ص للاقتران ق.
جـ( قيم �س التي يكون للاقتران عندها قيم ق�صوى محلية.

ال�شكل )16-3(

ال�شكل )15-3(

¢U

¢S

2

1

1-

2-

1           2                      2-             1-

(¢S)¥



196

التقعر
Concavity رابعًا 

]π 2 ، 0 [ ، فجد نقط لاانعطاف   1          جا2�س ،  �س 
2 �إذا كان ق)�س( = 2جتا�س +  

لمنحنى لااقتران ق.

تعلمت �سابقًا بع�ض تطبيقات الم�شتقة الأولى، مثل: �إيجاد فترات التزايد والتناق�ص لمنحنيات 
لااقترانات.

وفي هذا الدر�س �ستتعرف بع�ض تطبيقات الم�شتقة الثانية للاقتران مثل: معرفة نوع تقعر منحنى 
لااقتران، وتعيين نقط لاانعطاف لمنحناه، بالإ�ضافة �إلى تمييز القيم الق�صوى للاقتران، و�سيتم تو�ضيح 

ذلك في ما ي�أتي:

يبني� ال�ش��كل )3-17( منحن��ى لااقتران ق، 
ف على الفرت�ة ] �أ ، ب[، القاب��ل للا�شتقاق  المع��رَّ
عل��ى الفرت�ة   )�أ ، ب(، ويعن��ي ذل��ك �أنَّ لمنحنى ق 
ات على الفرت�ة )�أ ، ب( عند  ع��ددًا كبيًرا م��ن المما�سَّ

النقط )�س، ق)�س((، حيث �س  )�أ ، ب(. 

ولاحظ �أنَّ جميع المما�سات المر�سومة عند النقط )�س ، ق)�س((، حيث �س  )جـ ، ب( تقع 
جميعها تحت منحنى لااقتران ق. ويقال في هذه الحالة �إنَّ منحنى لااقتران ق)�س( مقعر للأعلى على  

الفترة ]جـ ، ب[.

ال�شكل )17-3(

    لاحظ �أنَّ جميع المما�سات المر�سومة عند النقط )�س ، ق)�س((، حيث �س  )�أ،جـ( تقع جميعها 
فوق منحنى لااقتران ق. ويقال في هذه الحالة �إنَّ منحنى لااقتران ق)�س( مقعر للأ�سفل على الفترة 

] �أ ، جـ [.

ق)�س(
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فًا على الفترة ]  �أ  ،   ب[، وقابًال للا�شتقاق على الفترة )�أ ،  ب( فيكون منحنى ق: ليكن ق اقترانًا معرَّ
1( مقعرًا للأ�سفل على الفترة ] �أ ، ب[ �إذا وقعت جميع مما�ساته فوق منحنى لااقتران ق

    في الفترة ] �أ ، ب[.
2( مقعرًا للأعلى على الفترة ] �أ ، ب[ �إذا وقعت جميع مما�ساته تحت منحنى لااقتران ق

    في الفترة ] �أ ، ب[.

وبالرجوع �إلى �شكل )3-17( لاحظ �أنَّ منحنى لااقتران ق مقعر للأ�سفل على الفترة ]�أ، جـ[، 
وتجد �أنَّه كلما زاد الإحداثي ال�سيني لنقطة التما�س)�س، ق)�س(( نَقَ�صَ ميل المما�س لمنحنى ق عند 
هذه النقطة، �أي �أنَّ قَ)�س( اقتران متناق�ص على الفترة )�أ ، جـ(، ومنه تكون �إ�شارة قَ)�س( �سالبة 

على )�أ ، جـ(، �أي �أنَّ قً)�س( > 0 ، لكلِّ �س  )�أ ، جـ(.
زاد  كلما  و�أنَّه   ، ، ب[  ]جـ  الفترة  على  للأعلى  مقعر  لااقتران ق  منحنى  �أنَّ  وبالمثل لاحظ   
�أي  النقطة،  هذه  عند  لمنحنى ق  المما�س  ميل  زاد  التما�س)�س، ق)�س((  لنقطة  ال�سيني  الإحداثي 
�أنَّ قَ)�س( اقتران متزايد على الفترة )جـ ، ب(، ومنه تكون م�شتقة   قَ )�س( موجبة على الفترة 

)جـ ، ب(، �أي �أن قً)�س( < 0، لكلِّ �س  )جـ ، ب(.
تذكر

ميل المما�س لمنحنى لااقتران ق عند �س = �س1 ي�ساوي  قَ)�س1(.
قَ)�س1( = ظا هـ ، حيث هـ زاوية ميل المما�س عند �س1 مع لااتجاه الموجب لمحور ال�سينات.

) اختبار التقعر ( 
�إذا كان ق اقترانًا مت�ًالص على الفترة ] �أ ، ب[، ، وكان كلٌّ من قَ)�س(، قً)�س(، معرّفين على 

الفترة )�أ ، ب( ف�إنّهَ :
1( يكون منحنى لااقتران ق مقعرًا للأ�سفل على الفترة] �أ ، ب[، �إذا كان قً)�س( > 0 ، لكلِّ 

�س  )�أ ، ب(
2( يكون منحنى لااقتران ق مقعرًا للأعلى علىالفترة] �أ ، ب[، �إذا كان قً)�س( < 0 ، لكلِّ 

      �س  )�أ ، ب(

نظرية
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�إذا كان ق)�س( = �س3 – 3�س2 + 3�س + 1 ، جد فترات التقعر للأ�سفل وللأعلى لمنحنى لااقتران ق.
الحل

يمكنك تحديد فترات التقعر للأ�سفل وللأعلى لمنحنى لااقتران ق ، من خلال �إ�شارة م�شتقته الثانية.
قَ)�س( = 3�س2 - 6�س + 3

قً)�س( = 6�س - 6
وتكون قً)�س( = 0، عندما 6�س - 6 = 0، �أي �أنَّ �س = 1 

 : ومن الجدول )3-9 (، الذي يو�ضح �إ�شارة  قً وح�سب اختبار التقعر تجد �أنَّ
منحنى لااقتران مقعر للأ�سفل  على الفترة )-∞ ، 1[ لأنَّ  قً)�س( > 0، 

 لكل �س   )-∞ ، 1(.
ومقعر للأعلى على الفترة ]1 ،  ∞(  لأنَّ قً )�س( <0، 

لكلِّ �س   )1 ، ∞ (.

جد فترات التقعر للأ�سفل وللأعلى لمنحنى لااقتران ق، 
حيث ق)�س( = �س4 – 6�س3 + 12�س2، �س  ]- 5 ، 5[.

الجدول )9-3(

1

2

1

.]2 ، 2-[ , �س 
         1

5  حدد فترات التقعر للأ�سفل وللأعلى لمنحنى لااقتران ق)�س( = �س
الحل

         4-
5 1         �س

5 قَ)�س( = 
         1

-4          *     5   �س9
25  = 

         9-
5 -4          �س

25 قً)�س( = 
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من خلال المثالين )1(، )2(، ال�سابقين لا بد �أنَّك لاحظت �أنَّ منحنى ق يغِّري من اتجاه تقعره 
2( في   ،  1( النقطة  �أعلى حول  �إلى  �أ�سفل  من  تقعره  اتجاه  غَّري  فقد  مجاله؛  نقطة في  حول 
المثال)1(، كما �أنَّه غَّري اتجاه تقعره من �أعلى �إلى �أ�سفل حول النقطة )0 ، 0( في المثال )2(، 

وت�سمى كلٌّ من هذه النقط التي يغير لااقتران ق اتجاه تقعره حولها نقطةَ انعطاف.

�س=0  حول  قً)�س(  �إ�شارة  خلال  من  لاحظ 
مقعر  ق  منحنى  �أنَّ   )10-  3( الجدول  في 
]-2 ، 0[ ، ومقعر للأ�سفل على  للأعلىعلى 

]2 ، 0 [

الجدول )10-3(

تعـريف

�إذا كان ق اقترانًا مت�ًالص على فترة مفتوحة تحوي �س1، وكان منحنى ق يغير اتجاه 
تقعره عند �س1 ف�إنَّ النقطة )�س1، ق)�س1(( ت�سمى نقطة انعطاف لمنحنى ق.

جد نقط لاانعطاف لمنحنى ق حيث:
ق )�س( = �س4 – 6�س2 + 1 ،                 �س  ح

الحل
لااقتران ق كثير حدود؛ فهو مت�صل لكلِّ �س  ح

فتين لكلِّ �س  ح حيث: وتكون  قَ ، قً معرَّ
قَ)�س( = 4�س3 – 12�س
قً)�س( = 12�س2 – 12

وتكون  قً )�س( = 0 عندما 12�س2 – 12=0
ومنه 12)�س - 1()�س + 1( =0،  ومنه �س= -1،  �س = 1

2

3

      ، جد مجالات التقعر لمنحنى لااقتران ق. 
   2
3 ليكن ق)�س(= �س
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3

4

في  قً  �إ�شارة   درا�سة  خلال  ومن 
ق  �أنَّ  نلاحظ   )11-  3( الجدول 
 ،1- �س=  عند  تقعره  اتجاه  يغير 

 : وعند �س = 1، لذلك ف�إنَّ

�إذا كان ق)�س( = 6�س3 – �س4، فجد نقط لاانعطاف لمنحنى لااقتران ق )�إن وُجدت(.

جد قيم �س التي يكون لمنحنى لااقتران ق عندها نقط انعطاف، حيث:
 ]π 2 ، 0[  1 جا2�س،  �س

2 ق)�س(= 2جا�س+ 
الحل

لايجاد نقط لاانعطاف جد قً لتحديد فترات التقعر لأعلى و لأ�سفل.
قَ )�س( = 2جتا�س + جتا2�س   
قً )�س( = -2جا�س -2جا2�س

وتكون قً )�س( = 0 
�إذن  -2جا�س -2جا2�س = 0 
-2جا�س -4جا�س جتا�س = 0
-2جا�س) 1 + 2جتا�س( =0  

�إما -2جا�س =0    �أو  1 + 2جتا�س=0

               π4
3  ،           π2

3 ومنه، �س=π 2 ، π ،0 ) ترف�ض القيم π2 ،0    لماذا ؟(   ،  �أو  �س= 
ومن خلال درا�سة �إ�شارة قً )�س( في الجدول )3 - 12( لاحظ �أنَّ منحنىق يغير اتجاه تقعره عند 

π4         ، لذلك ف�إنَّ للاقتران ق ثلاث نقط انعطاف عند 
3 π2          ،    �س = π ، �س =  

3 �س = 

          π4
3 π2          ،  �س = π ، �س =  

3 �س =  

الجدول )11-3(

الجدول )12-3(

)-1، -4(، )1، -4( نقطتا انعطاف.
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4
حُلَّ الم��سألة الواردة في بداية الدر�س.

اختبار الم�شتقة الثانية للقيم الق�صوى المحلية:
فتان عند �س1 )�أ، ب( عندئذٍ: على فر�ض �أنَّ الم�شتقة الأولى قَ)�س(، والم�شتقة الثانيةقً)�س(، للاقتران ق)�س( معرَّ
1( �إذا كان قَ)�س1( =0، و قً)�س1( < 0، ف�إنَّ للاقتران ق قيمة �صغرى محلية عند �س1 هي ق)�س1(
2( �إذا كان قَ)�س1( =0، و قً)�س1( > 0، ف�إنَّ للاقتران ق قيمة عظمى محلية عند �س1 هي  قَ)�س1(
الق�صوى  القيم  فنبحث عن  يف�شل،  ف�إنَّ لااختبار   ، قً)�س1( =0  قَ)�س1( =0، و  �إذا كان   )3

المحلية با�ستخدام اختبار الم�شتقة الأولى.

بالإ�ضافة �إلى التطبيقات ال�سابقة تُ�ستخدم �إ�شارة الم�شتقة الثانية للاقتران ق في تمييز القيم الق�صوى 
المحلية للاقتران، والنظرية الآتية تو�ضح ذلك.

�إذا كان ق)�س( = �س3 – 3�س2 + 2 فَجد نقط القيم الق�صوى المحلية للاقتران ق  با�ستخدام اختبار 
الم�شتقة الثانية.

5

5
ليكن ق)�س( = �س3 – 12�س + 3، جد نقط القيم الق�صوى المحلية للاقتران ق با�ستخدام اختبار 

الم�شتقة الثانية.

الحل
قَ)�س( = 3�س2 – 6�س

وتكون  قَ)�س(  = 0 �إذا كان 3�س2 – 6�س =0 �أي �أنَّ 3�س)�س -2( =0    ومنه، �س=0، �س=2
�إذن للاقتران ق نقطتان حرجتان هما: )0 ، 2(، )2 ، -2(
: قً)�س( = 6�س -6، وح�سب اختبار الم�شتقة الثانية نجد �أنَّ

قً )0( = -6 > 0 ، �إذن للاقتران ق قيمة عظمى محلية عند �س =0 هي ق)0( = 2
قً )2( = 6 < 0 �إذن للاقتران ق قيمة �صغرى محلية عند �س = 2 هي ق)2( = -2
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1( حدد فترات التقعر �إلى الأعلى والتقعر �إلى الأ�سفل لكلٍّ من منحنيات لااقترانات الآتية:
4

 �أ  ( ق)�س(= �س +  �س  

ب( ق)�س(=    16 - �س2	                                ، �س  ]-4،4[

جـ(ق)�س( = 

2) �س -1
د ( هـ )�س( = ) �س  

] π ، 0[ هـ( ق)�س( = جتا�س - جا �س+1  ، �س  

2( حدد نقط لاانعطاف )�إن وجدت( لكلٍّ من منحنيات لااقترانات الآتية:

، �س  ح 			   �أ  ( ق)�س( = �س3- 6�س2+9�س+2

، �س  ح 				  
         1

3  - �س
         2

3 ب( ق)�س( = �س

، �س  ح 					   
         3

5 جـ( ق)�س( = �س

 ]         π
2   ،           π

2 ، �س  ]-  				    د ( ق)�س( = �س- ظا �س
3( جد القيم العظمى والقيم ال�صغرى المحلية لكلٍّ من لااقترانات الآتية، با�ستخدام اختبار الم�شتقة 

الثانية، �إن �أمكن ذلك:
]π 2 ،0[  أ  ( ق)�س( = جا�س – جتا�س                                  ، �س�  

ب( ق)�س( = �س4                                                                                        ، �س  ح
جـ( ق)�س( = 4 | �س - 2| -  | �س + 1| + �س        ، �س  ح

128                                    ، �س ≠ 0
 د ( ق)�س( = �س2 +  �س  

 

 �س2-1	                                ،     �س > 2
		                                ،     �س ≤ 2 5- �س
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4( عيِّن قاعدة لااقتران ق)�س( = �أ�س3 + ب �س2 + جـ �س + د ، ) �أ ≠0، ب، جـ، د �أعداد حقيقية( 
الذي يمر منحناه بالنقطة )1، 5(، ومعادلة المما�س لمنحناه عند نقطة لاانعطاف )2، 1(، هي : 

�ص + 3�س – 7 =0    

 ف�أجب عما ي�أتي:
         1

3 �س≠ 0، هـ)�س( = �س 1
5( �إذا كان ق)�س( =   �س  

  �أ ( قارن مجالات التقعر لكلٍّ من لااقترانين ق، هـ.
ب( جد النقط التي يكون عندها كلٌّ من لااقترانين ق، هـ غير مت�صل.

جـ( جد نقط لاانعطاف لكلٍّ من لااقترانين ق، هـ �إن وُجدت.

على ح.  المعرّف  للاقتران ق)�س(  قً)�س(  ومنحنى  قَ)�س(،  منحنى  ال�شكل )18-3(  يمثل   )6
اعتمد على ذلك في الإجابة عن الأ�سئلة الآتية:
 �أ   ( عيِّن مجالات التزايد والتناق�ص للاقتران ق.

 ب( عيِّن قيم �س التي يكون للاقتران عندها قيم ق�صوى محلية با�ستخدام:
)1( اختبار الم�شتقة الأولى.
)2( اختبار الم�شتقة الثانية.

جـ ( عيِّن مجالات التقعر للاقتران ق.
 د  ( عيِّن نقط لاانعطاف للاقتران ق.

ال�شكل )18-3(
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تطبيقات القيم الق�صوى
Applications of Extreme Values                 خامسًا

ال�شكل )19-3(

�إذا  �إعلان عليها،  ال�شكل م�ساحتها 128�سم2، يراد طباعة  �صفيحة من الورق م�ستطيلة 
1 �سم، 

2 كان عر�ض كلٍّ من الهام�شين في ر�أ�س الورقة و�أ�سفلها 1�سم، وفي كلٍّ من الجانبين 
فجد بُعدَيْ الورقة بحيث تكون الم�ساحة المطبوعة �أكبر ما يمكن.

تواجهك كثير من الق�ضايا )الم�سائل( الحياتية في العلوم والهند�سة ولااقت�صاد وغيرها، تحتاج �إلى 
معرفة �أكبر قيمة �أو�أ�صغر قيمة لكمية متغيرة، ولحل هذه الم�سائل تلج�أ �إلى تحويلها من �صور لفظية �إلى 
معادلات واقترانات؛ من �أجل �إيجاد القيم الق�صوى لها. وفي ما ي�أتي نقدم بع�ض الم�سائل في تلك الموا�ضيع 
بو�صفها �أمثلة محلولة تو�ضح كيفية التعامل معها ريا�ضيًّا، ومن ثمَ تجد لها القيم الق�صوى المطلوبة.

قطعة �أر�ضٍ م�ستطيلة ال�شكل، محيطها 800 متر. جد بُعدَي قطعة الأر�ض لتكون م�ساحتها �أكبر 
ما يمكن.

الحل
نفر�ض �أنَّ �س، �ص بُعدا قطعة الأر�ض، وم�ساحتها م، كما في 

ال�شكل )19-3(.
المعطيات: محيط قطعة الأر�ض = 800 متر.                                                                       

المطلوب: �إيجاد قيمتي �س، �ص لتكون م �أكبر ما يمكن.
اكتب المعادلة التي تربط بين المتغيرات؛ بحيث ت�صبح الكمية المطلوب �إيجاد قيمتها الق�صوى، 

اقترانًا لمتغير م�ستقل واحد.                                                                                                        
م = �س �ص ...... )1( 

قطعة  محيط  �أنَّ  وهي  الم��سألة،  معطيات  ف  وظِّ �ص،  �أو  �س  واحد  متغير  بدلالة  العلاقة  ولجعل 
 : الأر�ض=800م �أي �أنَّ

2�س + 2�ص=800 ، ومنها �ص =400 -  �س ...... )2(

1
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                                                                                   : وبالتعوي�ض في )1( تجد �أنَّ
  م)�س( = �س )400 - �س( حيث   0≥ �س ≥ 400            لماذا؟

وبذلك ت�صبح )م( بال�صورة الآتية:
م)�س( = 400�س -  �س2 ..... )3( وهو اقتران بمتغير واحد )�س(، وقابل للا�شتقاق.                          

ولإيجاد القيم الق�صوى المطلوبة للاقتران م)�س( ن�شتق المعادلة )3( ونتحقق من ذلك كما ي�أتي:
مَ )�س( =   400 -  2�س.

مَ )�س( =0 �أي �أنَّ  400 - 2�س=0، ومنه �س = 200                                                   
 ولاختبار �أنَّ للاقتران قيمة عظمى عند �س=200 تجد مً )�س( عند  �س = 200

مً )�س( = -2  ، ومنه    مً )200( = -2  
�إذن للاقتران قيمة عظمى محلية عند )�س =200(                 لماذا؟                                                    
 �أي تكون م�ساحة قطعة الأر�ض �أكبر ما يمكن عندما �س =200 متر                                          

  وبالتعوي�ض عن قيمة �س في المعادلة )2( تجد �أنَّ        
�ص =400 - 200 = 200 متر.

لحل الم�سائل العملية على القيم الق�صوى؛ يمكنك اتباع الخطوات الآتية:
1( اقر�أ الم��سألة وحدد المتغيرات, وار�سم �شكًال تو�ضيحيًّا للم��سألة.

2( ح��دد المتغري� المطلوب �إيجاد قيمت��ه الق�صوى، واكتب المعادلة )العلاق��ة( التي تربط هذا 
المتغير  بالمتغيرات الأخرى.

3( اكتب المتغير المطلوب �إيجاد قيمته الق�صوى كاقتران في متغير واحد.
4( حدد مجال لااقتران الناتج �إن �أمكن.

5( ا�ستخدم ما تعلمته في الدرو�س ال�سابقة في �إيجاد القيم الق�صوى )اختبار الم�شتقة الثانية، 
اختبار الم�شتقة الأولى(.

  مجموع عدد مع مثلي عدد �آخر ي�ساوي 40، جد العددين بحيث يكون حا�صل �ضربهما �أكبر ما 
يمكن م�ستخدمًا تطبيقات التفا�ضل.

1
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الحل 
 افر�ض �أنَّ �س طول قاعدته،و�ص ارتفاعه، و�أنَّ ح  حجمه.

 كما في ال�شكل )20-3(.
المعطيات:

مجموع �أطوال �أحرف متوازي الم�ستطيلات )00 6�سم(
المطلوب:

�إيجاد �أبعاد متوازي الم�ستطيلات �س، �ص ليكون حجمه )ح( �أكبر ما يمكن.
الق�صوى  قيمتها  �إيجاد  المطلوب  الكمية  ت�صبح  بحيث  المتغيرات؛  بين  تربط  التي  المعادلة  اكتب 

اقترانًا لمتغير واحد كالآتي:
ح = �س2�ص ..... )1(                                                                                           

ولإيجاد �أحد المتغيرين �س �أو �ص بدلالة الآخر، ا�ستخدم معطيات الم��سألة وهي �أنَّ مجموع �أطوال 
: �أحرفه ي�ساوي )600�سم(، �أي �أنَّ

4�ص + 8�س = 600 ومنها �ص = 150-2�س ..... )2(
: وبالتعوي�ض في )1( تجد �أنَّ

) لماذا؟( 				   ح)�س( = �س2)150-2�س( حيث   0≥ �س ≥ 75
           = 150�س2-2�س3 ..... )3( وهو اقتران بمتغير واحد 

ولإيجاد القيم الق�صوى المطلوبة للاقتران ح)�س( ا�شتقَّ المعادلة )3(، وتحقق من ذلك كما ي�أتي:
حَ)�س( = 300�س -6�س2

)تهمل( وتكون حَ)�س( =0 عندما 300�س-6�س2 =0، �أي عندما �س =50، �س= 0 	
ولاختبار �أنَّ للاقتران قيمة عظمى عند )�س=50( جد حً)�س( عند �س=50  

حً)�س( = 300- 12�س، ومنه حً)50( = -300
وبما �أنَّ  حً)50( > 0 �إذن للاقتران ح قيمة عظمى محلية عند �س =50، وبالتعوي�ض في المعادلة )2( 

ال�شكل )20-3(

2
متوازي م�ستطيلات قاعدته مربعة ال�شكل، ومجموع �أطوال �أحرفه ي�ساوي 600�سم، جد �أبعاد 

متوازي الم�ستطيلات التي تجعل حجمه �أكبر ما يمكن.
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2
حُلَّ الم��سألة الواردة في بداية الدر�س.

3

تجد �أنَّ �ص=50، �أي �أنَّ حجم متوازي الم�ستطيلات يكون �أكبر ما يمكن عندما تكون �س=50 �سم، 
�ص =50�سم.

الجدول )13-3(

جد النقطة الواقعة في الربع الأول على منحنى ق)�س( =    �س4-2
التي تكون �أقرب ما يمكن �إلى النقطة )0،6(

الحل 
افر�ض النقطة )�س،�ص( تقع على منحنى ق و�أنَّ ف البُعد 

بين النقطة )�س،�ص( والنقطة )0،6(.انظر ال�شكل )21-3(.
المعطيات: 

ق)�س(=     �س2-4 ، �إحداثيا النقطة )0،6(.
المطلوب: �إيجاد �إحداثيي النقطة )�س،�ص( لتكون الم�سافة ف �أقل ما يمكن.

اكتب المعادلة التي تربط بين المتغيرات؛ بحيث ت�صبح الم�سافة ف المطلوب �إيجاد قيمتها الق�صوى 
اقترانًا لمتغير واحد، كالآتي:

ف =   )�س-6(2+ )�ص-0(2  ، �ص =   �س2- 4 
 ف =   )�س-6(2 +  �ص2    =    2�س2 - 12�س + 32      .........)1( 

ولإيجاد القيم الق�صوى المطلوبة للاقتران ف؛ ا�شتق المعادلة )1( وتحقق من ذلك كما ي�أتي:
4�س - 12            ، فَ = 0   

2 *     2�س2 - 12�س + 32 فَ = 

 ومنه: 4�س - 12= 0  ومنه �س = 3

: وبدرا�سة �إ�شارة ف في الجدول )3-13(  تجد �أنَّ
للاقتران ف قيمة �صغرى محلية عند �س=3، ،بالتعوي�ض تجد �أنَّ   �ص=    5

�أي �أنَّ الم�سافة ف تكون �أقل ما يمكن عندما تكون النقطة )�س،�ص( هي )3،    5   (

ال�شكل )21-3(
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ظاهـ2 -  ظاهـ1         
1 +  ظاهـ2   ظاهـ1          ظا هـ = ظا)هـ2- هـ1( = 

ومنه 20
، ظا هـ2=  �س   5

ظا هـ1=   �س  

:  وبا�شتقاق الطرفين تجد �أنَّ
15�س            

 �س100+2            
 =             

15
  �س  

                        
 �س100+2 

   �س2 
  =           

5
 -   �س  

20
  �س  

          
5

 *   �س  

20
1+  �س  

ظا هـ =  

1500- 15�س2         
)�س2 + 100(2          15�س2 +1500-30�س2         = 

)�س100+2(2          )�س2 +100()15( - 15�س*2�س           = 
)�س2 +100(2          قا2هـ * هـَ = 

3
يقع الم�ستطيل �أ ب جـ د في المنطقة المح�صورة بين منحنى ق)�س(=�س2 - 4�س + 4 والم�ستقيم 
�ص= 4 بحيث يقع ر�أ�ساه �أ، ب على منحنى ق، ور�أ�ساه الآخران جـ، د على الم�ستقيم �ص= 4، 

جد بُعدَيْ الم�ستطيل �أ ب جـ د لتكون م�ساحته �أكبر ما يمكن.

4
�أ )20،0(، ب )5،0( نقطتان ثابتتان، جـ نقطة تتحرك على محور ال�سينات الموجب، جد �أكبر 

قيا�س ممكن للزاوية �أ جـ ب.

الحل
افر�ض �أنَّ )هـ( قيا�س الزاوية �أ جـ ب، )هـ1( قيا�س الزاوية ب جـ م، )هـ2(  قيا�س الزاوية �أ جـ م، طول 

جـ م  =  �س كما في ال�شكل )22-3(.

ال�شكل )22-3(

تتحرك  نقطة  جـ   ،)5،0( )20،0(، ب  �أ  المعطيات: 
على محور ال�سينات.

المطلوب: �إيجاد �أكبر قيا�س ممكن للزاوية �أ جـ ب.
اكتب المعادلة التي تربط المتغيرات بحيث ت�صبح الكمية 

المطلوب �إيجاد قيمتها الق�صوى، اقترانًا لمتغير واحد.
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4
نحتاج �إلى ق�ص  لوح خ�شبي، على �شكل مثلث متطابق ال�ضلعين، طول كلٍّ منهما 8�سم، �إذا 
ما  �أكبر  المثلث  م�ساحة  التي تجعل  هـ  الزاوية  قيا�س  متغيرة، فجد  هـ  المثلث  ر�أ�س  زاوية  كانت 

يمكن.

هـَ  =0 عندما 1500-15�س2 = 0 ومنه �س =10 
: وبدرا�سة �إ�شارة هـَ  في الجدول )3-14( تجد �أنَّ

�أي �أنَّ �أكبر قيا�س ممكن للزاوية )هـ( عندما �س=10 وحدات 
3

  4  =   150
ومنه: ظاهـ =  200  

�إذن  هـ = °36.87 

الجدول )14-3(

ال�شكل )23-3(

5
جد �أكبر حجم لمو�شور رباعي قائم قاعدته مربعة ال�شكل، يمكن و�ضعه داخل مخروط دائري قائم، 

طول ن�صف قطر قاعدة المخروط )6(�سم وارتفاعه )9(�سم.
الحل

المعطيات: طول ن�صف قطر قاعدة المخروط )6(�سم، وارتفاعه )9(�سم.
المطلوب: �إيجاد �أكبر حجم لمو�شور رباعي قائم، قاعدته مربعه ال�شكل،  يمكن و�ضعه داخل مخروط 

دائري قائم طول ن�صف قطره 6�سم وارتفاعه 9�سم.
افر�ض �أنَّ طول قطر قاعدة المو�شور )2نق(، وارتفاعه 

)ع( وطول �ضلع قاعدته )�س(.
المتغيرات بحيث ت�صبح  التي تربط بين  المعادلة   اكتب 
لمتغير  اقترانًا  الق�صوى  قيمتها  �إيجاد  المطلوب  الكمية 

واحد.  انظر ال�شكل )23-3(.
ح= �س2ع .....)1(

ولإيجاد �أحد المتغيرين �س، ع بدلالة الآخر ا�ستخدم نظرية فيثاغور�س، وت�شابه المثلثات من خلال
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: معطيات الم��سألة: �أي �أنَّ
 : )2نق(2= �س2 + �س2 ومنه 4نق2  = 2�س2 �أي �أنَّ

2نق2 =  �س2 .....)2(

6 ومنه 3نق= 18-  2ع
نق   =   9  

ومن الت�شابة تجد   9-ع  

1 )18-3نق( .....)3(
ع =   2  

وبتعوي�ض كلٍّ من )2( و)3( في المعادلة )1( تجد �أنَّ
ح)نق( = 18نق2 - 3نق3 .....)4( وهو اقتران بمتغير واحد.

ولإيجاد القيم الق�صوى المطلوبة للاقتران ح، ا�شتق المعادلة )4( وتحقق من ذلك كما ي�أتي:
حَ)نق( = 36نق - 9نق2

وتكون حَ )نق( = 0، عندما 36نق - 9نق2 = 0 �أي عندما نق = 4 ، نق = 0  )تهمل(
ولاختبار �أنَّ للاقتران قيمة عظمى محلية جد حً)نق(

حً )نق( = 36 - 18نق 
ومنه حً )4( = 36 - 72 =  -36 >0

�إذن للاقتران قيمة عظمى محلية عند نق = 4.              لماذا؟
�أي �أنَّ �أكبر حجم للمو�شور عندما  تكون نق = 4

ومنه يكون حجم مو�شور ح)4( = 18 × 16 - 3 × 64 = 96�سم3.

5
جد حجم �أكبر مخروط دائري قائم يمكن و�ضعه داخل مخروط دائري قائم، طول ن�صف قطر قاعدته 
6�سم، وارتفاعه 12�سم، بحيث يقع ر�أ�س المخروط الداخلي على مركز قاعدة المخروط الخارجي.
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6
يقف رجل عند النقطة �أ التي تبعد 6كم عن النقطة ب، يريد 
ي�سير  �إذا كان   ، بالنقطة د  النقطة جـ ، مرورًا  �إلى  �أن ي�صل 
ب�سرعة 3كم/�ساعة عند لاانتقال من النقطة �أ �إلى النقطة د، 
�إلى  د  النقطة  من  لاانتقال  عند  6كم/�ساعة  ب�سرعة  وي�سير 
د موقع النقطة د بحيث ي�صل في �أق�صر وقت  النقطة جـ ، فحدِّ
ممكن، علمًا ب�أنَّ البُعد بين النقطة ب والنقطة جـ )15( كم.

انظر ال�شكل )24-3(.
الحل

المعطيات:    �أ ب  = 6كم،   ب جـ  = 15كم                                                              
�سرعة الرجل عند لاانتقال من  �أ �إلى د = 3كم/�ساعة

�سرعة الرجل عند لاانتقال من  د �إلى جـ = 6كم/�ساعة
بالنقطة )د(   النقطة )جـ( مرورًا  �إلى  النقطة )د( الذي يجعل الرجل ي�صل  المطلوب: تعيين موقع 

ب�أق�صر وقت.
اكتب المعادلة التي تربط بين المتغيرات بحيث ت�صبح الكمية المطلوب �إيجاد قيمتها الق�صوى اقترانًا 

لمتغير واحد.
الم�سافة 

ال�سرعة الزمن = 

)1( .............          				    15 -  �س
ف +  6  

ن  =  3  
معطيات  خلال  من  فيثاغور�س  نظرية  ا�ستخدم  الآخر  بدلالة  ف  �أو  �س  المتغيرين  �أحد  ولإيجاد 

: الم��سألة؛ �أي �أنَّ
)2( ............. ف2 = �س2  + 36 ،  ومنه  ف =    �س2 + 36	

: وبالتعوي�ض في المعادلة )1( نجد �أنَّ

		           ............. )3( وهو اقتران بمتغير واحد  15 -  �س
   �س2 + 36  +   6  

3 ن)�س( = 

ال�شكل )24-3(
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6
يقع حقل نفط في البحر عند النقطة �أ التي تبعد 2كم عن �أقرب نقطة ب على ال�ساحل، و�أردنا 
�أن ن�ضخَّ البترول من الحقل �إلى الم�صفاة التي تقع عند النقطة جـ على ال�ساحل، وتبعد 6كم 
من ب وذلك بوا�سطة �أنابيب في البحر على خط م�ستقيم حتى النقطة د على ال�ساحل، ثم 
بوا�سطة �أنابيب على الياب�سة على خط م�ستقيم من د �إلى جـ ، على فر�ض �أنَّ الأنابيب في البحر 
وفي الياب�سة في م�ستوى واحد، �إذا كانت تكلفة الأنابيب تحت �سطح البحر 500000 دينار 

لكلِّ كيلومتر وعلى الياب�سة 300000 دينار لكل كيلومتر، ف�أجب عما ي�أتي:
1( �أين يجب �أن تكون  د  لتحقق �أقل تكلفة ممكنة؟
2( �أين يجب �أن تكون د  لتحقق �أكبر تكلفة ممكنة؟

ولإيجاد القيم الق�صوى المطلوبة للاقتران ن ا�شتق المعادلة )3( وتحقق من ذلك كما ي�أتي:

2�س -    �س2+ 36 
2   �س2+ 36   * 1

3  = ) 1
2 2 �س  -  

1 ) 2     �س2+ 36
3 نَ)�س( = 

وتكون نَ )�س(= 0 عندما 2 �س=    �س2 + 36  ومنه 3�س2=36  �أي عندما �س=   2   3
: ولاختبار �أنَّ للاقتران قيمة �صغرى محلية ندر�س �إ�شارة ن في الجدول )3-15( تجد �أنَّ

 للاقتران قيمة �صغرى محلية عند �س =   2   3

�أي �أنَّ النقطة د تبعد عن ب بمقدار  2   3   كم

الجدول )15-3(

ال�شكل )25-3(
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[ الذي يجعل ناتج جمع العدد ومقلوبه �أكبر ما يمكن. 3
2  ، 1

1( جد العدد الذي ينتمي للفترة] 2  

2( وعاء �أ�سطواني ال�شكل مفتوح من الأعلى، حجمه π 1000 �سم3، جد �أقل م�ساحة ممكنة من 
ال�صفيح لت�صنيعه.

3( جد �إحداثيي النقطة �أ)�س،�ص( الواقعة على منحنى العلاقة �ص= �س2 التي بُعدها عن النقطة 
ب)18 ، 0( �أقل ما يمكن.

4( جد معادلة الم�ستقيم المارّ بالنقطة )4،3( وي�صنع مع المحورين الإحداثيين الموجبين مثلثًا
م�ساحته �أقل ما يمكن.

قطرها  طول  دائرة  ن�صف   )26-3( ال�شكل  يمثل   )5
الدائرة من  الحركة على  النقطة جـ  بد�أت  �أب)5�سم(، 
النقطة ب باتجاه عقارب ال�ساعة لتر�سم مع القطر مثلثًا 
المثلث  م�ساحة  تجعل  التي  جـ  ب  �أ  الزاوية  قيا�س  جد 

�أكبرما يمكن.
بحيث  قطرها 4�سم  ن�صف  دائرة طول  داخل  ر�سمه  لم�ستطيل يمكن  م�ساحة ممكنة  �أكبر  6( جد 

تنطبق قاعدته على قطر الدائرة ور�أ�ساه الآخران على الدائرة.
7( قطاع دائري قيا�س زاويته المركزية هـ بالتقدير الدائري ، وطول ن�صف قطر دائرته 4 وحدات، 
لَ �إلى مخروط دائري قائم، طول ن�صف قطر قاعدته  نق، وارتفاعه ع. جد قيمة هـ التي  حُوِّ

تجعل للمخروط الناتج �أكبر حجم ممكن.
8( م�صنع للأجهزة الكهربائية ينتج �س جهازًا �سنويًّا يبيع كل جهاز ب�سعر )200- 0.01 �س( 
الم�صنع  ينتج  جهازًا  فَكم  دينار،  )50�س+20(  الأجهزة  هذه  �إنتاج  تكلفة  كان  ف�إذا  دينار، 

لتحقيق �أكبر ربح ممكن �سنويًّا ؟

ال�شكل )26-3(
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9( معتمدًا ال�شكل )3-27( الذي يمثل ال�شكل الرباعي	
م ب جـ د ، الذي فيه ال�ضلع م ب ثابت وطوله 2�سم 
متحول،  و�ضعه  �أنَّ  �إلا  1�سم،  طوله  ثابت  د  م  وفيه 
يمكنه �أن يدور في م�ستوى حول النقطة م، �أما الزاوية   
دجـ ب فهي قائمة ، وال�ضلعان جـ د ، جـ ب متطابقان 
دومًا. جد قيا�س الزاوية)هـ( التي تجعل م�ساحة ال�شكل 

الرباعي عندها �أكبر ما يمكن.

ر�سمه  يمكن  منحرف  ل�شبه  ممكنة  م�ساحة  �أكبر  10( جد 
تحت محور ال�سينات بحيث تكون �إحدى قاعدتيه على 
محور ال�سينات ور�أ�ساه  الآخران على منحنى لااقتران 

ق)�س( = �س2  - 4 ، انظر ال�شكل )28-3(.

ال�شكل )28-3(

ال�شكل )27-3(
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]π،0[، جد  ن – جا2 ن، ن 
  2 نقطة الأ�صل بالأمتار بَعد ن ثانية معطى بالعلاقة   ف)ن(= 

ت�سارع الُج�سيم في اللحظة التي تنعدم فيها �سرعته.
3( �إذا كان ق)�س( =   3   �س3 - 27�س   ، �س  ح، فجد كلًّا مما ي�أتي:

 �أ  ( قيم �س التي يكون عندها للاقتران ق نقط حرجة.
ب( فترات التزايد وفترات التناق�ص للاقتران ق.

جـ ( قيم �س التي يكون عندها للاقتران قيم ق�صوى مبينًا نوعها.
4( عيِّن قاعدة لااقتران ق)�س( = �أ �س3 + ب �س2 + جـ �س + د ، حيث:

�أ ، ب ، جـ ، د �أعداد حقيقية ثابتة، ويمر منحنى لااقتران ق بالنقطة )5،0( ومعادلة المما�س لمنحناه 
عند النقطة )1،ق)1(( هي: 9�س + �ص-9 =0، ولمنحناه نقطة انعطاف عند �س = 2.

5( يمثل ال�شكل )3-30( منحنى الم�شتقة الأولى لكثير الحدود ق)�س( جد:
�أ   ( النقط الحرجة للاقتران ق.

ب( فترات التزايد وفترات التناق�ص للاقتران ق.
جـ ( قيم �س التي يكون عندها للاقتران قيم ق�صوى محلية.

ال�شكل )30-3(

ال�شكل )29-3(

1( معتم��دًا ال�شكل )3-29(، الذي فيه المثلث �أ م ب 
الــ��ذي  �ضـــــلع��ه  �أ ب  يـم�س  منحن��ى لااقارت�ن	

جـ عند  )1، ق)1((  ،  جد قيمة
�س+1 ق)�س( =  

      الثابت  جـ  التي تجعل م�ســاحة الـمثلث تــ�ساوي
وحدة مربعة. 9

4       
2( يتحرك جُ�سيم على خط م�ستقيم بحيث �إنَّ بُعده عن 

د  ( فترات التقعر لمنحنى ق.
هـ ( قيم �س التي يكون عندها للاقتران نقطة انعطاف. 
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 6( �إذا كان لااقتران ق)�س( مت�صل على ] -1 ، 4 [ ، 

       وكان ق)�س( =   

ومُثِّلَ منحنى الم�شتقة الأولى للاقتران ق كما في 
ال�شكل )3-31(، فجد كلًّا مما يلي:

�أ   ( مجموعة قيم �س الحرجة للاقتران ق.
ب( فترات التزايد، وفترات التناق�ص للاقتران ق.

جـ( قيم �س التي يكون عندها للاقتران ق قيم ق�صوى محلية.
 د ( قيم كلٍّ من الثوابت �أ، ب، جـ ، د، هـ ، علمًا ب�أنَّ ق)-1(=2 ، ق)4(=8

7( يمثل ال�شكل )3-32( مثلث �أ ب جـ قائم الزاوية في ب 
فيه �أ ب= 6�سم، ب جـ= 8�سم، وبداخله م�ستطيل  يقع 
ر�أ�سان من ر�ؤو�سه على وتر المثلث والر�أ�سان الآخران 
يقع كلٌّ منهما على �ضلعي القائمة. جد �أبعاد الم�ستطيل 

التي تجعل م�ساحته �أكبر ما يمكن.
 8( يتكون هذا ال��سؤال من )11( فقرة من نوع لااختيار 

ال�شكل )31-3(

ال�شكل )32-3(

من متعدد، يلي كل فقرة )4( بدائل، واحد منها فقط �صحيح، �ضع دائرة حول رمز البديل 
ال�صحيح :-

)1( تتحرك نقطة على خط م�ستقيم بحيث �إنَّ الم�سافة )ف( بالأمتار التي تقطعها في زمن قدره 
)ن( ثانية هي: ف)ن( =6ن2 -  ن3 + 13، الم�سافة ف عندما ي�صبح الت�سارع �صفرًا هي:

�أ   ( 14م                                               ب( 18 م
جـ( 29 م                                              د  ( 34 م

)2( معدل تغير حجم كرة بالن�سبة �إلى طول ن�صف قطرها عندما يكون طول ن�صف قطرها 
5�سم ي�ساوي:

�أ   ( 100�سم3/�سم                               ب(π 4 �سم3/�سم
جـ( π 20 �سم3/�سم                             د  ( π100�سم3/�سم

�س + هـ    ،  -1 ≥ �س > 1  جـ �س2 + 
 �أ �س + ب                  ،      1 ≥ �س ≥4
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ن�صف  وطول  16�سم،  ارتفاعه  �أ�سفل،  �إلى  ر�أ�سه  قائم  دائري  مخروط  �شكل  على  وعاء   )3(
بَّ الماء فيه بمعدل π 2�سم3/ث، ف�إنَّ معدل تغير ارتفاع الماء فيه في  قطر قاعدته 4�سم، �صُ

اللحظة التي يكون ارتفاع الماء 8�سم ي�ساوي:
1 �سم/ث                            ب(2 �سم/ث

  2 �أ  ( 
1 �سم/ث

  π2 1 �سم/ث                          د   (  
  8 جـ(  

)4( �إذا كان ق)�س( = 12�س + 6)م – 2( �س2 ف�إنَّ قيم  م  التي تجعل منحنى لااقتران ق مقعرًا  للأ�سفل :
�أ  ( ) -2 ، 2(                               ب( ) - ∞ ، -2(

جـ( )2 ، ∞ ( _                             د   ( ) - ∞ ، 2[
π  ف�إنَّ ميل 

  4 �إذا كان  لمنحنى لااقتران ق)�س( = جا 4�س نقطة انعطاف عند �س =    )5(
المما�س عندها ي�ساوي:

 �أ  ( -4                                          ب( 4
جـ( -2                                           د ( -1

�س2 - 2�س + 1 ف�إنَّ منحنى لااقتران ق متناق�ص على الفترة:
�س2 )6( �إذا كان ق)�س( = 

 �أ  ( )- ∞ ، 0(                               ب( )1، ∞(
			   د  ( ) 0 ، 1[  جـ( ] 0 ، 1[

)7( ال�شكل )3-33( يمثل منحنى قً )�س( للاقتران ق المعرف علىح، 
       �إذا كان للاقتران ق نقطة حرجة عند )1، ق)1((، ف�إنَّ ق)1( هي قيمة:

 �أ  ( عظمى محلية
ب( عظمى مطلقة
جـ( �صغرى مطلقة

 د ( �صغرى محلية
]-1 ، 1[ ، ف�إنَّ �إحداثيَّي النقطة الحرجة  للاقتران ق  )8( �إذا كان ق)�س(=   3   �س2 : �س 

هي :
�أ   ( )-1،1(                                  ب( )1،1(
جـ( )0،0(                                      د ( )1،0(

ال�شكل )33-3(
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ال�شكل )34-3(

∗ ال��سؤال من �أ�سئلة لااختبارات الدولية.

)9( يُراد �صنع علبة مفتوحة من الأعلى من قطعة كرتون م�ستطيلة ال�شكل �أبعادها 16�سم،30�سم 
ثم طيّ   ، منها )�س( وحدة  الأربع طول كلٍّ  مت�ساوية من زواياها  بق�ص مربعات  وذلك 

الجوانب للأعلى، ما قيمة �س التي تجعل حجم العلبة  �أكبر ما يمكن؟
10 �سم

  3
�أ  (12�سم                                      ب(  

جـ( 10 �سم                                   د  ( 8�سم
]π، 0[ ف�إنَّ قيمة �س التي يكون للاقتران عندها  )10( �إذا كان ق)�س(= جتا�س - جا�س:�س 

قيمة �صغرى مطلقة هي:
π

  4
 �أ  ( 0                            	           ب(   

 π3
  4

π                                      د  (   
  2 جـ(  

)11( �أي المنحنيات في ال�شكل )3-34( يمثل ر�سم لااقتران ق الذي فيه قَ )0( <0،	
           قَ )1( > 0 ، قً)�س( �سالبة دائمًا:

∗

ب(�أ  (

د( جـ(


